实变函数论 

售 

(第5版） 

□ n . n . 那汤松蒭 

□徐瑞厶译 
□陈建功校 




高等教育出版社 

Higher Education Press 







“（本书）充分展现了作者在教育方面的天赋才能 一 
以清晰而通俗的语言给出复杂的论证。” 

“它是函数论方面，唯一用俄文写的、在其中可以找到 
如同 （ 关于分割球面的）豪斯多夫定理那样‘困难’定理的 
完备而又最简明证明的一本好书。” 

——俄罗斯的有关书评 


本书是俄罗斯 （ 苏联时期）杰出数学家 m . n . 那汤松的 
一 本重要著作，影响很广。本书在20世纪 50-60 年代曾是我 
国高校数学专业实变函数论课程的重要教学参考书。本版系 
根据原书1956年第2版中译本，对照原书2008年第5版原文 
校订后重新出版的。 

全书共有18章，主要内 容为： 可测集与可测函数、勒贝 
格积分、可和函数与平方可和函数 （ 包括空间^与~与 
/,等）、有界变差函数与斯蒂尔切斯积分、绝对连续函数与 
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富的材料为其他函数论方面论著中所不多见，有较大参考价 
值。为内容叙述的霈要，还专辟一章 （ 第18章）介绍了泛函 
分析的某些知识。 在 大部分章末都附有相当数量的习题，其 
中多数难度较大。 

本书论述详尽、明晰而又言简意赅，内容逐步深入 ，一 
些典型的处理方法有助于启发读者思考。除了俄文原著，本 
书曾被译成7种文字出版。 

本书可作为数学专业大学生、研究生、教师和有关工作 
者的参考书。 
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《俄罗斯数学教材选译》序 


从上世纪50年代初起，在当时全面学习苏联的大背景下，国内的高等学校大量 
采用了翻译过来的苏联数学教材.这些教材体系严密，论证严谨,有效地帮助了青年 
学子打好扎实的数学基础，培养了一大批优秀的数学人才.到了 60年代，国内开始 
编纂出版的大学数学教材逐步代替了原先采用的苏联教材，但还在很大程度上保留 
着苏联教材的影响，同时, 一 些苏联教材仍被广大教师和学生作为主要参考书或课外 
读物继续发挥着作用.客观地说，从解放初一直到文化大革命前夕，苏联数学教材在 
培养我国高级专门人才中发挥了重要的作用，起了不可忽略的影响，是功不可没的. 

改革开放以来，通过接触并引进在体系及风格上各有特色的欧美数学教材，大 
家眼界为之一新，并得到了很大的启发和教益.但在很长一段时间中，尽管苏联的数 
学教学也在进行积极的探索与改革，引进却基本中断，更没有及时地进行跟踪，能看 
懂俄文数学教材原著的人也越来越少，事实上已造成了很大的隔膜，不能不说是一 
个很大的缺憾. 

事情终于出现了一个转折的契机.今年初，在由中国数学会、中国工业与应用数 
学学会及 闰家自 然科学基金委员会数学天元基金联合组织的迎春茶话会上，有数学 
家提出，莫斯科大学为庆祝成立250周年计划推出一批优秀教材，建议将其中的一 
些数学教材组织翻译出版.这一建议在会上得到广泛支持，并得到高等教育出版社 
的髙度重视.会后高等教育出版社和数学天元基金一起邀请熟悉俄罗斯数学教材情 
况的专家座谈讨论，大家一致 认为： 在当前着力引进俄罗斯的数学教材，有助于扩大 
视野，开拓思路，对提高数学教学质量、促进数学教材改革均十分必要.《俄罗斯数 
学教材选译》系列正是在这样的情况下，经数学天元基金资助，由高等教育出版社组 
织出版的. 

经过认真选题并精心翻译校订，本系列中所列入的教材，以莫斯科大学的教材为 




《俄罗斯数学教材选译》序 


主，也包括俄罗斯其他一些著名大学的教材.有大学基础课程的教材，也有适合大学 
高年级学生及研究生使用的教学用书.有些教材虽曾翻译出版，但经多次修订重版， 
面目已有较大变化，至今仍广泛采用、深受欢迎，反射出俄罗斯在出版经典教材方面 
所作的不懈努力，对我们也是一个有益的借鉴.这一教材系列的出版，将中俄数学教 
学之间中断多年的链条重新连接起来，对推动我国数学课程设置和教学内容的改革， 
对提高数学素养、培养更多优秀的数学人才,可望发挥积极的作用，并起着深远的影 
响，无疑值得庆贺，特为之序. 


李大潜 
2005年10月 


初版序言摘要 


本书是适用于我国大学现行教学大纲的一本教科书.鉴于函数论在培养数学家 
的教学体系中日趋重要，我在本书中（用小型铅字排印）放入了一系列超出大纲范围 
的问题. 


在大学中，实变函数论是在三年级开始讲授的.所以我假定读者已能灵活掌握 
分析的基本 概念： 无理数，极限理论，连续函数的最重要的性质，导数，积分,级数等 
都假定已为读者所熟知，这些概念都包括在任何一本详尽的微积分书中. 

书中大部分的章后都附有习题.这些习题一般说来是相当难的，有时需要经过 
很大的努力才能解决.但是对于要想切实地通晓这门知识的读者，我仍然建议他们 
务必尽最大努力至少解决其中一部分的问题. 

本书的现在形式是从我以前所写的“实变函数论基础”改编而成的，该书在1941 
年在列宁格勒大学出版，印数不多，不久即行销完.我早有意于再版，并且这个愿望 
已经部分地实现了，这就是“拉强西卡学派”出版部曾用乌克兰译文刊印了该书，译 
者是基辅大学的副教授 C . M . 苏贺维茨基. 

E . H . 列梅兹教授曾经对于上述的乌克兰译本加以评论并且提出了一系列宝贵 
的意见，我在从事于新版的修正时也采纳了这些意见.此外，我很感谢 H . K 巴里教 
授，几 K . 法捷耶夫教授，尤其是 r. M . 菲赫金哥尔茨教授的许多建议和批评.对于 
以上提到的各位我都致以衷心的谢意. 


那汤松 
1949 年 12 月 3 曰 



第 2 版序言 



本版与初版的重要区别如下： 

1. 叙述了勒贝格积分的变量变换问题（就旧变量是新变量的单调函数的情形). 

2. 介绍了凸函数的某些知识，包括延森和杨不等式（杨不等式在“附录”中). 

3. 证明了康托尔定理及杜布瓦雷蒙-瓦莱普桑定理和某些其他结果，以及关于 
函数的三角级数展开的唯一性问题. 

4. 叙述了当茄瓦-佩龙积分理论并给出了当茄瓦-辛钦积分的概念. 

5- 讨论了将书中主要结果搬到在无界域上定义的函数上去的问题 
6. 叙述了（在“附录”中）显式表示的曲线的求长问题. 

为了避免本书篇幅过大起见,我去掉了豪斯多夫定理（关于“较易”测度问题的 
不可解性）以及初版的第十七章（关于祖国学者在函数论的贡献的概述). 

在新版的准备中我得到了 r . m . 菲赫金哥尔茨教授许多宝贵的指示，校阅者 r . 
n . 阿基洛夫和我的儿子 r . pi . 那汤松给我提供了很多有益的意见.我感谢以上提到 
的各位. 


M . 那汤松 
1956 年 12 月 8 曰 


①这一章的材料我是利用了本书在美国出版的译本上的附录，系由翻译者 E . 海维特教授所 
引进. 
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第一章无穷集 


§1. 集的运算 


“集论”是实变数函数论的基础.它的历史并 不久： 有关集论的最初的重要文献 
是 G . 康托尔在19世纪末叶才发表的，可是，现在集论已是数学中一门范围很广的 
学科了.在这本书里，集论只有辅助的意义，所以我们只讨论这门学科的一些基础知 
识.读者对于这方面的理论若需要深人研究,可参阅 n. c. 亚历山德罗夫及 F. 豪斯 
多夫所著的书 

集这个概念，是不可以精确定义的数学基本概念 之一， 所以我们只给予一种描 
写.凡是具有某种特殊性质的对象的汇集，总合或集合称之为集.例如自然数的全体 
为 一集； 直线上点的全体为 一集； 以实数为系数的多项式的全体为 一集； 诸如此类. 

任何对象，对于某一集而言,或是属于该集，或是不属于该集.二者必居其一，但 
不可得兼. 

若 A 为某集， rr 是一个属于 A 的对象，则称 a : 为 Z 的元素， 记作： 

x e A . 

若 X 不属于洚则写为 


xeA . 


① !！• C . 亚历山德 罗夫， BBCAeHMe b o6myio Teopwio MHOH<ecTB h (|)yHKUMii. rocTexw3 丑 aT ， 

1948 (有中 译本： 集与函数的汎论初阶.杨永芳译.北京. • 商务印书馆，1954,上下册)， 

F - 豪斯多夫， TeopHH MHo>KecTB, OHTH ， 1937 (有中 译本：集论. 张义良，颜家 狗译. 北京：科学 
出版社， 1966). 


第一章无穷集 


例如， Q 为有理数全体所成之集，则 

■ e Q ， y/2e Q. 

一个集的自身决不能作它的 元素： 

AeA . 

以后为行文方便起见，我们引人空集这一概念，就是不含任何元素的集.例如 

方程 

x 2 + 1 = 0 

的实根的全体就是“空集”.我们用记号0表示空集，从行文的前后呼应来看，运用 
这个记号不致与数“零”发生混淆，空集有时也用 J 来记①. 

除空集外，我们在研究中必然会遇到的还有“ 单元素集”. 凡仅含一个元素之集 
称为单元素集.例如方程 

2 x — 6 = 0 

的根的全体是一个单元素集，它是由单独的一个元素，就是数3,所组成的.但应注 
意不要把单元素的集和它所含的唯一元素混为一谈. 

若集>1的一般元素是 rr ， 则有时 写为： 

A — { x }. 

有时集的元素可以全部写出的，那么可将集的元素全部写出后外加一个花括弧. 
例如 

A = { a , 6, c , d }. 

定义 1 两集 >1 与 B ， 若 A 所有的元素都是 B 的元素，则称4为 B 的子集, 
写为: 

A C B 或 BD A . 

B 称为 A 的包括集. 

例如 N 为自然数全体的集， Q 为有理数全体的集，则 

N c Q. 

显然，任何集本身是它的 子集： 

A c A . 

空集是任何集 A 的子集.要使这断言完全明白，只要把定义1改述 如下： 所谓 
ACB 乃表示凡元素不属于丑的也不属于 A 

&现在通行的教科书，均用0表示空集,本次修订为方便读者，均改为 0. ——第5版校订 
者注. 
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定义 2 两集4与方，若 A c B . BcA , 则称 A 与 B 相等， 写为： 

A = B . 

例如4 = {2,3}， B 为方程 

x 2 — 5 x + 6 = 0 

的根所成之集，则 A = B . 

定义 3 设>1与 B 为二集，又集 S 包含4与 B 中所有元素但不含其他元素， 
称 S 为 A 与 S 的 和集或并集， 写为： 

S = A-hB 或 S ^ AUB . 



P = AB 或 P = ADD. 

①如同平常一 •样， 当 a 彡 我们以 （ a, 6) ， [a, 6], [a, 6), (a, 6] 分別表示满足 a < x < b 3 a ^ x ^ b } a ^. 
x < 6,a < rr 彡 6 的 x 的集. 其中每一个称为间隔，而 a 及 6 为其端点 .间隔 （ a ， 6) 又称区间，而 
[a ， b] 称为线段或闭区间.间隔 [a，{)) 及 (a, 6] 称为半开半闭区间. 
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例如 A 




{1，2,3,4 }，B 


{3,4,5, 6}, 则 


AB 


{3,4}. 


同样可以定义 n 个集 A ，八 2 ,…，人的交集，也可定义一系列集 A 3 , … 
的 交集； 更一般的，对于一组集合它们用不同的记号《以示区别，那么也可以定 
义所有' 的 交集. 相应的记号是： 


P = A \ A2 


• • • 


An , P 






A \ n A2 n 


• • • 


n An , 或尸 




P = A1A2A3 




， p 






Ai n A2 n A3 n • • • ， 或 P 




p 




rv 


例如 


k'k 


{ 0 } (单元素集)， 


5H) 


0 (空集) • 


^ AC B y 则显然的 


AB 




A ， 


特别是 


AA 




A . 


若二集 A 与 B 没有共同元素，则写为 


AB 


0; 


此时也称4与 B 是“不相交”的. 


定理1 


设 A 为一集，{^}是以集巧做元素的集，则 






证明 


假设 


S 
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t 


设 X € 5"，则 x e 并且 x G 后者表示有心适合于 a : € A 。， 那么 

x € AE io , 所以 xeT . 从而证明了 

ScT. 

反之，若设 x € T , 则必有&适合于 : c e AE ^ 0 . 换言之： a ; € >1又 : r € A 。. 由 

x e E ^ 0 知 ; r e ^2 又因 x e A , 所以 x £ S . 于是 

€ 

TCS. 

由 Tc 5 和 5 cr ， 得 5 = 7\ 

推论 A(B + C ) = AB + AC . 

定义 5 设乂与 B 为 二集， 又集尺包含属于 A 而不属于丑的一切元素且除 
此而外无其他元素，则称 H 为>1与 B 的 差集， 写作： 

= S 或 R = A \ B . 

例如 A = {1,2, 3, 4}, B = {3, 4, 5,6}， 则 

A — B = {1,2}. 

定理 2 设为三集，则 

A(B - C ) = AB - AC . 

其证明可由读者自行补足. 

集的运算与普通算术的运算颇有相似之处，但是并不完全相同，如上面所说的 
关系式4 + 4 = 4及44 = A ， 在算术上是不成立的.下面我们还要举一个不相似 

的例子. 

定理 3 关系式 

{ A - B ) + B = A (1) 

当且仅当 Be A 时成立. 

证明设⑴为真，则每一被加集均为其和集的子集，所以 BCA . 又设 BCA , 
则 （A - B ) + B C A 但是另一方面，关系式 （A - B ) + B 3 4的成立是无条件的，所 
以 BCA 推出 （1). 


第一章无穷集 



§2. -对应 


设4与 B 为两个有限集，自然会发生下面的 问题: 它们所含元素的个数是否相 
同.我们可以数一下每一集所含元素的个数是多少，从所得的数字是否相同就可以 
解决这个问题.但是不数也可以解决问题.例如 

A = { a , by Cy dy e }， 


如果我们细察下面 的表: 



我们虽然不数，也晓得>1与 S 的元素个数是相同的. 

上面所说的比较法有这样一个 特性： 对于一集的每一个元素，另一个集中有一 
个并且只有一个元素和它对应，反之亦然.这个比较法的优点是它也可以用之于无 
穷集. 例如， N 为自然数全体的集 ® ，而 M 为所有 i 的全体，用比较法，将 N 中的 n 

n 

应于 M 中的 i : 

n 



立即可以看到 N 与 M 所含元素是一对一对地配得起来的. 

现在我们给配对无余的概念以精确的 定义： 

定义 1 设4与 B 为二集.具有下面性质的法则 p :使 Z 的任一元素 a , 有 
B 的唯一元素6与之对应，并且使 B 的任一元素也有4的唯一元素 a 与之对应, 
此时称 p 建立了 i 4 与 B 的 一 对一 ^ 的对应（简称一 ^ 一^对应). 


定义 2 若 A 与 B 间能建立一一对应，则称4与 B 是 “对等”的， 或者称它 
们的“势” ® 是相同的.此事记作 


A 〜 B. 

不难明白，两个 有限集 只有当它们的元素的个数是相同时才是对等的.由上可 
见，“其势相同” 一 语乃是有限集的元素“个数相同”的直接扩充. 


® 在本书中所说的自然数集 N 中不包含元素0,这一点请读者注意.——第5版校订者注 
⑦现今的有关书中多称为“基数” ( cardinal ), 但原书作者采用势这个词 （ power ， MomHOCTb ), 澤 

文中未加改动.——第 5 版校订者注. 
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下面举几个对等集的例子， 

设乂与 B 是一个长方形的一对平行边上点的集（图 1), 则 A ^ B . 
其次，设 A 与丑是两个同心圆周上点的集（图2)，显然 A 〜凡 


所可注意的，此时若将此二圆周展开为直线，则此二线 
段的长并不相同.似乎较长的线段含有“更多的”点.我们 
看到并不如此.这种悖论，由下例更为显然.假设 A 表示直 
角三角形斜边上点的集， B 表示底边上点的集，那么由图3, 
可以看到乂〜 B ， 虽然底边的长小于斜边.假使我们将底边 
覆盖在斜边的上面，那么 B 就成为4的子集，并且是4的 
真子集 （ B 是>1的真子集 乃是 ： B C A ， 但 B / A ). 由此例 
可以明白：的确有集可与其真子集对等的.不言而喻，任何 
有限集却不能和它的真子集对等.由此可见，只有无穷集才有此种奇妙的性质.以后 
我们还要证明，凡无穷集必含有与它自身对等的真子集.此地我们再举一个例子. 




设 N 表示自然数全体的集，而 M 为偶数的 全体: 

N = { n }， M = {2 n }. 


将此二集用下法使成 一一 对应: 





则 M 与 N 是对等的，虽然 A / 是 N 的真子集.因此 得到： “自然数有多少，偶数也有 
多 少”. ■ 

下面关于对等集的若干简单性质，读者无疑可以自己证明之. 

定理1 a ) 总有 A . 

b ) 若4〜 J 5, 则 B 〜 A 

c) 若 A 〜 B ， B 〜 C7, 则火〜 C. 

定理2 设^山，^…及氏，石 2 ，丑 3 ，...为二集的系列.若诸集 A n 各不相 
交，诸集亦各不相交，即 



§3. 可数集 

定义1 设 N 为自然数全体所成之集 

N ={1，2,3，...}. 

凡与集 N 对等的集4称为可 数集， 或者称4是可 数的. 

此时也称 Z “具有势 a ”®. 很明显的，所有可数集是两两对等的. 

下面是几个可数集的 例子： 


^ — {1,4, 9,16, •■- , n 2 , • • • } , 
J 5= {1,8,27,64’…， n 3 ，...}， 


C = {2, 4,6,8, •..，2 n ，• • • } ， 



® 现今有关书中，“势 a ” 或者说“基数 a ”， 通常用^ (阿列夫零）表示川是希伯来文的字母.可 
参看本书第14章.——第5版校订者注. 
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定理 1 集 A 为可数的必要且充分条件是可以把它们编号，即表成如下序列的 
形式： 

A = {^,612,(13，...，〜，••• }• (1) 

证明若 A 具有 （1) 的形式，那么将 A 的元素对应于它的下标 n , 因而得 
>1与 N 间的一一对应.所以4是可数的. 

反之,若设>1是可数的，那么在 A 与 N 之间存在一种 一一 对应法 p 由 p 得 n 
的对应元素 a n ， 于是 A 就可写成 （1) 的形式了. 

定理 2 任何无穷集 A 必含有可数子集. 

证明设>1为一无穷集.从 A 取一元素 ai . 因为4是无穷集，它不会因取出 
a x 而耗尽，所以从 A - { ai } 又可取一元素 a 2 . A -{ a l 5 a 2 } 决非空集，所以又可以由 
此取一元素 a 3 . 因为 A 是无穷集，所以此种手续可以继续做去不会终止.因此得到 
A 的可数 子集： 

。1，^2，。3,… ， a n ， … • 

定理 3 可数集的任何无穷子集是可数的. 

证明设 >4为可数集， S 是它的无穷子集.如果将 A 列成 

ai ， a2, as, … ， a n , …， 

那么依照次序逐一地看下去，不时会遇到 B 中的元素.而且对于 B 中每一个元素, 
早晚会被我们遇到，因此也就有一个自然数与之“相遇”.若将 B 中元素重新编号， 
顺次地用自然数来对应，就知道 B 是可数的. 

推论 从可数集為除去一个有限子集 M ， 所得的 A-M 仍为可数集. 

定理 4 一个有限集和一个可数集如无公共元素，那么它们的和集是一个可 
数集. 

证明设 

■A = ， a 2 ， o >3 ， ... ， } ， 

B = { bi ， 办2,办3,… }， 

在假设= 0下，证明4 S 是一个可数集就好了.此时 S 可表示为 

S = {ai ， 。 2,… ， a n , 61,62,63,… }; 

然后，将 S 重新编号即可见 S 为一可数集. 

假定无公共元素这个条件，无论在本定理中还是下面几个定理中，都是可以略 

去的. 、 、: ：：: 
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定理5 两两不相交的有限个可数集的和集是一个可数集. 

证明 我们只对三个被加集的情形加以证明，由此可以看出论断的一般性 
设是三个可 数集： 


A 

B 

C 


{ai ， d2, asy 


9 ♦ 


}， 




{ 6l ， 62 , 6 3 , … }， 

{Ci ， C2 ， C3, … }• 


那么它们的和集 



A + B - hC 可以写成 


S 


{ai, 61 ^ Cl, fl2, ^2) C2 ? «3, ••• }， 


显然 s 是可数的. 

定理 6 两两不相交的可数个有限集的和集是一个可数集. 


证明 


设= 1，2,3, • • •） 是两两不相交的可数个有限集 


设 S = f ； A k . 要证 S 是一可数集，可将 S 中的元素给以如下之 排列： 先写出耒中 

fc = l 

所有元素然后写木中所有元素，如此进行，得到5的表示，由此表示知5为一可 
数集 • 

定理7 两两不相交的可数个可数集的和集是一可数集. 

证明 设= 1，2,3, • •.） 是两两不相交的可数个可 数集： 

A i = } ， 

A 2 = { a ^，4 2 \4 2 \..-}, 

A 3 = ，...}， 


设 S = E A . 我们将 5 中的元素给以如下之 排列： 先写 af . 然后写及4 2) ， 

k^l 

此时 a 之上下标之和都是 3. 然后写此时 a 之上下标之和都是4.如 


5 


^S n2(3)n3 

a a a 

f 7 7 





5 


J 


1 J/ ， ^ i J 

12 3 

yfv 1 /V 1 /IV X 

a a a 

/I /I rj \ 


1 


2 


3 




此进行下去，乃得 
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S = | a { ^ , 4 1} , a ( x 2) , , a { 2 2) , , • • • |, 

由此可知 S 为一可数集. 

以记号 a 表示可数集的势，我们可将上述诸定理叙述成便于记忆的模 式：设 
和 n 都是自然数,那么， 

a — n = a 、a + n = a , a + a H - h a = na = a , 

^1 + ^2 + ^3 + • • • = a + a 十 （！ + ••• = aa = a . 

定理 8 有理数的全体所成之集 Q 是一可数集. 

证明具有给定分母 g 的形如？的分数的集合，即集合 

Q 

1 2 3 

• • • 

7 1 J 

Q Q Q 

显然这个集合是可数的.而分母同样是可以取自然数值1,2, 3,... 的可数集合.由定 
理7,这表明分数？的集合是可 数的； 在此集合中去掉那些可约分的分数并应用定 

理3,便可证明所有 9 的正有理数集合的可数性.因为负有理数集合 Q - 显然与集 
合 Q + 是对等的，所以它也可数，从而集合 Q 是可数的，因为 

Q = + {0} + Q 十 . 

推论 任何闭区间 [ a ,6] 中的有理数的全体是一可数集. 

定理 9 添加一个有限集或可数集4的所有元素于一个无穷集 M ， 得到一个 
新集 M + A ， 则 Af 与 M + A 之势相同，即 

A / + ■/! 〜 A /. 

证明由定理2, Af 含有可数子集 Z ). 设 A / - D = P ， 则 

M = P + D , M + A = 尸 + (D + 火). 

由 P 〜 P ， 1) + 4〜乃（定理4及定理5)，所以 M + 4 〜 AT 

定理 10 若 S 是一个不可数的无穷集， A 是 S 的一个有限子集或可数子 
集，则 

S _ A • 〜 S. 

证明差集 M = A 不是有 限的； 否则 S 变成有限集或可数集了.今 M 既 

为无穷集，所以应用定理9,乃得 M + A 〜 A /， 即 S 〜 S - A 
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推论 凡无穷集必定含有一个和它自身对等的真子集. 

根据定理3及10,从无穷集中除去一个任意的有限子集，并不改变它的势，故必 
含有和它自身对等的真子集. 

于此我们 看到： 无穷集具有一种性质，是有限集所没有的.所以我们可以给无穷 
集一个正面的定义（这一定义归功于 R . 戴德 金)： 

定义2 凡集包含一个与它自身对等的真子集的 称为无穷集. 

下面我们要证明一个非常一般的定理. 

定理11 若 4 中每元素由 n 个互相独立的记号所决定，而每一记号各自独立 
地跑遍一个可 数集： 

A = { a Xi , X 2,—, a ? n } = )， 工 i )， … ； 左 = 1，2,，打)， 

那么火是可数的. 


证明本定理可用数学归纳法证之. 

若 n == 1,则本定理显然是真的.今假设，本定理当 n = m 时是真的，由此证明 
当 n = m 十1时亦真. 

设 


A 




{flx 1 ) x 2 , ••- ,x m ,x m 



A 中的元素其 x m+1 = a ^ +1 的，记其全体为次，则由假定， 



为一可数集.因 

oo 

A = > : Ai 

i=l 

所以 A 是可数集. 


由此定理可得下列诸 命题： 

1) 平面上的点 ( x >2/ ), 其坐标为有理数的，其全体成一可数集. 

2) 元素（〜，^，… ， ru )， 由 A : 个自然数所组成的，其全体成一可数集. 
更有趣的是下列 事实： 

3) 整数系数的多项式 


aox n -f- aix n_1 H - h a n _ix + a 


的全体是一可数集. 

事实上，先固定 n ， 由定理11，整数系数的 n 次多项式的全体是一可数集.再用 
定理7即得命题 3). 

每个多项式只有有限个的根，所以得到下面的定理： 


_§4. 连续统的势 

定理12 代数数的全体成一可数集. 

(所谓代数数，乃是整数系数的多项式的根 .） 


§4. 连续统的势 

无穷集不一定是可数的，现在举一个重要例子说明 如下: 

定理1 线段== [0, lj 是不可数的. 

证明如果 C / 是可数的，那么 t / 中一切点可 写为： 


工1，工2,工3 • 

于是中任一点必在 （*) 之中.将 C ； 由点^与!分成相等的三 部分: 

^3 O 



(*) 

⑴ 


显然 A 不可能属于所有三个闭区间且其中至少有一个不含有点 m (图 4). 今以 R 
表示 （1) 式中不含点:^的一个闭区间（三个闭区间中可能有两个都不含有: n , 此时 
取 R 为其中任何一个好了，例如取较左的一个). 



现在再将 R 等分成三部分，取其中不含別的一个闭区间％.然后再将 c / 2 分 
成三个相等的部分，取其中不含 A 的一个闭区间 c / 3 , 依此类推. 

如此进行不已，我们得到一系列的闭区间 { Ui }. 由其取法，知道 

U dUiDU 2 ^U 3 D 

且 

Gt/n- 

闭区间 [/ n 的长是因 lim ~ = 0,根据极限论中一个著名的定理，必有点^ 

o n—^oo o n 

适合 

^ € U n (n = 1,2,3, ...). 

由于4是 C / 的一个点，必然要在 （*) 中出现但是不论 n 取什么值，总有 


^ € U-ny 
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从而得到 

之一工 n ， 

换言之.即$不能与 （*) 中任一点相同.是乃矛盾，因此定理得证. 

由于这个定理的事实，我们建立下面的 定义： 

定义若集 A 与闭区间 （/ = [0, 1] 对等，即 


A 〜（/， 

称 A 具有“连续统的势 ”， 简称>1 的势是 c ①. 

定理 2 闭区间 [ a ,6], 开区间 （ a ，6) 以及半闭区间 （ a ，6 j 及 [ a , 6) 的势都是 c . 

证明设 

^ = [ a , 6], U — [0,1]. 

由 

y = a + (6 — a)x 

就建立了欠 = 切}与 C / = { x } 间的 一一 X 寸应, 所以欠 具有连续统的势.乂从一个无 
穷集除去一点或者两点，所得的集与原来的集是对等的，所以 ( a , 6), ( a , 6], [ a , 6) 的势 
与 [ a , 6] 的势相同，都是 c . 

定理 3 两两不相交的有限个势为 c 的集的和集，其势是 c . 

证明设 

n 

S = Ek [E k Ek ，= 0 ， A: # fc ’)， 

A:=l 

E k 的势都是 c . 将半闭区间 [0,1) 用分点 


Co = 0 < Cl < C 2 〈… < Cn -1 < Cn — 1 


分成 n 个半闭区间 


CA ： -i ， Cfc) (k = 1 ， 2,… ， n). 


每一个半闭区间的势是 c , 所以我们可以使私与 [ c k . 1} c k ) 做成 一一 对应.因 


n 

[0, 1) = 2Z [ c fc-i ， c fc) 

fc=l 



所以 S 和[0，1)成 一一 对应.于是定理得证. 

定理4 两两不相交的可数个势为 c 的集的和集，其势是 


©现今有关书中，将连续统的基数,或称连续统的势，记为 N (阿列夫).——第5版校订者注. 
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S = [ Ek {E k E^ = 0， k 參 k ’)、 

fc=i 

其中每一个的势都是 c . 

于半闭区间 [0,1) 中取一列单调增加的数列 


日 


Co = 0 < Cl < C 2 < …， 


lim Cfc = 1. 

k-^oo 


将说与 [ erne *；) 做成一一 对应，即得 S 与[0, 1) 也是——对应的. 
推论 1 实数全体所成之集 R ， 其势是 c . 


因为 


推论2 


R — 〉 ： {[fe — l ， fc) + [— 灸， 一 /c + 1)}. 

k=l 

无理数的全体是一个势为 C 的集. 


推论 3 超越数（非代数数）是存在的. 

定理 5 正整数列的全体成一集 Q ， Q 的势是 c . 

证明设 Q = {( ni ， n 2， ri 3, … ）} •令 Q 中的元素 


( ni , n 2 l ri 3, • • •) 


和 (0,1) 中的无理数 

1 

工=-1- 

m H - 1 - 

n 2 H - 

几 3 + • • • 

对应.于是， Q 与 (0,1) 中无理数的全体成——对应.但后者显然具有连续统的势，故 
定理得证. 


上面的证法是假定读者已熟悉了连分数的理论而作的本定理还可用他法证 
之.下面的证明是用到二进制小数的理论.这种理论我们将来还要用到，所以此地先 
把它说明 一下： 


(1) 级数 



①参考例如 A, H. 辛钦 ， Ueneue Apo6n ， rocTexM3AaT, 1949. 
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的和称为二进制小数，简写此和为 


0-fliCl2®3 • • • • 

(2) 对于 ： r e [0,1]，必可用二进制小数 

X = 0.diCl2a3 • • • 


( i ) 


表示之 • 

若 X 不是分数吴 (m = 1，3，...，2" - 1) 时，贝 IJ ⑴的表示是唯一的.数0与1 
(唯一地）可由下式表 示它： 


若 


m 


x 


0.OL\CL € 2 


• • • 


2 n( m 

a n -il000 




• • • 


0 = 0 . 000 …， 1 = 0.111 … • 

1，3，”. ，2 n - 1 )， rr 可有二种表示法. 
则也可表不为 0. aia 2 … a n - i 0111 • • • • 例如 


如： r 可表示为 


3 


8 



0 . 011000 …, 
0.010111 … • 


(3) 每一个二进制小数一定等于 [0,1] 中的某一个数 rr . 

如一个二进制小数 a ; 从某一位起全是0或全是1，则一定属于形式 告 (m : 

1，3,…， 2 n - 1) (0.000 …及 0.111 …除外)，即存在二种表 示法； 否则 z / 其表 
示法是唯一的. 

现在我们再来证明定理 5. 我们 规定： 对于 [0,1) 中的数用二进制小数表示时, 
不允许取从某一位起全是1的形式.如是，对于10, 1) 中每一数用二进制小数表示 
时，其法是唯一的.并且对于 [0,1) 中每一个数的表示 



0.aia2<i3 • • • (1) 

中，不论 7 V 是什么数，必定可以找到叫，使 


ak — 0, k > N . 

反过来，对于小数 （1) 具有上述的性质时，必有 [0,1) 中的一个数与之对应.假 
如我们已经先知道使 a fc = 0 的那些 fc ， 那么小数 （1) 即可完全决定.这种 A : 组成一 
个单调增加的自然数列 


< k 2 < k 3 < •. • ( 2 ) 

因此对于每一个自然数列 （2) 可以作一个小数 （1) 与之对应.显然，所有 （2) 的自然 
数数列的全体组成一集，记作丑，其势是 c . 对于//与 Q 我们可以作如下的 对应: 对 
于适合（ 2 )的{&}，作 

( ni ， ri2 ， n 3 ，.-.)， 
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与之对应，其中 

打1 = 先 1,打2 = ^2 一 ^1 j ^3 = 知3 — 知 2， • . • • 

如是 ， H 与 Q 成为 一一 对应了.上面已经证 明了付 的势是 c ， 所以 Q 的势是 c . 

定理6 若集 A 中每一个元素由 n 个互相独立的记号所 决定， 而每 一 个记号 
各自取 c 个值① 

^ = { a a ： i , a ：2, ••- ,Xn }? 

则>1的势是 C . 

证明证明时，不妨设 n = 3,因为论证具有一般性.设 


^ = { a x,y,z}i X G X, 2/ € K ，z E Z, 

此地的势都是 c . 又设 Q 是自然数数列的全体.由定理5, Q 的势是 C . 将 

各个与 Q 做成 对应•设 ; r 0 e X , y 0 e V , z 0 e Z , 其在 Q 中的对应元素, 
分别写明 如下： 


怎 0 与 (ni,n 2 ,7i 3 ,---) 对应， 

2/0与 （ Pl ， P 2， P 3, …）对应， 

之0与（91，92,93, • • •) 对'应. 

今使 A 的元素 C =〜。，抓^。与 Q 的元素 

( n ljPl 5 7l> Tl 2?P2 1 92 j * • - ) 

对应，即得 A 与 g 之间的——对应. 

由此定理即得下列诸重要的 推论： 

推论1 平面上点的全体成 一 势是 C 的集. 

推论2 三维空间中点的全体，是一个势是 C 的集. 

或者说，空间中点的集，它的势与空间的维数无关. 

推论3 两两不相交的 c 个势为 c 的集的和集成一势为 c 的集. 

事实上，对于每一个被加集使与平面: ry 上平行于 ar 轴的直线做成——对应 
的时候，也就使得所述的和集与平面/做成了 一一 对应. 

定理3、4以及最后的推论，可用记号简写 如下： 

c + c + -" + c = cn = c, c + c + c+ … = ca = c ， cc = c. 

①今后用 “ c 个值”，“集中有 c 个元素，，来代替“具有势为 c 的集”等等，希望不使读者感到困难. 


定理 7 若集 A 中每元素，由互相独立的可数个记号所决定，即 

A = {aa^nw .}， 

而每一个: Ti 取 C 个值，则欠的势也是 c . 

证明设❹取自 Xfc . Q 是自然数数列全体所成的集.每一个 Xfc 与 Q 成 一一 
对应0 = 1，2,3,…），今记其对应为外 • 

设《€ >1,则 

€ = c M 0 >，：4 W ， 

其中 

(fc = l ，2,3, …). 

由仰得的对应元素是 Q 中的 数列： 

(nm>Q. 

于是对于€ G A ， 有一个以正整数为元素的无穷矩阵 


(*) 


与之对应.设这种行列的全体为1，则 L 与4之间组成——对应.所以只要确定 L 
的势是 c 就行了.令 （*) 与 

(#)，#，#)，4)， WU ; 3 )， 4)，…） 

对应（此数列的取法与§ 3 定理7证明中取法相同)，立即得到 L 与 Q 间的 一一 对应. 

定理 8 设 a n (n = 1,2,3, . • • ) 是 0 或1，其取法是互相独立的，则以所有数列 

(ai, 02, a^ y …） 

为元素之集 r ， 其势是 c . 

证明 T 中有一部分元素 ( ai , a 2 , a 3 ,---) 从某一位起全是1，设这种元素的全体 
做成: T 的子集孓 S 中每一元素（化句…，… ） 对应于一个二进制小数 0. a ia 2 a 3 • • • , 

这个小数所表示的数或是1或是吴 （m = 1，3,…， 2 n - 1). 所以 S 是一可 数集. 

又令 T - S 中的元素 ⑷, a 2 ， a 3 , … ） 对应于二进制小数0 . aia 2 fl 3 ... ，乃得 T—S 
与[0, 1) 间的 一一 对应. 所以， T - S 的势是 c. 因之 T 的势是 C. 
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推论 设集4中每元素由互相独立的可教个符号所决定，且每一符号仅有二种 
取法，那么4的势是 c . 

事实上，假使= 而 


工 fc = 


m k . 


将 A 与定理 8 中之7 1 组成如下的对应：当 X *： = h 时 a *； = 0，当: Tfc = 时 a *； = 1. 

在此条件下，令>1的 a Xl , X 2 , X 3 t ... 对应于: T 的 ( ai , a 2 , a 3 ,-*-), 那么乂与了成——对 
应了. 


§5. 势的比较 

我们在前面虽然讲到关于势的事情， 例如： “二集有相同的势”，“某集的势是 a ” ， 
“某集的势是 C ”. 但是究竟什么是势？这是还没有定义的. 

G - 康托尔曾经对于势的概念，有过一个相当模糊的定义， 他说： “所谓一个集 Z 
的势，乃表示 A 的一种一般概念，当我们考虑这个集时，无论是 A 的元素的所有性 
质，还是4的元素的次序都抽去之后，这个概念仍旧是保持的”.他用 

表示 A 的势 （ A 上面的两条横线表示“两次”抽象化). 

_今天我们对于康托尔定义势的概念的方法不能认为满意，但是仍沿用他的记号 
% 我们给势下这样的 定义： 

定义1 将所有的集分类，凡二集对等时且只有对等时称为属于同一类.对于 
每一类与以一个记号.称此记号为该类中任一集的势.若 A 的势是 a ， 则记以 




用这样的定义方法，显然凡对等的集，其势相同.包含自然数全体所成之集 N 的 
一类以记号 a 记其任一集的势.所以可数集的势都是 a . 

其次，包含集 C / = [0，1]的一类予以记号 C . 那么，凡是与 r 对等的集，其势都 

是 c . 

还可举出应用定义 1 的 一 个例子.对包含 一 个集 Z = {a, 6, c } 的类,令记号 “3” 
与之对应.那么，凡集仅含三个元素的，其势都是 3. 所以无穷集的势是有限集元素 
的个数的扩充，空集的势是 0. 单元素集的势是 1. 


定义2 设二集4和 B 的势分别是 a 和: 
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如果： 1) >4不与丑对等，而 2 ) B 中含有一个子集 B ♦与 A 对等，那 么说: A 的势小 
于 B 的势，或 是说: J 5 的势大于>1的势，记作 

a < (3 og (3 > a. 

例如 

A = {ai,a 2 , - - - ,032}? A = 32 , 

丑 ={ 办 1 ， 62, • •. ， 649 }， B = 49 . 

A 不与 B 对等. 但是 B 有子集 iT = { b u b 2r - ,632} 使 4 〜 F' 所以 


32 < 49. 

用与此同样的方法,可知任何一个自然数 n 小于 N 的势 a ， 也小于 [0,1] 的势 c 
最后，设 

N = {1,2,3,.-}, S = a 

[0,1], V = c ， 

则 N 不〜 C / (见 §4 定理 1), 但 C / 有子集 U * = | l , ...| 适合 V •〜 N . 所以 

a < c . 

至于在 a 与 c 之间是否有势 p 满足 


a < fx < c y 

虽然对此有许多研究但是尚未解决①. 

可是我们容易找到集，其势大于 c . 


定理1 设 F 是在 [0,1] 上定义的一切实函数所成的集，则 F 的势大于 c . 


证明设 




首先来证明 F 不与 t / 对等.假如不然， 


rs^ 


U , 那么存在 


某个对 •应法 A 使 F 与成——对应.假设以 f t ( x ) 表示 F 中的函数，它在对应 if 


之下对应于数 < e [0,1]， 令 


F { t , x ) = f t ( x )、 

® 康托尔预料没有这种/!，这是康托尔的假设.人们往往称此假设为“连续统假设' 

第5版校订 者按: 关于这个问题,可参看周民强编著的《实变函数论》(北京大学出版社，2001年) 
第 75 页. 今摘录 如下： “在现今的 Z - F (指 ZemekvFVankl ——本书第5版校订者注）集合论公理 
系统里， G 6 del 在1940年发表的文章中指出 f 连续统假设的相容性（即不能证明连续统假设的不 
真)，而在1963年 Cohen 又证明了它的独立性（即不能用其他公理给予证明).因此，在目前最广泛 
采用的集合论公理系统中，这一问题就算有了一个解答.，， 
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那么， F ( t , x ) 是在0彡 O ^ x ^ l 中完全确定的二元函数. 

现在令 


矽 (x) = F(x, x) + 1 

这个函数对0彡 rr 彡1是给定的，即 ^( x ) € F . 但此时在对应 p 之下，函数 tP ( x ) 对 
应于某个数 a € C /， 即 rp(x) - f a (x) 或者 


少 (x) = F(a y x) 


换言之，对10,1】中一切 x 有 

F(x^x) + 1 = F{a y x). 


但是比如取 a : = a , 上式却不可能成立.所以 F 不与 C 7 对等.但如果考虑函数的 
集合 

F m = {sinx + k] (0 彡 A; 彡 1) 

它是 F 的子集，那么立即可见 F 是与 t / 对等的，因使 t / 中的数 k 与 中的函数 
sin x k 做成对应，这个对应是一一的. 

于是定理完全证毕. 

定义3 闭区间 [0,1] 上所定义的一切实函数所成之集，记其势为 /. 

由定理1，知 

C < f. 

然则是否有大于/的势？答曰然.不何如此，从任何一个势出发，我们可以造一 
个集使其势大于所设的势. 

定理 2 设 M 是任一集，: T 是 M 的一切子集所成之集，那么 

f>W. 


证明因为 r 含有 M 的一切子集，所以 r 中有 M 本身，有空集，又有 M 中 
每一元素所成的单元素集.后者成一集: r ， r * 〜 M , 7- C r . 

下面只要证明 r 不对等于 m 就好了. 

如果不然，则: T 〜设 p 使： T 与 M 组成——对应，于是对于 M 中的每个 
m , T 中有唯一的 (^( m ) 与之对应，而 T 中每一个元素一定有且仅有一个 m e M , 使 
其是 v ?( m ). 

M 中元素 m ， 满足 m G c ^( m ) 的姑且称为“好”的元素.否则称为“坏”的元 
素.那么，与 M 本身对应的元素便是“好”的，与空集对应的元素便是“坏”的.于 
是 M 中的元素不是“好”的就是“坏”的.设 A / 中所谓“坏”的元素的全体为&则 
5 € 7\而 M 中必有元素 m 0 适合 


S = 
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然则这个元素 m ◦是“好”的呢还是“坏”的呢？如果说 mo 是“好’’的，那么 

m 0 e (p(m 0 ) — Sy 

可是 <5中仅含“坏”的元素，乃得矛盾.如果说是“坏”的，那么 

moGv?(m 0 ) = S, 

可是最后的式子即表示 m Q 是“好”的，亦为不可能.因此从而得到 m Q 既非“好”的 
又非“坏”的，于是陷于矛盾.所以： T 与 M 不能对等. 

定理证毕. 

附注 若 M 是一个由 n 个元素所组成的有限集，则 r 的元素的个数是 2". 因 
为 r 含有一个空集，个单元素集， c 〗 个二个元素的集，…. 所以了 的元素的个 
数是 

i + ci + d + ... + Q = 2' 

这个事实当 n = 0及 n = 1时亦真.前者表示 M 是空集，而 r 仅含一个元素即 M 
自身.后者表示 m 为单元素集，则 r 含有二个元素，一为空集， —为 M . 

下面的定义与上述结果联系起来就是很自然的了. 

定义4 若 M 的势是 M ， 而以它的一切子集所组成的集为了， r 的势是 r ， 则 

定义 

r = 2 、 


定理2表示 


定理3 公式 c — 2 a 为真. 


2^ >/ x . 


证明设 N 是自然数的全体， r 是 N 的一切子集的集， L 是一切数列 


( ai ， <2 2 , a 3 , … ） 



的集.由§4的定理8， _ 

T = 2 a t L = c. 

对于: T 中任一元素为某些自然数所成之集，作 L 的元素 ( ai , a 2 , a 3 ,---) 
与之对应，对应之规则如下： kGN m 时定叫= l y keN * 时定 a fc = 0. 从而得到 r 与 
L 间的——对应.于是定理证毕 • 

由定理2及定理3我们又得到 


下面两个定理具有重大的意义. 


c > a. 


§5 .势的比较 


- 23 . 



定理4 设>1 〕 A 3 .若〜 A ， 则七〜 A . 

证明设由对应法 V ?使乂与鳥成——对应.于是对于 A 中每一元素，在 
中有唯一的元素与之对应.所以在该对应法 p 下， A 2 中有子集糸对等于又因 

A2 C >li 〜乂3 ,所以如有子集乂4 对等于乂2. 

此种手续继续进行，乃得4的一串子集 

A D A \ D A2 Z ) D A4 D D • • •, 

具有性质： 

A 〜 乂2 
乂 1 〜 乂3 

i 42 〜山 

乂3 〜 乂5 


由此 以及人 的定义©推得 


A — A\ ~ A .2 一 -/I 3 
— A ? 〜 — A \ 

A 2 — 乂 3 〜 A.4 — 



W 


设 


则 


D — AA \ -^ 2^3 • • • ， 


A = (A — Ai ) 十 （Ai — 乂2)十(>^2 ~ ^ 3 ) + (乂3 一 义4) + (-^4 ~ -^ 5 ) + • • • + D ， 

Ai = (i4i — 乂2) + {^2 ~ 乂3) + (乂3 - 儿 1) + (山一 4) + • • • + *D， 

在上面的两个式子，每一式中的被加集之间两两无共同元素.由性质（*)，可是底下 
划一线的两集为对等，底下划二线的两集为对等……以此推得 A 与禹对等. 

定理 5 (E. 施罗德 （ E. Schr6der)_F. 伯恩斯坦 （ F. Bernstein )) 设 A, B 为 
二集，如果 A , B 中任何一个都与另一集的某子集对等，则 A 与 B 对等. 

证明设 


义〜 B \ C B } 

B 〜 A ' C A . 


①读者应注意到：由 >!• C A，c B ，>1 •〜 J 9' Ar ^ B 并不會 g 推得 4 一 >4 •〜 S - S ' 
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因 S * C i ? 〜 A *， 所以欠 • 有子集对等于 5' 由是 ， A D 欠* ：) 4••且 Z 〜乂“ 
(因 A 〜 B*，B •〜 A mm ). 由定理4,所以 A 〜 A •.然 氺〜 B ， 故>1〜 R 

由定理4及定理5得到下列若干重要的推论. 

推论1 设 a ，0 是两个势，则下面三个关系式 

a = /3, a < /?, a > /3 


的任何两个不能同时成立. 

事实上，当关系式 a = p 成立时，其他二个当然都不会成立. 
现设 a < f 3 与 a > 0 同时成立.设 X 之势为 a , B 之势为 /3. 
由 a < 汍贝 ! I 

1) A 与 B 不 对等； 

2) B 有子集 B * 使 B *. 

但由 a > /?，则 

3) A 有子集 A * 使 B 〜 

由 2) 及 3) 乃得 A 〜 B , 此事与 1) 矛盾. 

推论2 设 a ， 0,7是三 个势若 

a < /3， /? < 7， 


则 


a < 7 - 


换言之，关系“<”对于势是传递的. 


事实上，假设 A , B,C 三集的势分别是 a ，/5,7. 则由乂〜 C B 〜 CT dC 、 
得只〜 C " c C ' 现在只要证明 A , C 不对等就好了.如果4〜 C ， 则由 A 〜 

得到 C 〜 C ^\ 又由定理4,得 <7 •〜 C ， 从而 B 〜 C ， 于是卢 = 7,此语与假定 矛盾. 


附注由定义 2 得到下列的 事实： 若 A 〜 S * c B ， 则或是 3 = 5 或是 3 < 言. 

若简记作 


则定理5的别种形 式是； 

如果 a > 和 a < 0都成立，那么 a = (3. 

设 m 及 n 为二个自然数，则下面三个关系式 

m = n, m < n, m> n 

中必成立一个且只成立一个.在第十四章中我们将要证明对于两个势 a ,/?, 下面三个 
互相排斥的关系 

OL — fi y a < /3, a > p 


只成立一个.这叫做势的三歧性. 
下面是定理5的一个应用. 


第一章的习题 
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定理6 
证明 


闭区间 [0,1] 上所定义的连续函数的全体组成一集少，少的势是 c . 


设 




k } ( k 是实数)，则 


且 




因此 







所以只要证明 



就 好了. 

设//是实数数列 


(ttl，W2, 乜3,… ） 


的全体.由§4的定理7,互= c . 

将[0，1]中所有的有理数写成 


( 2 ) 


ri ， r 2 ， r 3 ，.". 

对于每一个 f(x) e 必令 // 中的数列 

0>! = (/( n )，/( r 2 )，/( r 3 )，...） 

与之对应.当 / Or ) 与 g ( x ) 不相同时， a / 一 a 9 . 

事实上， a / = 七 乃表示/⑷与 .9(: r ) 在 [0,1] 中的一切有理点 x 取值相同.由 
于函数的连续性，/⑷与 〆 a :) 在 [0,1] 中任何点取值亦相同，于 = g(x). 

上面的话表 示：记 = {〜}，则少〜好 •. 但因 /P C 好和异= c ， 故得关系式 
(2). 定理于是证毕. 

第一章的习题 

1. 单调函数的不连续点的全体至多为一可数集，试证之. 

2. 试作（0, 1) 与【0, 1] 间的——对应. 

3. 证明 / = 2 C . 

4. 设 >1 =月+ C ， 氕= C , 则衫与 （7 中，至少有一集的势是 c . 

5. 假如 /( x ) 具有如下 特性： 对于每一个 xo 有正数 (5 与之对应，当 |:r - rrol < <5时， f ( x ) > 
/( xo )； 那么 f ( x ) 的函数值的全体至多成-可数集. 

6. 在§3的定理4, 5, 6, 7及在§4的定理3及定理4中，诸被加集无公共元素的条件是可以 
除去的，试说明之. 



7. 证明 4S + (7= ( 乂 + C)(B + C). a 加以 推广. 

8 . 设 Ai , A 2 , A 3 ,-.- 为一集的系列，若记叉为有无穷多个都含有的元素的全体.又记 A 
为只有有限个不含有的元素的全体.证明 

oo oo OC 00 

^ = n Ak} — = ^2Y\ Ak - 

n—l fc=n n=l /c=n 

oo _ 

9. 如果 >4 = E 4 n ，3 = c ， 则至少有一个 > l n 的势是 c . 


第一童 占集 


在本章中专论直线上点的集.实数的全体所成之集记之以 R . 在下面所说到的 
“点”，“线段”呕间”等语都是有算术意义的.例如：“点?/位在 a : 的右面”就是?/ >工， 

等等. 

§1. 极限点 

定义1 设五是一点集 ，吻 是一点.如任何含有 xq 的区间除: r Q 而外至少还 
含有£；的一点的话，称: r G 为 E 的一个 极限点 

附注 1) E 的极限点: r 0 本身不一定属于五. 

2) E 的点吻，假如 不是五 的极限点，则称为五的孤立点. 

3) 如抑是五的极限点，则任一含有邱的区间 ( a ,/3) 必含有£的无穷个的点. 
附注中 3) 的 证明： 如果在 ( a ,/3) 中只含有五的有限个的点，假设这种点之异于 

Xq 者为 H … ， Cn - 又设占为下列诸数 | Xo —^ l |, |工0 -《2丨，…，|工 0 _《 nl ， 工 0 — a ， 冷一工。 

中之最 小数. 那么，区间 （ a :。- <5, xo S ) 不含= 1,2,… ， n ) 中的任何 一 个,也就 
是除了吻而外不含 E 中其他的点，但因 

( x 0 - 5, x 0 + < J ) C { a , /3), 

故区间（抑 -8, x 0 + S ) 不包含 E 中的点而异于: r G 的，这就与假定 x Q 为 E 的极限 
点矛盾. 

从另一观点出发也可达到极限点的观念.为此我们来证明下面的命题. 

①或聚点. 


定理 1 


X 0 为 E 的极限点的必要且充分条件是：五有点列 {〜} (： C n # X 。，当 



# m 时 X n / Xm ) 适合 


工0 


lim 


证明 


条件的充分性一望而知.今证其必要性. 


设为 E 之极限点.先在 


中选取一点：^属于而异 


于 X (). 然后在 ( Xq 


2 J 


Xq + 


2 


中选取一点 x 2 € 


异于 x 0 亦异于 


般 


地说：在(2：0 - ，: T 0 + -1 中选取一点 





属于而异于0：()，亦异于先取好的 


怎1，心，… ，工 n -1. 如此乃得數列 { X n }, 而是 


工0 


lim 

71—^00 



利用这个定理可将定义1变为另一种形式 


定义 


设 E 是 一 点集， Xo 是一点 • 假如五有点列 { x n }( x n ^ x Q \ 当 n # 



时工 n # 2； m ) 收敛于 x 0 , 称 a : 0 是的一个极限点. 



定理 2 ( B . 波尔査诺 - K . 魏尔斯特拉斯) 

(但此极限点不一定属于 五). 


凡有界无穷集£；至少有一个极限 


证明 

设 


因为£；是有界，所以有闭区间 [ a ，6 j 包含 E 


a + 6 
2 ， 


两个闭区间 [ a ， c ] 和 [ c ，6 j 中，至少有一个含有五的无穷 个点. 否则五变成有限集 
了.设具有上述性质的那个闭区间是 [ aub ,]. 如果 [ a , c ] 及 [ C ，6] 均各含有五的无穷 
个点，则取 fa ：,6 x 1 为其中任何一个好了. 


然后设 


Cl 


d \ + bl 


同理，[^，叫及 [ cuh ] 二者之中至少有一个含有五的无穷个点，今以 [ a 2 , b 2 ] 记之. 
如此手续进行不已，得到一系列嵌套的闭区间 


[ a ， 6j 〕 [ di ^ bi ] D [ 02 , 62 ] D 


在其中的每一个 [ a n ) b n ] 中含有£；的无穷个点，且 


bn _ 



2 n 


因 lim ( fe n - a n ) 

n — 

之中，且 


0,按照一个熟知的极限定理，必有一个点 rro 含在所有的 [ a n ,6 n ] 


lim a n = lim b n = xq . 


§1 .极限点 
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今证: ro 是 E 的极限点•设 ( a , p ) 为含有 x G 的任一区间，则当 n 适当大时， 

[fl ；! 5 ^n] C (Q ， 0). 

所以 ( a , p ) 含有 E 的无穷个点.由是 x 0 是五的极限点. 

所当注意的，定理中“有界” 一 语不能除去.例如 E = N, N 是自然数的全体. 
那么五是无穷集，可是没有极限点. 

在应用上有时将定理2写成另外的形式， 是就数列而言的. 

如对每一个71，对应一个定数〜，则得数列 

怎 1，怎2,怎3， • • • ， （*) 


其中任何两数可以是相同的.例如数列 


0，1，0，1，0，1，… 

如果将它看成点集，那么只有两个点，倒是一个有 限集； 如果把它看作数列，它是无 
穷的. 

如果有常数尺，对任一 n 有 

l^n | < ^ (n = 1，2,3,…）， 


则称数列 （*) 为有界. 

波尔査诺4尔斯特拉斯定理还可以述之如下: 


定理 2* 从任一有界数列 


Xl, X 2 , X 3 , ••- ( 本 ) 

必定可以选取一个收敛的子数列 

工 n2 ，工 ri3 ， • • • （Tli < 7^2 < 打 3 < • • • )• 

证明将 （*) 中每一项: r n 看作点.如果 （*) 所表示的点集是有限集，那么必有 
点在 （*) 中出现无穷次.假使这个点是$而 



那么 { x nk } 就是我们所需要的子数列 • 

如果 （*) 所表示的集 E 是一无穷集，那么由定理2, E 有极限点 a ： 0 . E 中可选 
取一点列 
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第二章点 



以抑为极限点，此数列的每一项各不相同，其指标也是各不相同. 
今取 ni = ，取712为在 • - 中第一个大于 n : 的数，取 n 3 为 

中第一个大于 n 2 的数，以下仿此.于是得到 


工 ni ， ^ri2 j ^ri3 ? 



其指标是单调增加的.此数列乃为 （**) 的子数列，所以 


lim 

k—^oo 


定理因此证毕. 

§2. 闭集 

与极限点的概念紧密联系着的我们还有下面一连串的定义. 
定义设 E 为一点集， 

1. E 的所有极限点所成之集称为 E 的 导集， 记为 

2. 如果 £；' C 五，则称£7为闭集. 

3. 如果五 C F ， 则称 五 为自稠密集. 

4. 如果五= 五、则称五为 完满集 .① 

5. 点集 E + E ， 称为 E 的闭包而以 E 记之. 


由上所述，闭集就是它含有它的所有极限点的集.自稠密集乃是不含孤立点的 
集.完满集既为闭的又是自稠密的. 

今举数例以明之. 

例 L ^ 1 I …}， 五'={0}•五不是闭集，也不是自稠密集. 

2. E =( a , b )，f = [ a ，6]. 五为自稠密集，但不是闭集. 

3. E = [ a , 6], E ' = [ a , 6]. E 为完 满集. 

4. 五= R , E f = R . 所以实数的全体成一完满集. 

5. ^={ l , i , i , •••, oj, E ' = { 0}.E 是闭集，但不是 S 稠密集. 

6. E = Q (有理数的全体 )， W E 是自稠密集但不是闭集. 

7. E = 0， E ’ = 0 . 故空集是完满集. 

8. E 为有限集， E ' = 0. 故一切有限集是闭集，但不是自稠密集. 

下面我们来认 i 只一些较复杂的但是有趣味的闭集及完满集的例子. 

® “完满集”的原文为 “coBepmeHHoe mho > kcctbo ”， 相当于英文的 “Perfect set ”， 过去称此种集 

合为“完全集”.今根据全国科学技术名词审定委员会公布的《数学名词》中的定名改译此名.—— 
第5版校订者注. 


定理 1 任何集 E 的导出集 F 必为闭集. 


证明 若 E f 是空集，定理自然成立.若 F 是有限集， W 没有极限点，所以是 
闭集.若 P 是一无穷集，设 xo 为 E ' 的一个极限点.任意取一个包含: To 的区间 

由极限点的定义， ( a ,/3) 中必含有 W 的点^因此 ( a , p ) 中必含有无穷个 E 
之点（图5)，即抑同时也是五的极限点.因此， x 0 € f . 由此观之， F 含有它的所 
有极限点，所以 F 是闭集. 



图5 


定理2 如果>1 C 则 W C 汉. 

这是显而易见的事. 

定理3 {A + BY = A ' + 丑 

证明由定理 2 ,因洚 B 均为 A -^ B 的子集，所以 A ' C B ' C {A + B )\ 

于是 

A ' ^ B 1 C {A + B ) 1 . 

另一方面可证 

(A + BY C ^ + B f . (*) 

因为假使 

a?o C (A -(- 

则在 A B 中存在点列 Xi , X 2， X 3, … ， 而 

lini x n = xo . 

n—*oo 

如果在点列 { x n } 中有无穷个的点属于 v 4, 则乃为4的极限点，从而 x 0 e A ' C 
A f -h B 1 . 如果点列 { x n } 中仅有有限个的点属 于总则 x 0 eB , C A 1 + B \ 不论哪种 
情形，总之 x 0 E ^ + B f . 故得 （*). 于是定理证毕. 

推论1 任何集 E 的闭包忑为闭集. 

事实上， 

(Ey = (E + EJ = E f + (E，y C E f + ^ CE . 

推论 2 点集 E 为闭集的必要且充分的条件是 


E =E 


由推论1，当£；=瓦，则 E 为闭集，所以条件是充分的. 乂若 E 为闭集，则由 

’ E = E E f C E < ZE 7 

nE = E . 

下面的定理也可以从定理3导出. 

定理4 有限个闭集的和集是闭集. 

证明先就二个集的场合证之.设 F u F 2 为二个闭集， 

^ = F \ -\- F2 . 

由定理3,得 

^ = F [ + F ^. 

但蚵 c ^， KcF 2 , 所以 • 

^ c 

所以定理当二个闭集时成立.由数学归纳法，知定理4在一般场合下也成立. 

附注无穷个闭集的和集可能不是闭集. 

例如取 

Fn — 1 (n = 1，2，3，…）， 

n 

m m 

则每一个 Fn 是闭集，但其和集 

• oo 

= L i 

n=l 

不是闭集. 

关于闭集的交集则有下面的定理： 

定理5 任意个闭集的交集是闭集. 

证明设 G 表示闭集，对于不同的纟表示不同的集.所有巧的交集记以軋 

C 

因对所有的^ C F $} 所以 f C 因之 f C 4此关系式对于所有的€成 
立，所以 

WcIlA ， 

$ 


即 W C 少，所以少是 闭集. 


§2 •闭 集 
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引理设芯为有上界（有下界）的集，又设/? = sup 五 (a = inf 五 ) ，贝， J 

PeE (a € E ). 


证明如果 peE , 则当然 peE . iS : pfeE . 那么对于任一正数 e ， 存在 xeE ^ 
合 x>!3-e 、 所以在任何一个包含0的区间中必定含有五中的点，根据假定 
此点当然不是/3.由此， 0是 E 之极限点，因而 PeE f CE . 总之 PeE . 


定理 6 有上界（下界）的闭集 F 必有最右（最左）的点 • 


使 


事实上，设/? = sup F ， 则 

peF = F . 

定义6 设 E 为点集, m 为区间集.如果对于每一个 xe E , 有一个区间 Sevn , 

X e (5， 


则称五被职所覆盖. 

定理7 ( E . 博雷尔） 如果有界闭集 F 被无穷的区间集 2 JT 所覆盖，那么从 9 H 
中可以选取有限个区间所成的集 97 T ， 也覆盖 K 

证明我们用反证法来证明.假设没有 97 T ， 如定理所说，那么 F 必为无穷集. 
因为 F 是有界，我们可假设 F C [ a ， 卟置 


61 + 6 
c = 丁， 

则 F . [ a ， cl 及 F . [ C , 中至少有一个——记它做 F • [ ai ,6 i ] ——不能被有限集 3 JT 
所覆盖.若 h cl 及 [ c , 均具有此性质，则取 [ aub ,] 为其中任何一个好了.显然的, 
F • [ ai , 6 i ] 仍为无穷集. 

现在取 

ai + bi 
Cl = -^— 

对于 [a 1)Cl ] m [01,6!] 处理如前，得 [a 2 ,6 2 ]. 点集 F [a 2 ,6 2 ] 不能为一 OTT 所覆盖.将 
此手续继续进行，得： 


点集 


[a ， 6] D [ai,6i] D [a2 ， &2] D [( 13 ^ 3 } 〕…， 

F - [ a ny b n ] (n = 1，2,3, …） 


不能被 an 之有限子集 an * 所覆盖，并且都是无穷集. 
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第二章点 集 


因为 [a n ,6 n ] 之长为当 n 无限增大时趋向于 0. 所以所有的 [a n ,6 n ] 有一 
公共点 x 0 , 且 

lim a n = lim 6 n = xq . 

但我们可证: to 必属于尺为此目的，我们首先从 F - iaubx ] 中取一点 m， 随后在 
F - [a 2 , & 2] 中取一点 x 2 但异于: ri, 接着再在 F • [a 3 , b 3 ] 中取 一 点: r 3 异于：^及 
X2, ••- - 依照这种取法，从尸 • [a n , k] 取一点工71但异于先取好的XI, 22, * • • , Xn—1. 于 

是得到 F 中的点列 


因 


所以 


工1，3^2 ?工3， • • • • 


(in ^ x n ^ 6 n , 


x 0 = lim x n , 

是乃表示吻为 F 的极限点.今 F 为闭集，故 xq € 

因为 F 被职所覆盖,所以奴中有区间 S 0 em 覆盖着但是当 n 适当大的 
时候，（图 6) 

[ fl n , b n ] C Sqj 


因之， 




这表示 [ an ，6 n ] 被⑽ 中一个区间就覆盖了，此结果与 [a n ,b n \ 的取法 矛盾. 由是 
定理得证 • 



图6 

附注若除去有界或闭的假定，则定理不复为真. 

此事由下面的二个例子，即可明了. 

例如 N 是自然数全体所成之集.它是一个闭集（因阶=0)，但不是有 界的. 设 



(n = 1,2,3,…）， 


则职覆盖 N. 但是职的任何有限子集不能覆盖 N. 因之有界的条件是不可 缺的. 


§3. 内点及开集 
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又如 E = { l， I … E 是一有界集，但是不是闭的.取 5 n 为包含*的 

小区间，但 使心 中不含有五的其他的点.设职为由 心 （n = 1， 2 ,3,…）所成的区 
间集，则职 覆盖 E ， 但是诹中有 限个& 不能覆盖五.因之闭的条件也是不可缺的. 
最后我们注意闭集的一个性质，利用这个性质可以简化定理7的证明. 

定理 8 设 F 为闭集， 

工1，工2，工3，… （*) 

为 F 的一个点列.如果 


limx n — X 。， 


xo € F. 

事实上，如果点列 （*) 包含无穷个不同的点，则邱为 F 之一极限点.如果 （*) 
只含有有限个不同的点，那么此点列从某项以后， x n 就是： T 0, 所以 : To e K 


§3. 内点及开集 


定义1 对于一点 X0 , 假如中有一个区间 ( a ,/?) 含有吻，称: To 是£；之一 


内点.此时 


xo € ( a ,/3) C E . 


所以，五之内点必属于 K 


定义2 E 的点都是它的内点的时候，称五是一 开集. 


例 



任何区间 ( a , 6) 为一开集. 


2 . 实数的全体所成之集为一 开集. 

3. 空集为开集. 

4. 闭区间& 6] 不是开集，因为它的端点不是内点. 
定理1 任意个开集的和集是一开集. 


证明 


设 


S 






其中一切 Q 都是开集.设 : TO e 5,则:属于某一个 Q 。. 因为是开集，所以有 
K /3) 如下: 


Xo € ( a t P ) C G Co 


因之 


Xo € ( a ,/3) C 5, 


意即 a :。 是 S 之一 ^ 内点.由是， S 中任何点都是内点.所以 5" 是一^开集 • 


推论凡集可由区间之和集表示的必为开集. 

定理2 有限个开集的交集是开集， 

证明 设 

n 

p = 〜 

^=1 

其中 G U G 2 , …， G n 都是开集.若 P 是空集的话， P 是一开集.如果尸不是空集， 
设 x 0 e />，则 x 0 e Gfc ( A : = 1，2,… ， n ). 对于每一个 fc 有 ( a k ^ k ) 满足 

xo G ( a / c , f 3 k ) C Gk - 

置 

A = max(ai,a 2 , ••- ,a n )； ^ = min(/3i,/? 2 , ，/? n ), 

则 

x 0 € ( A ,/ i ) C P , 

是即表示 Xo 为 P 的内点. 

定理证毕. 

附注无穷个开集的交集未必是一开集. 

事实上，诸开集 

G n = (--» ( n = l ，2,3, …） 

\ n n J 

的交集 

oc 

— { 0 } 

n=l 

不是开集. 

定义 3 设五和 S 是两个点集.当£； C S 时，称差集 S - E 为集 E 关于 S 的 
余集，记作 

^ sE . 

特别，对于 R = (-00, +00)，简称 C R E 为五的余集，简记作 

ZE . 


利用余集的概念，可得闭集与开集间的关系. 

定理3 如果 G 是一开集，则其余集 CG 是一闭集. 


§3. 内点及开集 
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证明 设 : ro (E G ， 则 G 中必有区间 ( a ,0) 包含 x 0 : 

xo € ( a t f 3) cG . 

区间 ( a ,0) 中不含 CG 中之任何点，所以： r 0 不是 CG 的极限点.因此凡 CG 的极限 
点一定不属于 G , 所以属于 CG . 故 CG 为一闭集. 

定理 4 如果 F 是一闭集，则 CF 是一开集. 

证明 余集 CF 中的任一点抑不是 F 的极限点.所以有区间 ( a ,/3) 包含 z 0 
而不包含 F 中其他的点，而吻本身也不是 F 中的点，由是 ( a , (3) C CF . 从而 a : 0 乃 
为 CF 之一内点，所以 CF 是一开集. 

作为例子，可以看出集] R 与空集0互为余集.所以 R 和0都是开集，也都是 
闭集. 

易知下列诸事： 1) 如果 G 为开集 ， G C [ a ， fc ] 时，贝 [ a ,6] - G 为闭集 . 2) 如果 F 
为闭集 ， FC ( a , b ) 时，则 ( a ， b ) - F 为 开集. 上述二事由下列二式 

[ a , b ]- G = [ a , b ] • ZG , 

( a , b)-F = ( a , b)^F 

即可明了. 

不过， F 为闭集 ， F C M 时， [ a , b \- F 不一定是开集.例如 F = [0,1], [ a ，6]= 
[0,2]， 贝 lj [ a ,6 ]^F = (1,2]. 

为此，我们给以下面的定义. 

定义 4 设£是不空的有界集 ， a = inf 6 = snpE , 则称闭区间5 = [ a , 6) 为 
包含 E 的最小闭区间. 

定理 5 若 S 是包含有界 闭集尸 的最小闭区间，则 F 关于5的余集 

= [ a , b ] — F 

是一开集. 

证明 若能证明 

C 5 F = ( a ,6 )-CF 

就好了 • 设 e 则 

xo E [a, 6], xo^F. 

由 §2 的定理6, a 与 6 都属于 K 故: r 0 会 a ， rc 0 # 6_ 所以: r 0 e ( a , 6). 又 x 0 e CF , 因 
之; r 0 € ( a , b ) - CF . 所以 

C 5 F C ( a , b ) • CF . 
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左端 C S F = [ a , . CF ， 故 （ a ， b ) ZFC C 5 F . 于是得到 

C 5 F = ( a , b) • CF. - 

定理证毕. 

§4. 距离及隔离性 

定义 1 设 a :， y 为直线上的二点.数 

\^-y\ 

称为点 X 与 y 间的距离，记之以 

p ( x , y ). 

显然 ， p ( x , y ) = p ( y ， x ) 彡0,且等式 

p ( x , y ) = 0 

当且仅当 x = y 时成立. 

定义 2设 x 0 为某一点 ，五 为一非空的点集. z 0 与五中的点的距离之下确界 
称为点: r 0 与点集 E 间的距离，记作 p ( x 0 i E ) 或是 p ( E , x 0 ). 用式子表示时，即 

p(xo,E) - inf{p(xo,x)} (x e E). 

显然， p{x 0 ,E) 一定存在，这是一正数或 0. 如果吻 e 五，则 

p ( x 0 , E) = 0. 

所当注意的，其逆未必为真，例如 x 0 = 0,五=(0,1)，贝!| p ( x 0 ，五 ） = 0,但 x 0 eE. 

定义 3 设 A 和 B 是两个不空的点集.作 A 的点与 B 的点间的距离的下确 
界，称为集 A 与集 J 5 间之距离，记以 p (> l , B )， 即 

p(A i B) = ud{p(x,y)} (x e A, y € B). 

显然 ， p ( A , B ) 必存在，且 p (4, B) = p (D, A) ^ 0. 

如果 A 及 B 有共同点，则 

p(A, B) = 0, 

但其逆不真.例如 


A = (—1 ， 0)， B = (0,1 )，则 p (A, B) = 0 ，但 = 0. 



§4. 距离及隔离性 
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我们注意到这个 事实： 所谓点抑 与点集 E 的距离,也就是只含一个点邱的点 
集 {x 0 } 与另一点集五间的距离.这个事实颇为有用. 

定理 1 设 A 及 S 为两个不空的闭集，并且其中至少有一个是有界的，那么 >4 
存在点： r *， B 存在点 2/* 适合 

P W ) = 

证明 由下确界的定义，对于每一个自然数 n ， 存在 

Xji G Aj y n B 

适合 

B) < \x n -2/ n | < p(A, B) + (1) 

n 

由假设， AR B 中至少有一个为有界.我们可设 A 为有界集.那么 {x n } 是一 
有界数列.由波尔查诺-魏尔斯特拉斯定理,其中有一收敛子 数列: *^ni j *^ ri 2 > » • • •, 

lim oc • 

由于 a 为闭集，所以 ye 人 

现在我们来看 {y nk }. 如果 | x n J < C , 那么从 

\yn k \ ^ |x n J + \y nk -x nk \< C^-p(A,B )-\- —彡 C + p(A,B) + 1, 

rifc 

知道 {y nk } 也是有界数列.因此，它必有如下的收敛子 数列： 

Vn kl y Vn k2 > ，…， ^ y nk . = y*. 

但 B 是一闭集，所以 y * e 不难看出 

\ y * -^*\ = lim |3/n fc< - x nk . \ - p { A , B ), 

于是定理证毕. 

如果定理中的 A 和丑 均非有界，则定理不真.此可由下例明之. 

设 TV = { n }， M = 4- 士 '} ，则因 M =财’ =0， N 及 M 都是闭集.显然， 

p(N, M ) = 0,然因 NHM = 0 } 故不存在如下的 x%y* : x*eN,y m eM,p(x m ,y*) = 0. 

又定理中>1与 B 二集均为闭的条件减为其中只有一个是闭集，那么定理就不 
成立.例如乂 = [1,2), B = [3,5], M 

下面是本定理的 推论. 
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推论1 设>1与 B 都是闭集且其中至少有一个是有界点集•若 p ( A , B ) = 0. 

则乂与丑相交. 

推论 2 设 F 是一不空的闭集，; To 是任意的一点，那么 i 7 * 中必有点 x * 适合： 


p ( x 0 , x m ) = p ( x 0 y F ). 

推论3 如果点 x 0 与闭集尸满足条件 p (: r 0 , F ) = 0,则邶€ K 

由已证的结果不难引出 

定理2 若闭集 A 不是空集也不是全直线 K , 则它不可能是开的. 

证明 设 A 一 0，4 R A 为闭的又为开的.那么它的余集 B = ZA 也同样如 
此.设 J 9 为含有集4的点和集 B 的点的线段.设 a :，?/ 为这样的点使 xeAD , ye 
BD , \x — y \ = p ( AD , BD ) = d , 而置 = a ; + y . 贝 [J 2 6 £) 且关系式 z € AD , z € BD 

中的一个一定被满足.假设 2 € 4 D . 则 d = p { AD , BD ) 彡 - j /| = _，这是不可能 
的，因为 d >0. 

下面我们将引人一个重要的概念，就是所谓 “隔离性”. 不过事前还得证明两个 
简单的引理. 

引理1 设火是一不空的点集， d 是一正数.设丑表示适合 p ( x , A ) < d 的 x 
的 全体： 

B = R n (p (x, A ) < d ). 

则 >4 c B ， 且 B 是开集. 

证明 显然 A C 要证的是 B 为开集. 

设 o ; 0 € B •则 p ( x 0 , A ) < ( i , 从而4中必有点 x * 适合 


p(xo,x*) < d. 

置 d -p(x Qy x*) = h. 下面将证 （ z 0 -h,xo-j-h) 含在 B 中.因此证得吻是 B 的内 
点，也就是说 B 是开集. 

于 （ x 0 - / i , x 0 + h) 中任取 一 点2/，则 |y - : r 0 | < / i . 又因 | x 0 — x *| = d — h 、 所以 


y — ^ \y _ xq + |xq 一 x* <c h d — hi — d. 


因此， p ( y , x m ) < d . 由是 


p (y y A) < d, 


从而 yeB . 由此得 


引理证毕. 


(xq — h，xo + h) C B , 



p{F\,F 2 ) = r > a 

余下的证明只要置 

Gi = Rn ( 々 (a;，/ 7 ；) < ■) (i = 1,2), 

应用引理 1 及引理 2 即行. 

顺便我们要提出下面的 注意： 定理中巧及 F 2 为有界的条件，如果除去，仍不 
失定理的真实，此地不拟加以仔细讨论.相反，巧及 F 2 是闭的条件是不能缺少的.例 
如取 

A. — [ 0 , 1 ), B = [ 1 , 2 ] 

即明. 
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§5. 有界开集及有界闭集的结构 

定义1设 G 是一开集.假如开区间 ( a ,6) 完全含在 G 中，而其两端都不属于 
即 

(ci, 6) cz G., a^Gj b^.G } 

那么称 （ a , b ) 是 G 之 一 构成区间①. 

定理 1 假如 G 是一个不空的有界开集，那么 G 的任一点必属于其某一构成 
区间. 

证明设 z 0 e G . 置 F = [ x 0 ,+ oo ) nCG . 

因>。,+00)与 CG 都是闭集，又 G 是有界集，所以 F 是一个不空的闭集.在郎的 
左面没有 F 的点，所以 F 是有下界的.设 F 的最左的点是/ X ，则>吻.因 rc 0 € G ， 
故 x 0 eF . 因此 XQ ^ / i . 由是; r 0 < 

注意 /X 百 G (因 m e F C CG ), 就可以证明 


[ x 0 , h ) CG . 


否则存在着如下的2/: 

V e [ 工 o ， /x) ， 2 /百 <7 ， 

因此 

2 / ^ F , y < fi . 

此与 M 的定义相抵触. 

总而 言之， 对于 吻 e G ， 有如下的点 /i : 

1) /i > x 0 , 2) fieG , 3) [xoc G . 

同样可以证明有如下的点 A : 

1) A < x 0 , 2) XeG , 3) (A,x 0 ) C G . 

由是得 G 的一个构成区间 (A,/x), 它包含点: to . 定理证毕. 


从已证的定理，我们 知道： 凡是不空的有界开集都具有构成区间. 


定理 2 设和 ( t 7, r ) 是开集 G 的两个构成区间，那么它们或者是完全 一 
致，或者是互不相交. 


证明假设 （ A ， m ) 和 (< t , r ) 有共同点 a ;， 则必 

A < x < /x, cr<x<T. 


若 


® 这个名词在此地第一次引用 . 


T < /i, 


§5. 有界开集及有界闭集的结构 
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则 T e ( A ，/ X )， 但这是不可能的，因为 

( A ，/ i ) C C ?， 而 t € C ?. 


于是得到 
同理， 


^< ： r. 

r ^ n . 


所以 r = / X . 

仿此可得 <7 = A . 因此（人, P ) 与 ( ct , r ) 完全 一 致. 

推论不空的有界开集 G 的不同的构成区间之全体是一有限集或是可数集. 

事实上，如果我们对于每一个构成区间，取其中的一^有理数与之对应.这样 , G 
的构成区间所成之集与有理数之一子集对等. 

综合上述，得定理如下： 


定理3 每一不空有界开集 G 可以表示为有限个或可数个不相重叠的区间的 
和集； 每一个区间完全含在 G 中，而其两端点都不属于 G ?， 即 


C ? = 〉 ： ( Afc ， / ifc )， 

k 


其逆定理我们在前面已经 证过： 凡集可用区间之和集表示的一定是开集. 


定理4 设 G 是一不空的有界开集， （ a ，&) 是一个含在 G 中的区间.则 G 含有 
一个构成区间 （ A ，/ x ) 适合于 ( a , 6) C ( A ) A i ). 

证明设邱 e ( a ,6), W \ x 0 e G . G 必有构成区间 ( A ,/ x ) 包含:现在证明 
( a , b) C ( A ，/ i ) 好了. 

如果 

/x < 6 ， 

则 /x € ( a ,6), 但这是不可能的，因为 fiGG . 由是 

6 ^ /x. 


同样， 

因此， 


A ^ a , 


定理证毕 


( a ， b ) C ( A ,/ i ), 
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下面我们研究有界闭集的结构. 

假设 F 是一个有界闭集， S 是包含 F 的最小闭区间.则 C , SJ P 是一开集.若该集 
不是空集，则可应用定理 3. 于是得到下面的定理. 

定理 5 不空的有界闭集假如它不是一个闭区间，则一定是从一个闭区间 
除去有限个或可数个不相重叠的区间（其两端属于 F ) 所成. 

其逆显然 亦真： 从一个闭区间除去一个区间集可得闭集. 

称 C .， F 的构成区间是闭集 F 的余区间. 

因为完满集是闭集，所以对于完满集可以应用定理5,现在我们发生下面的 问题: 
要使一个闭集成为完满集，它的余区间应具有些什么条件？下面的定理回答了这个 
问题. 

定理 6 设 F 是一个不空的有界闭集，5= [ a ,6] 是包含 F 的最小闭区间.则 

1. F 的两个余区间的共同端点: ro 是 F 的孤立点. 

2. 如果 S 的端点 a (或 6) 同时是 F 的一个余区间的端点，那么它也是 F 的孤 
立点. 

3. 除了 1和2中的孤立点而外， F 没有其他的孤立点. 

证明 1和2的结果很明白.所要证明的是 3. 设: ro 是 F 的孤立点.先假定 
a < x 0 < b . 由孤立点的定义，有区间 ( a , P ) C [ a ,6], 在 ( a ,/?) 中除: r 。 而外不含 F 的 
其他点.因区间 ( x 0 ,/6 l ) 中不含 F 的点，所以 ( x 0 ,/3) C C.,F. 由定理 4, F 有一个余 
区间 （ A ， p ) 包含 ( x 0 ,/3). 因 A < a ： o 表示抑不属于 F ， 与假定矛盾；所以 A 彡: tq •从 
{ xq ,(3) C ( A ,/ i ) 知 A >吻亦不成立，故必 A = xo .即 la 是 F 的一个余区间的左端. 
同样的可证吻是 F 的某个余区间的右端.故得定理中第三个结论之证.当: r Q = a 
或= 6时亦可同法证明之. 

从定理6得到如下的 定理： 

定理 7 不空的有界完满集假如它不是一个闭区间，它一定是从一个闭区 
间除去有限个或可数个不相重叠的区间所成，这种区间之间没有共同端点，且与原 
来的闭区间也无共同端点.倒过来说，凡从上述方法而得的集是一完满集. 


下面举一个关于完满集的有趣并且重要的例子 


康托尔的集与 


将闭区间 


2 




2 

3 


V 将每一个留下来的闭区间 


r 11 


"2 " 

hJ 

7 

5’ 1 
一 — 


用分点 H 分成三部分，而取去 
又各各等分成5部分（对于第一 


个闭区间用 


的区间 


9, 9 


‘誉当作分点，对于第二个闭区间用^ ■ 当作分点)，而各各取去中间 
2 、与丨.再将留下来的四个闭区间等分成三部分而取去其中间的 


个区间（图 7). 将此手续逐次继续，以至无穷 
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这样，从 [0， lj 取去了一个开集 G q . G q 是可数个区间的 和集: 



留下来的集记作 Pb , 由定理7, 矸 是一完满集. 

称 G 0 及作为 康托尔的集. 

现在利用三进制小数，来讨论康托尔集的算术性质. 

用三进制小数将区间(*，誉)中的数 x 表示为 

x = 0. aia 2 fl 3 • • • (ak = 0> 1,2), 

必须是 

a\ = 1. 

区间(臺，昼)的两端各有两种表 示法： 

i f 0.100000 … • ， 2 _ J 0.12222 …， 

3 \ 0.022222 …； 3 ~ j 0.20000 • • • • 

从 [0,1] 除了 H ，其余的点用三进制小数表示时，它的第一位小数一定不 

是 1. 

因此，构成 Go 的第一步手续， 就是从 [/ 取出在三进制小数表示中第一位小数 
必定是1的那些点而且只取出那些点. 

仿此，在第二步手续中所取出的点用三进制小数表示时，小数第二位的数字必 
定是1，而且这样的点一定取出.以下类推. 

因此，在取出 Q 以后，所留下来的点，用三进制小数 

0 miC 12 CL 3 * * * 

表示时，可使没有一个是1，而且这样的点一定留下来. 

简言之，乃是从这种点所成，它由三迸制小数表示时不可能不出现数字1.而 
用三进制小数表示尸0中的点时，可以没有数字1出现. 


推论康托尔的完满集 P 0 具有势 c . 



事实上， 

■Po = {0.aia 2 a 3 … } a/fe = < 

1 2， 

由第1章§4的定理8,知凡的势是 c . 

G 0 的一切端点成一可数集， 所以势为 c 的康托尔的集巧除了取去的区间的端 
点而外还含有其他的点.这种“非端点”的点，用三进制小数 

0.0102^3 # * 0 flfc = \ ’ 

I 2 

表示时，决不会从某一位开始全是0或全是 2. 


§6. 凝聚点、闭集的势 

在§5中我们得到，康托尔集/> 0 的势是 c . 现在 要证： 所有不空的完满集均有此 
性质. 

定理1 凡不空的完满集，其势是 c . 

证明设 P 是一个不空的完满集.取点 x G P 及一个包含2：的区间5.由于: r 
不是 P 的孤立点，所以是一个无穷集. 

于中取两个相异的点抑和: n ， 又作具有下列诸性质的两个区间知，心 ：当 

i = 0,1 时， 

1) Xi e Si , 2) Si C 6 t 3) S 0 Si = 0 , 4) mSi < 1 

( S 表示区间 (5 的闭包,表示5的长). 

因为 x ◦是 P 的极限点，所以在知中有无数个点属于于其中取这样的相异 
两点工0,0和 xo , i . 又作如下的区间知，0和 知，1 :当 A ; = 0,1时， 

1) 怎0，;： € 占 o ， a ：， 2) <5 o，jfc C 知， 3) 知，0 n 知,1 = 0， 4) mSo,k < 

对于点 A 我们施行同样的手续.如是得到如下的点: ( i，fc = 0，1)和区间: 

x i,k € PS ^ k , 2) 5 if k C Si , 3) 8 i t k n Si ^ k ' = 0 (( i , k ) ^ ( i ’， fc '))，4) mS^k < 

这种手续继续进行，至 n 次我们得到如下 的点： 
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因为每一个点的极限点，所以在尸 n &， i2 ，…， in 中可以取两个相 

异的点 

X il »*2r* # >in,0 和 而 1 彳 2 ， “. ， *n,l ， 

又可以作如下的两个区间： 


A 


1 ，》 2 ， … t^n.o 


和 


U ，： 2, … J^n t l ) 


当 


0，1 时 


( 1 ) 工 “ ， i 2, …，“+1 

( 2 ) 心 … 


c Si x ^ 2 ... 


， ‘ n ， ‘ n+1 ， 
，鮝 n ， 


(3) ， i 2, …， in ，0 A “2,…， in，l = 0， 


(4) ^1占“，< 2 ，".，‘，“+1 < n + i • 

我们假设这种手续对于所有的自然数 n 均已 施行. 于是对于每一无穷数列 


(心，士2彳3 ,…） (}k =0，1) 


我们有一个点 


Z il 

与之对应.而这个点乃是一列闭区间的交集 


门占 il ， i 2 门么 i 


t*2,»3 


n 


參 • 


中唯一的一点. 

容易看到，两个不同的数列 

^1, ^2> <3，…和 〆 1，4，4，… 

对应于不同的两点乂,<以 3 ，...和，….因为假如 n 是满足一 C 的诸爪的最 
小数，那么 

*1 = *1? *2 = • • • ， ！ n — 1 = — 1，/ < n ， 


而两闭区间 


不会相交，从而 


，么 2，" Jn 


和 



，竓，…札 




+ 々 1 ，砝，心 ，…. 


S = 


{ z ii } i 2^3 y 9mm 



则由第1章§4之定理8,知 


S = c. 
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但是 SCP . 所以 



P^c. 


另一^方面 



P ^ c . 


因此 P = C, 定理证毕. 

现在我们要将所得的结果用到任意的闭集上去.为此目的我们先导入“凝 聚点” 
的概念. 


定义 若包含点： TO 的每一个区间 ( a ,6) 包含 E 中不可数的无穷个点，则称 
为 E 的凝 聚点. 


显然，点集的凝聚点是它的极限点. 

定理 2 (E. 林得勒夫 （ E. Lindelof)) 如果五 的点都不是 E 的凝聚点，则 E 
至多是一可数集. 

证明 假如两端 r ， i? 都是有理数的区间 （ r ， 尺） 中至多含有 E 的可数个点的话, 
称这种区间 （ 7^) 是“正规”的. “ 正规”区间的全体显然至多是可数的，因为根本只 
存在可数个有理数的数对 （ r, 只 ). 

我们将证明， E 中每一点（当然假定五不是空集）必定含在某一个“正规’’区间 
中.事实上，设 : r e E . 因 x 不是五的凝聚点，必有区间 （ a ，6) 含有点 a : 而 E 在 （ a ，6) 
中的部分至多成一可数集.现在取如下的有理数 r,R : 

a < r < x < R < b , 

则 (r, R ) 乃是含有 a: 的“正规”区间.换言之，对于‘‘正规”区间含有 a:. 
设“正规”区间的全体是 


U 2， 占3，… 


则 

oo 

fc=i 

其中每一个被加集至多是一可数集，所以 e 至多是一可数集. 

推论 1 假如 E 不是可数集，则至少有一个 E 的凝聚点属于五. 

今将此结果与波尔查诺-魏尔斯特拉斯定理来对照 一下： 波尔査诺-魏尔斯特拉 
斯定理是对于一切无穷集而言，而此结果只对于不可数的集而言.不过在此地，并不 
需要 E 是有界，其结果不但得到凝聚点之存在，并且知道存在着这种凝聚点而属于 

集五的. 


第二章的习题 
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推论 2 设 E 是一点集 ， P 是 E 的凝聚点的全体，则 E - P 至多是一可数集. 
事实上 ， E - P 役有 E 的凝聚点，所以更加没有 E - P 的凝 聚点. 

推论3 设 JS 是一不可数的点集 ， P 是 E 的凝聚点的全体， 那么五 P 是一不 
可数的集. 

事实上， EP ^ E -( E - P ), 故由第1章§3之定理10,知 EP 是一不可数集. 
推论3实际上包含推论 1. 

定理 3 设集 E 是不可数的集.则 E 的凝聚点的全体尸成一完满集. 

证明 先证尸 是闭集.设吻是 P 的任一极限点，任取含有: to 的区间 (a, 6), 

其中至少含有 P 的一个点2：是 £■ 的凝聚点，所以 ( a ， b ) 中含有五的不可数个的 

点.就是说，包含抑的任何区间 (a, 6) 中含有 E 的不可数个的点，从而 xo 自己也 
是五 的凝聚点，即 rr 0 e P . 所以 P 是一闭集. 

其次证明 P 无孤立点.设吻€尸， (a, 6) 是包含 x 0 的区间，则 Q = E( a ， 6) 是不 
可数的集.由定理 2 之推论 3, Q 含有不可数个 Q 的凝聚点.因 Q c £；， 所以 Q 的 
凝聚点也是 E 的凝聚点，因此 Q 中（也可以说在 （ a, 6) 中）必含有不可数个 P 的点. 
所以含有: ro 的任何区间含有不可数个 P 的点.是必 : ro e P '. 定理证毕. 

定理4 ( G . 康托尔 -1. 本迪克松 （ I . Bendixson )) 每一个不可数的闭集 _ F 可 
以写成 

F = P + D, 

其中尸 为完满集， D 至多是一可数集. 

证明事实上，假使 P 表示 i 7 " 的所有凝聚点的集合，则 P C F ， 而 D P 

至多是一可数集. 

推论不可数的闭集，其势是 c . 


第二章的习题 

1•若 f ( x ) 是在闭区间 [ a , 6] 上所定义的连续函数，则对于任何实数 c ， 满足 f ( x ) > c 的 x 全 
体成一闭集. 

2. 每一个闭集是可数个开集的交集. 

3. 证明区间 （ a ，6) 不能表示成两两不相交的闭集的和集. 

4. 试拓广隔离性定理于无界闭集. 

5. 证明用十进制小数表示 [0,1] 中的数时，其用不着数字7的一切数成一完满集. 

6. 将点集[0, 1] 表示为 c 个无共同点的完满集的和集. 



7. 证明 [0,11 中无理数的全体不可能表示为可数个闭集的和集. 

8. 试在[0, 1] 上定义一个函数 ip ( x ), 它在任一有理点为不连续，但在任一无理点为连续. 

9. 证明在 [0,1] 上不可能定义一个如下的函数，它在每一个有理点为连续而在每一个无理点为 
不连续. 

10. 如果 f(x) (a < x < 6) 具有下面的 性质： 对于任意的 c, Z(/(x) > c) 与 Z(f(x) ^ c ) 常为 
闭集，则 /(x) 是一连续函数. 

H. 假如点集被区间系 an 所覆盖，则钡中有可数子系 or 即可覆盖 e (e. 林得勒夫). 

12. 证明任何点集的内点的全体成一开集. 
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§1. 有界开集的测度 

在实变数函数论中点集的 测度概 念很是重要.它是区间的长，矩形的面积，以及 
平行六面体的体积等等这种概念的扩充.本章叙述 H. 勒贝格 （ H. Lebesgue) 的线性 
测度，但是仅就线性有界集而言. 

由于开集具有极简单的结构，所以我们从开集说起. 

定义1 区间 （ a , 6) 的测度， 就是它的长6 - a . 记以 

m ( a , 6) — b — 

显然总有 m ( a , 6) > 0. 

引理 1 如果区间 A 中含有有限个不相重叠的区间 心， 心， ... ，心， 则 

n 

( mA. 

fc=i 

证明设 

A = (A, B) y 6k = (ak,bk) (k = 1,2, ••- , n ). 

不损害一般性，我们不妨假设 


a l < 凸2 < 如 < • • • < OL n . 


从而 


bk ( afc+i (A ： = 1 ， 2, • • • ， — 1 )， 
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这是因 为心与 不相重叠之故.所以 


Q = [B — 6 n ) + (a n — b n _i) + • • • + (a〗 — 61 ) -f (a\ — A) 

不是负数.因此，显然有 

n 

mA = 2^ + Qy 


由此得引理的证明. 

推论如果区间 △ 中含有可数个不相重叠的区间 4( A : = 贝 ， J 



mSk ^ mA. 



[对于正项发散级数若记其和为+00,则凡正项级数必有和.正项级数；£叫满 

fc^=l 

足 fcifc < C 时，它是收敛级数 j . 

k=l 

定义2设 G 是不空 的有界开集， 则其一切构成区间之长的和称为 G 的测度. 
即 

mG = > : m6k- 

k 

[记号表示或£爪4,视集 { M 为有限或可数而定]. 

由上面^述的推论， fc_1 

mG < +oo. 

如果集 G 是空集，则定义 

mG = 0, 

所以， G 是一开集的话，则 mO 0. 假如 A 是一包含开集 G 的区间，则由上述推 
论知 

mG ^ mA. 

例（康托尔的开集 Go) 康托尔的开集 Go 是经过一系列的步骤而得的.第一 

步是取一个长为 i 的区间(*，誉).第二步是添加两个区间及(■，警), 

每一区间之长是 I 第三步是添加四个区间，每区间之长是依此类推. 

m % 

mC()= 4 + 暮 + 丟 +… =1 - 
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定理 1 设 G \， G2 是两个有界 开集. 若 Gi c G ： j ， 则 


mG\ ^ 771 ^ 2 - 

证明设 &(i = 1,2,3,-..) R A k (k = 1,2,3,-..) 分别是 Q 及 G 2 的构成 
区间. 

由第二章§5之定理 4 ,每一个区间&必定含在某一个（且只有一个）区间 
之中. 把区间集伙}划分岀如下的不相交的子集小义义，…：当^ C “时，称 
&在之中.由二重级数的性质，得 

ttiGi = mSi = I ^2 爪表 ). 

i k \Si£A k J 

由引理 l 之推论 

^ mSi ^ mA fc , 

Si € A k 

由是， 

mG\ ^ : mAfc = m6?2. 

k 

推论 有界开集 （7 的测度是一切可能包含 (7 的有界开集的测度的下确界. 
定理 2 若有界开集 G 是有限个或可数个不相重叠的开集 Gfc 的 和集： 

G = {GkGk，= 0, k 弄 k ’)， 

k 

则 

mG = mGk- 

k 

这个性质称为 完全可加性， 即开集的测度具有完全可加性. 

证明 设 (i = 1,2,3,.) 的构成区间，则每一 个乂⑷ 也是 G 的构成 

区间 • 实际上， (5^ c G . 所要证的是之两端都不属于 G . 假如的右端 M 属 
于 G ， 则/ X 必属于某一个仏（显然的， A : # V ，因为//不属于 Gfc ). 然而 Gi 是一开 
集， / i 必属于它的一个构成区间之中.设 


则 df >与>有共同点，这是与 G k G k , = 0 相冲 突的. 同样， < fc) 的左端也不属于 
G. 

由是,一切都是 G 的构成区间.另一方面， G 中任一点必属于一个 < fc) . 这 
些 4 fc ) 两两相异.所以集 


{#)} (< = 1 ， 2 ,…； A : = l ，2, …) 
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的确是 g 的构成区间的全部. 

因此，从 

mG — 〉: mS^ = 

i，fc 

得到所要的结果. 



如果 G = EGfc 中诸被加集不是两两不相交，那么结果要略加更动.首先证明 
两个引理： 


引理 2 假如 [ P , Q ] 被有限个区间所成之集 H = {{ X yf i )} 所覆盖，则 

繼 

Q - P < y ^ m ( A ,/ i ). 

H 

证明我们从好依下面的手续选取一个部分集 /T :首先从//取一个包含 P 
的区间: 

Ai < P < 

(这种区间至少存在一个).如果 / n 〉 Q ， 则区间 ( Ax ,//!) 即为所要的好' 

如果< Q ， 则因 ⑷ e [ P ， Q ]， 从//中取一个包含 mi 的区间 （ A 2 ， M 2) : 


久2 <01 < / i 2. 


如果/ i 2 > Q ， 则和（>2，/^2)组成开*，而手续终了. 

如果 M 2 彡 Q ， 则因 / i 2 e [ P ， Q 1， 从//中取一个包含 M 2 的区间 ( A 3 ,/ X 3 )： 

入3 < M 2 < M 3. 

如果 / i 3 > Q ， 则手续完毕.如果 / i 3 < Q ， 则我们可以再继续进行同样的手续. 
但丑是一个有限区间集，而我们进行上述手续时，每次取岀的区间必与已经取 
出的不同，因为它们的右端适合于 

/il < M 2 < #3 < • • • 

的缘故.所以这种手续不能无限制地进行，最后必有 叫居 Q 的右方. 

设 

Mn 〉 Q ， 

而 /in-l ^ Q , 则我们的手续至第 n 回而告终止. 
n 个的区间 

( Ai ， M 1)， （入2，"2)，…，（入 n ， Mn ) 

组成 i /' 由上述的取法， 


Afc+i < /ifc (fc = 1 ， 2, • • • ， Ti — 1)- 



所以 
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n n — 1 

-入 fc ) 〉—入 fc ) + (Mn — An ) = Mn - 入1， 



fc=l 

fc=l 

又因 


Mn —入 1 > Q — Py 

所以 


n 

Q — P < y^(Mfc - 入釦) 



fc=i 

由是更有 


Q - P < - A ). 


H 


引理 3 设区间 △ 是有限个或可数个开集 Gfc 的 和集: 


△ = y^Gk 

k 

则 




fc 


证明 


设 


B-A 
~ 2 ~ 


则 △ 含有 


又设 Gfc 的构成区间是 # 
B - e ]. 此闭区间 [A + e ， 




1，2, 


秦籲雜 


设 


< 


被区间集 


， 2 ,…； k = 1 , 2 , 


• • 


所覆盖.应用第二章§2中的博雷尔定理,存在有限个区间 


S ) 


(M 


3 


(s = 1 ， 2,… ， n) 


覆盖 [A + e ， B - e ] 中一 切点. 因此，由引理2, 


n 


B-A-2e<^2mS^ 9) 


S 


所以更有 


B - A -2 e <^2 m 6 i k) = m6 i 


㈨ 


i、k 


k 


但 e 是一任意的正数,故得 




B — A ^ 爪 Gk . 

k 
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定理 3 如果有界开集 G 是有限个或可数个开集的和集 


G 




k 


则 


mG ^ rnGk 


k 


证明 设 Ai(i = 1，2,…）是 G 的构成区间，则 


mG = > 二 m Aj. 


但 


△ 


△i Gk 


E (△而)， 


k 


k 


由引理3, 


mAi ^ y^Tn{AjC k )y 


k 


因此 


mG ^ 


(△必 ) 


E 


^2m(AiG k ) 


另一方面， 




(*) 


由于（注 意： 这是要点!）上式右方之任何两项为不相交（因为当 i # V 时 


= 0), 所以从定理2,得到 


y^m(AjGk) 




mGfc . 


(**) 


比较 （*) 和 （**) 即得所要的结果. 


§2. 有界闭集的测度 

设 F 是一不空的有界闭集, 5 1 是包含 F 的最小闭区间，则 C a F (由第二章§3定 
理 5) 是一有界开集，所以它有一定的测度 m [ C s F ]. 现在我们来定义有界闭集的测度. 

定义 1 设 F 是一不空的有界闭集， *5 = 0，別是包含 F 的最小闭区间，则定 
义 F 的测度 

mF = B — A — m[L 8 F\. 


§2. 有界闭集的测度 
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对于空的闭集，其测度不必再下定义，因为空集同时也是开集，它的测度我们已 
定义作 o . 不空的有界闭集不能同时是一开集，所以不必定义又开又闭的集的测度. 

我们考察下面几个例子. 

1. F = [ a ,6]. 此时5 = [ a ，6], C S F = 0•故 

m [ a , 6] = 6 — a , 


即： 闭区间的测度等于其长. 

2. F 为有限个两两不相交的闭区间的和集 


F = (ai,6iJ 4 - (a2,62} + …+ (a n ,6 n |. 

假设这些闭区间的次序已经安排好，使得 


h < afc+i (k = 1 ， 2, • • •，n — 1 )， 


则 


S = [ai ， 6 n ]，CsF = (6i ， a2) + (62, a 3 ) + … + (6 n «i,a n ). 


因此， 



mF 




b n — ai — y^(afc-n — 6fc) = 一 a*：). 


k 


fc=l 


这就是说：对有限个两两不相交的闭区间的和集而言，它的测度等于这些闭区间的 
长度的和. 

3. 设 F = Po (康托尔的完满集)，则 5 = [0, 1], C. S F = Gq . 由是， 


ttiPq = 1 — 1 = 0， 

所以康托尔的完满集矸的测度等于 o . 耐人寻味 的是： 与此对照，外的势是 c . 这样 
看来， 势为 c 的集,其测度可能等于 0. 

定理1 有界闭集 F 的测度决不是负数. 

证明利用定义1, C 由§1的定理1， 

m ( C s F ) ^ m ( A } B ) = B — A y 

故 

mF ^ 0. 

引理1 设 F 是含在区间 △ 中的有界闭集，则 

mF = m △ — 771[0^^]. 
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证明 C a F 是一开集，所以引理1是有意义的.今设 △ = ( AB ), 又设包含 F 
的最小闭区间是 S = [ a , 6] (图 8). 



蜀 8 


易知 

C a F = C a 5 + C 5 F. 

上式中右边两个开集是不相交的.根据 （§1 定理2所说的）测度的可加性，就有 

mjCAF] = m[CA*S , ] + mfCs-F]. 

因 C A ^=(^ a )- l -(^ B ), ft 

771[ 。厶 3] = (a - A) (B - b). 

因此， 

~ {B — A) — (6 — a) + TrifC^i^ 1 ], 

# 

由此可得所要证的结果. 

定理2 设 F u F 2 是两个有界闭集.如果/^ C F 2 , 则 

mF\ ^ mF 2 - 

证明设 △ 是包含巧的一个区间，则不难相信 

Ca^! D CaF2, 

因此 

m[C A Fi] ^ m[CAF 2 ], 

再应用上述之引理即得. 

推论有界闭集 F 的测度是 F —切可能含在 F 中的闭集的测度的上确界. 
定理3 设 F 是一闭集， G 是含有 F 的有界开集，则 

mF ^ mG. 

证明设 △ 是包含 G 的一个区间，则 


A = C + C a F, 


§2. 有界闭集的测度 
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由§1定理3,得 

mA ^ mG + mfG △ 厂 j ， 

再用引理1即得彡 mG . 

定理 4 有界开集 G 的测度是一切可能含在 G 中的闭集的测度的上确界. 

证明 由定理3,我们已知 mG 是 G —切可能含有的闭集 F 的上确界，其测度 
mF^ mG. 现在只要证明 F 的测度可以任意接近于 mG 即可. 

设 G 之构成区间是（4,叫） （ A : = 1，2, • • •）， 贝 (J 


mG = - Aa ：). 


对于任意的正数 &取 n 充分大，使下式 成立: 


71 


— Afc ) > mG — 


fc = 1 


e 

2 


然后对于每一个 fc ( A : = l ，2，...， n )， 作如下的闭区间 [ a k , 0 k ] : 


[ c ^ k . Pk ] C ( Afc ， M /0, rn [ a kl Pk ] > rn ( X ky fi k ) - 




2 n 


(取 r ? fc 适合 


Vfc 一 Afc e 


2 


4 n 


，而置 Qfc = Afc + T]kjPk = l^k — Vk 就行) • 设 


F 0 


W w 


k 


则凡 是含在 G 中的一个闭集，它的测度 


n n ^ 

mFo = y^(Pk - o^k) > - Afc) - 2 > rriG - e. 

k=l • k^l 

因 e 是一任意的正数，所以定理证毕. 

定理 5 有界闭集尸的测度是一切可能包含 F 的有界开集的测度的下确界. 

证明 如同前定理一样，只要 证明： 包含 F 的有界开集的测度可以任意的接近 
于好了. 

取一个包含 F 的区间 △. 对于任一正数 e ， 由定理 4, 有闭集少满足 

步 C CaK m 少〉 m[CA-F] — s. 


置 


Gq — C △少， 
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则 Go 是包含 P 的开集,并且 

mGo = mA — < m △- m[CA_F] + e = mF + e. 

因此定理证毕. 

定理 6 设有界闭集 F 是有限个不相交的闭集的 和集： 

n 

F = Y. Fk (F k Fk， = 0， k 參} /)， 

fc=l 

则 

n 

mF = ^ mFfc- 

k=l 

证明 本定理对 n = 2 时来证明就行了.设 


F 




Fi + F2 (jPi/^2 




0 ). 


对于任一正数 6 根据定理 5 ,取如下的两个有界开集 Gi ， G 2 


Gi D F “ mGi < mFi + ^ (i 


1 , 2 ) 


今置 


G = G \ + Cj 2 ) 


则 G 是一个包含 F 的有界开集，并且显然的, 


mF ^ mG ( mG\ + mG^ < mF\ + mF^ + e. 

由于 e 是任意的，故得 

mF ^ mF\ + (*) 

另一方面，由于隔离性定理，存在着如下的开集 b u b 2: 

Bi D F{ (i = 1,2), B 1 B 2 — 0. 

又对于任意的正数 e ， 可取一个如下的有界开集 G : 

G D F, mG < mF -I- e. 

两个有界开集和 B 2 G 是没有共同点的，并且分别包含 着巧和 巧.因此 

mFi - I - 771F2 ^ m { B \ G ) + m ( B2G ) = m [ B\G + B2G 
(此地我们用到开集的测度的可加性).因 B x G + B 2 G CG , 故 


mFi + mFi ^ mG < mF + e . 



但 £ 是任意的，所以 


§3. 有界集的内测度与外测度 
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mF\ + ^ rriF. ( 本本 ) 

由 （*) 与（**)，得到 

mF = mFi + 


§3. 有界集的内测度与外测度 


定义1 有界集 E 的外测度 m ^ E 是一切可能包含五的有界开集的测度的下 
确界，即 


m^E=inf E {rnGl 
那么显然的，一切有界集 E 都有外测度 rri^E : 


0 彡 m^E < +oo. 

定义2 有 界集五 的内测度 m 卑 E 是一切可能含在 E 中的闭集的测度的上确 

界，即 


m^E = sup {mF}. 

fce 

那么显然的， 一切有界集 E 都有内测度： 


0 彡 m^E < 十 oo. 

定理1 假如 G 是一有界开集，则 

rrCG = m^G = mG. 

本定理由§1定理1的推论及§2定理4即明. 

定理2 假如 F 是一有界闭集，则 

m* F = m^F — mF. 

本定理由§2定理2的推论及定理5即明. 

定理3 对于所有的有界集 

m m E ^ m*E. 

证明 设 G 是 包含五 的有界开集， F 是含在五中的闭集，则 F C G . 由§2中 
定理3,知 mF 彡 mG. 因此 

m^E ^ mG. 

上式对于一切 包含五 的有界幵集 g 都成立，故得 
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定理4 假如有界集 B 含 有木则 

m^A < m m D y nCA ^ m * B ， 

证明上面两个不等式的证明相仿.我们只要证明第一式即行.设 s 是 a 的 
所有闭子集的测度所组成之集， 了是 丑的所有闭子集的测度所组成之集，则 

m^A = sup S , rn m B = sup T . 

设 F 是 A 的任一闭子集，则 F 同时是 B 的闭子集，因此 


S CT, 

由于任何一个集合的子集的上确界不超过这个集合本身的上确界，从而 sup 5 ^ 

supT , 是即 m^A ^ m ^ D . 

定理5 假如有 界集芯 是有限个或可数个集 Ejt 的和集 


E = ^2 E ky 

k 

那么 

mH ^ m m E k . 

k 

证明假如是一发散级数，则定理自真.今设级数是收敛 
的.对于仟意的正^ I 有如下的有界开集: 

Gk D Ek^ mGk < rn * Ek + ^ (A: = 1 ， 2, 3...). 

设 △ 是包含 E 的某一区间，则 AX ： G fc . 因此由 §1 定理3， 

k 



•E ( 


△EQ 



E 編 




k 


彡 yZ mG k < ^m^E k + e ， 


fc 


k 


因 e 是任意的正数，故由上式得到所要的结果 Zm ， E k . 

k 

定理6 假如有 界集五 是有限个或可数个不相重叠的集 Efc 的和集 


E 


/] E/c [EkEk ， = 0 ， fc 笋 fc ’)， 


k 


那么 


m 
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证明 


首先考察 n 个集 E u E 2 , … ， E n . 对于任意的正数 e ， 有如下的闭集八 : 


Fk C Ek^ mFk > m ， E k - (A: = 1 ， 2 ,… ， n). 

n 


今 n 个集巧， F 2 ， … ，之间两两不相交，其和集 ^ 八是一闭集 . 由 § 2 的定 


理 6 ,得 


fc: 


w w v w « 

m^E ^ m ^ F k = ^ mFk > ^ m^E k - e. 


fc- 


1 


1 


因为 e 是任意的，所以 


m*Ek ( m^E. 


k 


这样，本定理对于五是有限个集的和集时已成立.假如五是可数个集的和集 
时，则因上式对于所有的 n 为真，所以 ^ 2 m.E k 是一收敛级数，并且 


mm 

^ m*Ek ( nuE. 


如果将 E u E 2 , 




两两不相重叠的条件除去，则定理 + 复成立.例如 


E , 




[ 0 , 1 ], e 2 




[ 0 , 1 ], E 




El + £? 2 i 


则 m,E 




1 ，而 m^Ei + m^E 2 


2 . 


定理7 设 E 是一有界集， △ 是包含 E 的区间，则 


m* E + m^/^E] 




mA 


证明 


对于任一正数 e ， 取闭集 F 使 


F C [△£■， mF > m^^E] — e. 


设 G = C A F ， 则 G 是包含 E 的有界幵集 . 利用 § 2 的引理，得 


m*E ^ mG = rnA — mF < mA — m^/\E] e. 


因 e 是任意的，所以 


m* E + m*[C △问彡 mA 


下面我们为得到与上式相反的不等式 : 


m m E + ^ mA y 


(*) 



mG < m*G + e. 

此外，集 F = C a G 又可写为 f = [ a , w n Cg , 它是一个有界闭集，这结果在此地 
是很重要的.又因 F c C a E , 所以 

^ mF = m △ — mG > m △- m*E — e. 

由于 e 是任意的，由上式即得 （*). 定理已证毕. 

推论设区间 △ 含有点集只，则 

m *[ C △司一 m *[ Ca ^ 1 ] = m*E — m ^ E . 

证明将定理用到点集 C a e 上，则得 

777 * [C a + m m E — mA, 

因此 

m*[C △五] + m^E = m* E mjC △句， 

由是即得所要求的结果. 


§4. 可测集 

定义如果有界集 E 的内测度和外测度相等， 则称五 是一个可测集.这时 E 
的内测度或外测度的数值就称作 E 的测度， 记为 mE •• 


mE = rrC E — m * E . 


§4 .可测集 
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这种测度概念的规定法归功于勒贝格，因此有时称这种可测集是“依勒贝格的 
意义是可测的”，或简称为 “( L ) 可测”. 

如果五不是可测集，则不能言其测度，那时 mE 就没有意义.特别对每个无界 
集，我们都认为是不可测的①. 

定理 1 有界开集是可测集，且新定义的测度与§1中所说的是一致的. 

这是§3定理1的直接结果.又由§3定理2,还可导出下面的 定理： 

定理 2 有界闭集是可测集，且新定义的测度与§2中所说的是一致的. 

又由§3定理7之推论 可得： 

定理 3 如果 £* 是含在区间 △ 中的有界集，则五和同时为可测或同时 
为不可测. 

比较§3的定理5与定理6 又得： 

定理 4 假如有界集五是有限个或可数个两两不相交的可测集的 和集： 


E = Ek {EkEk> = 0 , 7 ^ k 1 ), 

k 


则尺是一可测集，且 

mE = mEk 

k 

其证明从下面的一串不等式就吋 明白： 


mEk = < m^E ^ m*E ^ m*Ek — mEk . 

k k k k 

这结果叫做可测集的 完全可加性. 

在最后所证的定理中，我们假定被加集是两两不相交的.现在我们把这个限制 
除去，来讨论有限个可测集的和集. 

定理 5 有限个可测集的和集是一可测集. 

证明设 

n 

E = ^ E k , 

fc=l 

其中 E k , n ) 都是可测集. 

对于任一正数 e , 对每一个 A : 作如下的闭集巧及有界开集: 

F'k C Ek C mGfc — TriFk < — ( A : = 1, 2, • • • ， n ). 

n 

® 在本书第十七章里 p 了以将可测概念扩充到某些无界集上去. 
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置 

n. n 

F = J2F k ，G = J2G k , 

k=l k=l 

则 F 是一闭集而 G 是一有界开集，且 


FcEcG, 

从而得到 

mF ^ m^E ^ m*E ^ mG. (*) 

但集 G - F 是一有界开集 （W G - F =： G n CF ), 它是可测的.还有集 F 也是 
可测的.因 F 与 G - F 不相交，所以应用上一定理于 

G = F + (G - F), 

即得 

mG = mF 4- m(G — F), 

从而 

m(G — F) = mG — mF. 

同理得到 

m(Gk - F k ) = mGk - mF k {k = 1 ， 2,… ， n). 

因 G - F 与 Gfc - 凡都是有界开集，所以从 


n 

G-FC [(Gfc - A) 

fc=l 


及 §1 中的定理得到 

n 

m(G - F) < m(Gk - Fk) y 

fc=i 


由是 


n 


mG — mF ^ — mFk] < e 


k=l 


由上式及 （*)， 乃得 
He 是一任意的正数，所以 


m^E — m m E < e y 


m* E = ttuE. 


定理 6 有限个可测集的交集是可测的. 


证明设 


§4.可测集 
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n 

fc=l 

其中私都是可测集.设区间 △ 包含所有的五 fc ， 那么易见 






△私. 



两集 CaEa ： 与取，同时为可测，故由定理5,知 Ca £； 是一可 测集. 因此 E 是一 
可测集，这就是所要证明的. 

定理 7 两个可测集的差是一可 测集. 


证明 



E = E\ — 


其中玢与 E 2 都是可测集.设区间△包含玢及五2,则 


E 




E\ n Ca-E-2> 


因此由定理6得定理 7. 

定理 8 假设除了定理7中诸条件外，再加上 条件五 i 〕五 2 ,则 

mE — mEi — mE2 - 

证明显然， 

E\ — E E 2 (£■ : = 0 )， 

故由定理4， 

mE\ = mE + m 五 2 ， 

由是即得所要的结果. 

定理 9 假如有界集五是可数个可测集的和集，则五是一可测集 • 

证明设 

oo 

E = ^2 Ek. 

k=l 

置 


A\ = Ei, A2 = E2 ^ E\^ - • • 1 Ak = Ek — (Ei + • ‘ • + • • • ， 


则 


E — ^ Ak 

fc=i 


此式中的都是可测集，并且两两不相交.故由定理4,知 E 是一可 测集. 
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本定理假定 E 为有界，这条件不能去掉.例如私 t = [0, fc ], 其和集 f ^ E k = 

[0，+ oo ) 并非可测.（在定理5中， E 是有限个可测集的和集， 所以 E 为有¥这—条 
件是自然满足的 

定理10 可数个可测集的交集是可测的. 


证明设 

oo 

E=]jE ky 

k-l 

其中&都是可测集.因 E c 祝，故 E 是一有界集.设 △ 是任何一个包含 E 的区 
间，又设 

A k = AEfc (fc = 1 ， 2,3 ，. . .）， 


则 

OO oo oo 

E = AE = Al[E k ^ n(AE fc ) = n^ fc 

k=l fc=l fc=l 

易于验证 

oo 

fc=l 

由定理9,知 [: a E 是可测集.又由定理3,知 E 是一可测集. 
下面两个定理在函数理论中颇为重要. 

定理11 设 E u E 2， jE 3 , … 都是可 测集. 如果 


Ei C E 2 C E 3 C 




且五 


y ^ E k 为有界，则 


fc 


mE 




lim [mEn] 


证明 


容易明白， 点集 E 可用下式 表示： 

E = E\ + (£/2 — -^1) ^ {^3 ~ ^ 2 ) ^ (^*4 ~ ^ 3 ) + 






其中任何两项都不相交.由定理4及定理8, 


mE — rnEi + ^ m(^ + i - E k ) = mE\ + ^[mEk+i - rnEk] 


fc=l 


k 


根据无穷级数和的定义，上式可改写为 


一 1 


mE 


lim < mEi + ^^ [mEk^i — mEfc] > = lim mE 


h 


定理证毕. 


§5. 可测性及测度对于运动的不变性 
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定理12 设 e u e 2 ， e 3 ，… 都是可测集 ，五 = n 私.如果 

fc=l 


El D E 2 D 


籲 •镛 


7 


则 


vnE 


lim [ mE n ] 


证明 


这个定理易于归结为上一定理，事实上，任取一 包含玢 的区间 A , 则 


从定理11，得 


此式可以改 写为: 


故定理得证. 


Ca^I c C △ 五 *2 C c • • • ， 


Ca ^ 




X ^ Ca ^. 


k 


tti(Ca£?) 




lim [ th ( Ca 五 n )]， 


m △ — mE = lim [ m △ — mE n ] 


§5. 可测性及测度对于运动的不变性 


设>1和 B 是两个集，集中元素是具有某种性质的东西.如果有如下的一种 规则: 
对于 A 中任一元素 a ， 在 B 中有一个并且只有一个元素6与它对应，那么这个对应 
是将 Z 单值地映射于 B 上.此时 B 中任一元素不一定在4中有它的对应元素.映 
射的概念是函数概念的直接扩充.设 a € a 在 B 中的对应元素常记为 /( a ): 

6 = /( d ). 

此时称 b 为 a 的像，而称 a 为 b 的原像. 一 个元素6可能有几个原像. 

设是>1的一个子集， ZT 是中元素的像的全体（意即当 a e 4•时 
/( a ) e 又当6 € B •时，#中至少有一个 a 适合 /( a ) = b ). 此时称 R 为集肀 
的像，而写成 

= /(，). 

称#为 V 的原像. 

这是映射的一般概念.下面所讲的映射是一种很重要的特殊形式. 

定义1 设 IR 是实数的全体，是一个单值映射，当 x € R 时，得一实数 
< f ( x ). 如果对于任何两个实数: r 和 2 /，像点 if { x ) ^ ^ p ( y ) 间的距离常等于原像 x 气 y 
间之 距离： 

|p(x)-V?(y)| = lx-j/l 
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的话，则称此映射为一运动. 

换 言之： 运动是这样一种映射， R 中的点经运动后仍旧是 R 中的点并且原来任 
二点间的距离经运动后保持不变. 

运动概念的定义并不要求 R 中每一点是某点的像，也不要求 R 中不同的点有 
不同的像.但这两种情况均可由定义推导出来.其中之一可由下面定理看出. 

定理 1 设 ( p ( x ) 是一运动，那么当 rr / y 时 ( p ( x ) ^ 

事实上， 

I # ⑷- ^(2/)1 = |工-2/| /0. 

定理 2 a ) 若火 C 丑，则 C 

b ) P (¥&) = $ ^(^)- 

c) p a) = n^(^)- 

d) (p{0) = 0 - 

本定理的证明可由读者自行完成.此地仅指出只有在证明 c ) 时要用到定理 1. 
下面三种映射都是 运动： 

I . ( p ( x ) = x-\-d (移动)； 

II. < p ( x ) = -x ( 反射 ); 

III. tp ( x ) = —x -(- d . 

R 中的运动除了上面三种之外（严格地说来只有两种，因为 II 是 m 的特殊情 
形）没有别的了.将这个非常重要的事实写成定理就是. 

定理 3 假如 ip ( x ) 是运动，那么或是 

( fi ( x ) = x d , 

或是 

( f ( x ) = —x -h d . 

证明设 

屮 (0) = d, 

则对于任何: r ， 

kw - 蜎= | x |， 

此式可以写为 

^p(x) = (― I)*)! + d [cr(x) = 0,1]. 

函数 a ( x ) 对于每一个 x ^ O 都有意义.现在要证 a ( x ) 乃是一个常数. 
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设 a ; 与 y 是如下的两点 ^ 0 ,y ^ 0 ,x ^ y . 

则 

咖) -_) = (-1 严 )0： - (-1 产) y ， 

或 

V?(x) - v?(y) = (-1 严)[工 - (-1) 〜], 

其中 p = a ( y ) — a ( x ) 是下列三数之 一 : 

p= 1,0, -1. 

由运动之定义，必须 

\ x - {- l ) p y \ = \ x - y . 

因此,或是 

x - {- \) p y = x — y ， 

或是 

x — (― 1) P 2/ = —X + y . 

第二种情形是不会发生的，因为从第二式会得到 

2 x = y[l + (- l ) p ], 

当/? == 土1 时 ，: r = 0;当 p = 0时，= 2/，这都是不可能的事 • 

于是，只留下第一种情形为可能，即 p = 0. 亦即 a ( x )= a ( y ). 

因此当 a ; / 0时 ， a ( a :) 是 一 常数： 

cr ( x ) = G (<7 = 0,1 )， 

因此 

( f ( x ) — (― l) a x + d . 

上式当 x = 0 时仍旧成立.从而定理得证. 

推论对于运动， R 的任何一点2/ —定是中某一点 a : 的像，这就是说:= 
R . 

事实上，如果 ip ( x ) = (一 l) CT x + d , 贝 lj y 之原像是 

x = (-l) a (y-d). 

如果 ip ( x ) = (— l) a x + d 一 个运动，则称运动 

c P - i ( x ) = (- ir ( x - d ) 
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是它的逆运动.这两个运动之间有关系 

咖 -1 ⑻1 = ^ 

换言之，如果 I 由运动 p 得到像 y , 则由运动 if -' y 之像是非常重要的事 
实是： 对于每一个运动存在着一个逆运动. 

定理 4 经运 动后： a ) 区间的像仍是区间，且测度不变；像的区间的两端的原 
像乃是原来区间的两端. 

b ) 有界集之像仍为有界集. 

证明 a ) 设区间 △ = ( a , 6). 经过运动 < f ( x ) = a ： + rf 它就变为区间 ( a-h d , 6 + d ) ; 
而经过运动 ( p ( x ) = -x + d 它变为 (d — b，d - a ). 在无论哪种情形下， 

m ( f ( A ) — b — a = mA * 

b ) 任取一个有界集 E •设 A 是包含五的一个区间，则 

cp ( E ) C sp ( A ), 

因此 if { E ) 是有界集.实际上，如 E 中所有的点 x 满足 N < fc , 则 ^ p ( E ) 中所有的点 
y 满足 | y | < k -\- \ d \. 

定理 5 经运 动后： a ) 闭集之像仍为闭集. 
b ) 开集之像仍为开集. 

证明 a ) 设 ^( F ) 是闭集 F 的像•设 2/ Q 是 < p ( F ) 之一极限点，又设 { y n } 是如 
下的一 列点： 

lim 2 /n = J / o , y n € V?(F). 

n—oc 

设 

^0 = ^ (?/o)i = l(2/n )， 

则 e F 因 

\ x n - x 0 \ = \ y n - yo \ } 

故 

Xji ― ► Xq ^ 

由于 F 是一闭集，必然有: r 0 € F . 因此， 


所以 cp ( F ) 是一闭集. 


2/0 = P ( 工 0) e ^p(F). 
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b ) 设 G 是一开集.置 

f = Cg , 

则 F 是一闭集，且 

G + F = G • F = 0. 

因此由定理2及定理3之推论，得 

+ ( p ( F ) = ] R , ( p ( G ) H ( p ( F ) = 0, 

是即证明 ip ( G ) 是闭集 ip ( F ) 的余集，所以 ^( G ) 是一开集. 

定理 6 有界开集之测度对于运动不变. 

证明设 G 是一*有界开集，则 ^ p ( G ) 也是一有界开集.设 Sk{k = 1，2,3,…）是 
G 的所有构成区间，则由定理4, (^(心）是 ^( G ) 的构成区间，而且易于验证，再 
没有其他构成区间.因此 

rwf ( G ) = rrup (6 k ) = = mG , 

k k 

此即所要证的结果. 

定理 7 有界集的内测度和外测度对于运动都不变. 

证明 a ) 设五 是一有界集.取任意的 s >0, 作有界开集 G 如下： 

G Z) E y TTlG <C 771* E £• 

因有界开集 < p ( G ) 包含集 P ( E )， 故 

m*(f{E) ^ rrt(f(G) = mG < E + e. 

因 e 是一任意的正数，故得 

m ^( E ) ^ 

由是，有界集经过运动，它的外测度不会增加的.这同时证明了它也不会减少的，因 
为否则逆运动要引起外测度的增加了.故得 

m 3¥ (p(E) = rrCE. 

b ) 设 A 是一个包含五的区间，则 #(△) 是一个包含集合 < p ( E ) 的区间.又记 

A — { j ^ E . 
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由关系式 


第三章 


E A = A , E C \ A = 0 

得到 

(f(E) 4- <^(>1) = ^(A), ip(E)n(p(A) = 0, 

由于 p ( E ) 是 ( f ( A ) 关于 ( p ( A ) 的余集，由 §3 的定理 7 得到 

m * ( p { A ) + m ^ ip ( E ) — rrup ( A )^ 

再由本定理的已证部分及定理4,得到 

m"A 4- rrim ^>( E ) = mA . 

意即 mME ) = m △- m *( C △五)，最后利用 §3 的定理7,即得 

m m < f ( E ) = m ^ E . 

推论运动后，可测集变为可测集，且测度不变. 

定义 2 假如有运动可使集 A 变到集 B ， 那么说4与 B 是 相合的 两集. 

利用这个定义，上述的结果可以写成如下的 形式： 

定理 8 相合的两集有相同的内测度和外测度.与可测集相合的集也是可测集， 
且两集的测度相等. 

§6. 可测集类 

在前两节§4及§5中所讨论的是关于某一可测集本身的性质.现在要详谈可测 
集类的性质. 

定理 1 有界可数集是可测的，其测度等于 0. 

证明设有界集五由点 

工1，工2，怎3， • • • 

所组成.设私是单独由一个元素以所成的单元素集 ，则应 显然是可测的，其测度 
是 o . 由等式 

OC 

E = Y, Ek 

fc=i 

和§4的定理4,即得本定理的证明. 

定理1之逆不成立，康托尔的完满集 P Q 是其一例. 


§6 •可测集类 • 75 • 

定义 1 假如集 E 是可数个闭集八的 和集： 

oo 

fc=l 

则称五 是一 型集. 

定义 2 假如集五是可数个开集的 交集： 

A:=l 

则称五 是一 G «5 型集. 

由§4中的定理9和定理10,得 

0 

定理2 F a 型或是型的有界集都是可测集. 

证明 对^型的有界集来说，每一个被加集都是有界闭集.有界闭集是可测 
的，故由§4的定理9,其和集也是可测的. 

今设五 是一 Q 型的有界集.取一个包含£；的区间△，则 

OO 

E=H(AG k ), 

fc=l 

此地 XG k 都是可测的，于是由§4的定理10, 即知五 是一可测集. 

定义 3 如果五是从开集和闭集经过有限次或可数次“和”与“交”的手续所 
生成的集，则称£ 是博雷尔集. 又称有界的博雷尔集是 可测的. 

例如馬型或型的集都是博雷尔集. 

由定理2即得下面的定理. 

定理 3 凡 （丑） 可测的集是 （ L ) 可测的. 

本定理之逆不真.事实上， 存在着 （ L ) 可测的集而不是 （5) 可测的.首先举这 
种例的是不幸早夭的苏联数学家 M . 苏斯林 （ M . 凡 CycjmH , 1894—1919). 他发 
现了一类非常承要的集，所谓 A 集.每一个 A 集（但假定是有界的）是 （ L ) 可测的. 
A 集类中包含着所有的博雷尔集，但比博雷尔集的类宽. 

然则是否存在有界集而不是 （ L ) 可测的呢？下面的定理 指出： 我们不能用直接 
计算来解决这个问题. 

定 g 4 设 M 是所有可测集所成的集，则 M 的势等于所有点集所成之集的 
势，即 M = 2 C . 


证明 显然的是 


W ^ T . 
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另一方面，我们任取一个测度为0,势为 C 的可测集£ (例如康托尔集几).又 
记 S 为五的一切子集的全体.因为测度为0的集，其子集的外测度也是0,所以一 
切子集都是可测集.因此 

S CM, 

但是由于 f = 2 C ， 得到蒜 > 2 C . 因此证得 


M = 2 C . 


定理 证毕. 

虽然如此，但是却有下面的定理. 

定理5 不可测的有界集是存在的. 

实例如下. 


不可测集的例子 


将 



2 


1 

， +5 


中所有的点按以下方法分类，两点 z 与％当 


x - y 是有理数时，且仅限于此时，称: r 与 y 属于同类.设 ： r e 


2, 


Jl 

+ 2 


将 


+- 中具有形式 x + r ( r 表 7 K 有理数）点的全体归为 一 类 K ( x ). 这样，对于 一 

个0：，有一类 K ( x ) 与之对应，特别地 ，X € K ( x ). 

其次可证不同①的两类 K ( x ) 和 K ( y ) 是不相交的.因为如果它们相交，那么必 
有 z e K { x ) K { y ). 因而 


2 = x + r x = 1 / + r y , 


其中~和 r y 都是有理数，故《导 


y = x + r x - r y . 


现在，假定则由 


t = y r = x + (r x ~ r y ^ r) = x + r\ 

% t e K(x), 从而 K{y) C K{x). 同理可得 K(x) C JK(y )， 因此 K(x) = K ( y ), 即 

与 K(y) 是同 一类， 此与假定相冲突. 

将给以上述的分类以后，在每一类中任意选定一点作为代表元素, 

这种点的全体记它做 A 下面证明4是一不可测的集. 

设[-1,+1]中的有理点的全体是 

^0 = 0, ri, r 2 , r 3 ， …， 

①“不同”是在集合论的意义上，即 K { x ) ^ K{yY 相反，完全有可能虽然 : r # y 却 K ( x ) = K ( y) y 
它们所确定的类没有区别. 


设 A 经移动 


§6. 可测集类 
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^k(x) = x + r k 

而得集 Afc . 若 a ; e 4贝 I ] ^ Pk ( oc ) e Ak ； 又若 : r e > U ， 则 x - r k G A . 特别是 4 0 = 
所得的集都是相合的，所以 （§5 的定理 8) 


先证 


为此首先注意 




m. A = a ， 


m^Ak 




mM 






(/c = 0,1 ， 2, • • •）• 


/5>0, 


⑴ 


2 y 


+ 2 




( 2 ) 


fc =0 


事实上，当 0： € 


5 , +5 


时: r 必属于上述分类中的某一类,设此类的代表元素是 


x 0 , 贝 IJ ： r - o : 0 是一个有理数并且一定含在[-1，+1]中，因此 


X — Xq 




rk , 


而 x e 于是⑺式得到证明 


由于 （§3 的定理 5) 


m 


灕 


5 , +5 


彡 m * 




fc =0 




fc =0 


即 


1 </5+/?+/?+ 


知 （ l ) 式是真的. 

另一方面，容易证明 


a 


0, 


事实上，当 n # m 时， 


A n A 


m 


0， 


何以呢？因为如果有点2 6 则 


^71 




z-r n 


和 ： r 


z — r 


m 


(显然是不同的）都属于 z 而代表不同的类.此事由 


⑶ 

⑷ 


一 ~ ^ m 一 疒 n 
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是一个有理数而知为不可能 • 由是，得 （4) 式. 

又对于任意的 fc ， 

. r 3 3 - 

m m 

(因为 x e Ak 含有 x = xo rfc, 其中 |xq| 彡 •， |r>| ^ 1). 由是 


oo 

fc =0 


3 3 

2 5 + 2 


由 （5) 式及⑷式，乂由 §3 的定理6,得 



3 


+ 2 







fe 二0 


(5) 


从而 

a + a + a + "* <3 ， 

故得 a = 0. 这就是 （3) 式. 

将⑴式和⑶式合并得 

m^A < rn*A y 

所以 A 是一不可测的集. 

• ■ 

附注如果我们不是从闭区间-1 +1出发，而是从任何一个具有正的测度 
的集 E 出发，施行同样的手续而给以分类，那么就知道五 中 存在着不可测的子集 A 

因此，凡具有正测度的集含有不可测的子集. 


§7. 测度问题的一般注意 

从§6的末尾，我们知道不可测集的存在，会产生勒贝格度量测定 ( mensuration ) 本身不好的 
念头.因此很自然地会发生下面的 问题： 是否可以将勒贝格测度定义加以改良呢？为了回答这个问 
题，首先我们把要讨论的问题说得明白-些. 

关于点集的测度问题可以从两方面来着手讨论. 

I . 较难的测度问题®对于任一有界集 E ， 要求给它一个非负的数作为它的测度，但须 
满足下列 条件： 

1. 如果 E = [0，1]，贝 ij fiE = 1 . 

2. 假如4与 B 是相合的两集，则 /xA = / xS . 

3. 假如 E 是有限个或可数个互不重叠的集 E fc ( A : = l ,2,.-.) 的和集，则 

= ^ Ek (测度的完全可加性) • 


® “较难的”及“较易的”测度问题的名词并不通用，这里只是为简便计才引进的，虽然自认并不 
很恰当. 


但是闭区间 


与10,11是相合的，并且对于任意的 fc ， 必须 


iiAk = = cr ; 


m m 

又集—誉，+誉是有界的，由第三个条件， 

W 锢 

1 < a + a + …< +oo ， 

此关系不论 a > 0或 a = 0都不能成立.定理证毕. 

与此相关联的是 

II . 较易的测度问题于 I 所述的三个条件中的条件3,将被加集的个数改为有限个，这就是 
说，将完全可加性改为有限可加性，则成较易的测度问题. 

对这个问题我们说出下面的结果，但是不加以证明 • 

定理2 ( S . 巴拿赫） 对于 R 1 和 R 2 两空间中，较易的测度问题有解，但是解法不是唯 

一的. 

定理 3 ( F . 豪斯多夫） 若 n 彡 3, 则对于空间 R n 的较易测度问题也无解. 

上面的结果，其差异处在于“两集相合”的概念，“相合”的概念是与运动有关的.在高维空 
间，运动群的情形较为复杂，从而欲求其不变量，亦更困难. 

最后，我们谈谈几个在一定程度上能证实勒贝格的测定的考虑. 

假设我们对于较易的测度问题，已经有了适当的解答，那么从关系 A C S 得< /iB (单 
调法则)，这是由于//£? = M 因此，若 E 为单元素集，由于[0, 1] 中可以取出任意 

多个集与£；相合，故 E 的测度一定是 0. 

由是,任意有限集的测度 M 等于 0,因此， 

譬 

fi(a^b) = /i(a, b] = /x[a, b) = )u[a, b). 


. 测度问题的一般注意 


79 


此地我们仪是就一维空间 R 1 提出上述问题：事实上这个问题可以扩充到 R 2 , 乃至一般的 
维空间 R n . 自然，那时条件1中的 [0, 1] 必须改为正方形 [0,1; 0,1], 乃至 n 维空间的单位立 


方体 • 


但是容易证明下面的定理. 

定理1 较难的测度问题甚至对于 R 1 空间，也没有 解法. 

证明 在§6,我们曾经作出了一系列不相重叠而是两两相合的不可测集 


Aoj ^2, 




1 ll 4 「3 3' 

r + 2 ~2 , + 2 - 

J 1- ■— it L - 


如果对于所有的集，较难的测度问题可解，那么从上式，可得 


^ + 2 




， +墨 

_ 



+ 


i. 


112 

I 

_ _ 
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其次，从关系 


得 



从此可以导出长度为有理数的闭区间 [ a , b ] 的测度是6 - a . 又由测度的单调法则，对于任何闭区 
间 [ a y bl 得测度 

秦 

/ x [ a , b ] = b — a . 

由是，假如开集 G 是由有限个构成区间所组成，那么 


\xG = mGy 

如果 G 由可数个构成区间所组成，则 

^ mG. 

对于解决较易的测度问题，嚴自然的方法是使有界开集的测度/ X 等于它的构成区间长的和 
(由上所述，只需对由无穷个区间构成的 G ， 要求由巴拿赫定理的证明可知，具有 

上述性质的方法是存在的（因此，我们在此地承认它而不卩证明).今称之为“正规”方法，由是可 
证下面的定理. 


定理 4 若以“正规”方法解决较易的测度问题，则可 测集五 的测度 / i 五等于勒贝格测度 

mE. 


证明由“正规”方法的意义，有界开集 G 的测度等于勒贝格测度 mG . 因此对亍所有有 
界闭集有下面的 等式： 


fiF = mF. 


如果有界集石含有闭集 F 而又含在有界开集 G 之中，则从单调法则 


得到 


定理证毕. 


mF ( f^E ( mG 

m.E ( fiE ^ m* E, 


§8. 维塔利定理 

定义设五是一点集， M 是闭区间所组成的集（但其中每一个闭区间不退缩 
为一点).对于五中任一点: c ， 及任一正数 e ， M 中有如下的闭区间 d : 

x E ： d y md < £y 


此时称点集 E 依照维塔利的意义被 A / 所覆盖. 



§8. 维塔利定理 
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这就是说：如果五中每一点必含在 M 中任意小的一个闭区间中的话， 则五依 
照维塔利的意义被 A / 所覆盖. 

下面的定理在函数论中常被用到. 

定理1 ( G . 维塔利）如果有界集五依照维塔利的意义被一闭区间集 M 所覆 
盖，则从 M 可以选出有限个或可数个闭区间{4}，使 


dkd{ = 0(k ^ i), 


m * E — dk — 0. 

_ k _ 


换句话说，闭区间是两两不相交的，且除一测度为0之集而外， 覆盖 E . 
下面的证明属于 S . 巴拿赫. 

证明 m 为 e 是一有界集，可以取一个包含五（因它是有界的!）的区间 △. 将 
M 中的闭区间不完全含在 A 中的全部除去. i 己剩下来的闭区间的全体为 ( M 0 
中的元素取自 M 中的闭区间，但每个闭区间全部含在△中) . 依照维塔利的意义， 
Mo 也覆盖 E . 

于中任取一闭区间也.如果五 c 屯，则问题已解决.否则我们可依照下面 
所述的规则导出一列闭区间 {厶1 设 


di ， c ?2， 办， •…， d n 


是已经取好了的两两不相交的闭区间.如果 

n 

Ec ^ d k , 


则手续完毕而定理得证.如果 

n 

E — ^2 dk 弄 0 



( 1 ) 


( 2 ) 


则置 

TI 

F n ~ > : dk , G n 二 △ _ Fn 

k~l 

来考虑所有含于开集中的那些闭区间的全体 Mo •由 （2) 式，必存在这样一些闭 
区间，这种闭区间的长是有界的（因为均不大于 mA ). 设此种闭区间的长的上确界 
是匕，在中取一个如下的闭区间 

md n ^.\ > — ⑶ 

显然的，这种闭区间与 （1) 式中任一闭区间都不相交. 

①因为闭区间集 Af 的闭区间 不退— 为点，故 ‘ > 0. 
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如果此手续至有限次而止，则定理的证明已毕.否则的话，得到一列两两不相交 


的闭区间 


(h, ^2, 




⑷ 


我们将证明这一列闭区间正合于我们的要求.也就是说: 




(E-S) 




0, 


⑻ 


其中 


S 


E ‘ 


1 


为此目的，对于每一个厶作闭区间 A , 与厶有相同的中心，但是风的长 


是办的五倍 ： mDk = 5 mdfc . 

容易明白 


mDk < +oo. 


⑹ 


这是由于所有的闭区间厶是两两不相交且都含在 △ 中的，所以 


rndk ^ mA, 


⑺ 


由是得 （6) 式. 

要证明 （5) 式，只要证明 


E - S 


k—x 


对于任意的 i 成立好了.下面证明 （8) 式的成立. 

设 : r e E - S ， 当 a : € Gi 时（因 Gi 是开集)， M 0 中有 d 适合于 


x e d<z Gi 


⑻ 


关系 


d C G rt 


⑼ 


不能对于所有的 n 成立，否则上式将引出 


md ^ k n < 2 md n + i , 

另一方面从 （7) 式得 md n - 0,两者不相容.所以有 n 使 （9) 式不能成立，因此有如 
下的: 

dnF n / 0. (10) 
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设 n 是满足 （10) 式的最小数，则因 


dC\ F{ = 0 , 

M Fi c f 2 c f 3 c • ■ • ,显然的， 

n > i . 


根据 n 的定义， 
所以得到下面两事：第一， 
第二，由 dcG n . u 所以 

从 （11) 和 (12), 得到 

因之， 

于是 


dnF n 


0 ， dDF n ^0 


d n d n # 0; 


md < k n ^\ < 2md 


dcD n , 


OC 


dC^2 D k 





k=i 


所以 （8) 式成立，从而定理证毕. 

在应用上，将维塔利定理略为变动其形式更为方便. 


( 11 ) 

( 12 ) 


定理2 ( G . 维塔利）在定理1的条件下，对于任一正数 e ， M 中存在着有限 
个两两不相重叠的闭区间 di , d 2, …， dn 适合 



< £. 



证明如同定理1的证明一样，先取一个包含五的区间△.将 M 中的闭区间 
不完全含在 △ 中的全部除去，记剩下来的全体为 Mo . 那么依照维塔利的意义 Mo 
也覆盖 [ 应用定理1于 M )， 在 m q 中可以选出一列两两不相重叠的闭区间 { d k } 

适合 

，雇 

m * E — ^ : dk = 0. 

_ k _ 


如果此地的 {d k } 是一有限集，则定理已得证.假如 {d k } 是一无穷集，则由 
⑺式， 


E 


mdk ^ mA y 
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所以可取 n 适当的大，使 


71 



mdk < £ 


fc=n+l 


但是易见 


E 


E 知 


C 


fc 


OC 


E - YA 


k 




dk ， 


(13) 


fc=n 十 1 


由于上式右边第一项是一个外测度等于 o 的集，所以得到 


m 


拿 


W 

E — > : cik 


fc=l 


< £ 


第三章的习题 

证明下面的种种结果. 

1. 每一个完满集必含有一个测度为0的完满子集. 

2 •设乂 是一个具有正测度的可测集.则>1中必有两点: r 与 y ， 此两点间的距离是一有理数. 

3. 有界集 E 为可测的必要且充分的条 件是： 对于任一正数 e , 存在着一个闭集 F C £：，使 
m m (E — F ) < e (瓦莱-普桑 （ Valine - Poussin ) 的检验 法). 

4. 对于任一有界集芯存在着两集>1和月，力是&型， B 是型而适合于 ACECB , 

mA = m*/?, ttiB = m* E. 

5. 假如 >4 与 B 是两个无共同点的可测集，那么对于任一点集 

m * [ E(A + B )} — m m { EA ) + ( Ef 3), 

m ^[ E(A + B )] = m m ( EA ) 4 - m ^( EB ). 

6. 有界集 E 为可测的必要且充分的条 件是： 对于任一有界集火， 

A = m m { AE ) + (A - C ^). 

(卡拉泰奥多里 （ C . Carath 6 odory ) 的检验法） 

7 . 设丑为一集，如果任何区间必含有 CF 中的点，则五称为疏集.试作一个具有正测度的有 
界疏完满集. 

8 - 作一个含在 C 7 = [0, 1] 中的可 测集艮 使它对于任一区间 Act / 而有 

m ( AE ) > 0, m(A - ^ E ) > 0. 

OO 

9. 设 C 丑 2 C C …•若五 =D 是一有界集，则当 n — oo 时， 

lc=l 

m , E n — nC E . 

10. 凡能解答较易的测度问题的测度理论必使有界可数集的测度为 0. 


第四章可测函数 


§1. 可测函数的定义及最简单的性质 

如果对于集五中每一点 x 有一个数 / Oc ) 与之对应，那么我们称 f ( x ) 是点集 
E 上所定义的函数.我们允许函数值可以是无穷的，不过它们要有一定的符号，为此 
我们引用“非真正”的数 +oo 和 -oo. 这两个数与任何有限数 a 之间满足下面的不 
等式 

— oo < a < + 00 - 

我们规定它们如下的计算 法则： 

对于任何的有限实数 a, 

+00 土 tt = +00 ， +OC + (+00) = 十 00 ， +oo — (—oo) = 十 00 ， 

—oo 土 a = —oo, —oo + (—00) = —00, —00 — (+oo) = —oo, 

+ oo | = I — oo \ = 十 00 ， 

若 a 〉 0 ， 则 +oo • a = a (十 00 ) = +oo，—oo • a = a(—00) = —00 ， 若 a < 0 ， 则 

+oo • a = fl(+oo) = —00, —00 - a = a(—00) = +00 ， 

0 ( 士 00) = (土 oo )0 = 0 ， 

(+oo)(+oo) = (—00)(—00) = +00 ， 

(+oo)(—oo) = (—oo)(+oo) = —00 ， 

a ^ 


但是下面的一切记号 
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"hoo — (+oo )， —oo — ( 一 oo), +oc + ( _ 00). — oo + (+00 )， 


士 00 a 
士 00 ’ 0 


是没有意义的①. 

对于在五上定义的函数 / Or )， 我们用记号 


E(f > a ) 


表示五中的点满足 f ( x ) > a 的 a ; 之全体.同样可以了解 


E(f > 6 ), E{f = a), E(f ^ a), E(a < f ^ b ) 


等等记号的意义.如果 /Or) 的定义范围表示为其他字母例如 4 或尽那么同样也 
可用 


A {} > a), B(f > a ) 


等等记号. 


定义1 设 f ( x ) 是在五上所定义的函数. 如果五 是一可测集并且对于任意的 
a, E(f > a ) 也是可测集，那么称 f { x ) 是一可测函数. 

此地可测的意义是指着勒贝格意义的可测，所以（当欲强调这种情况时）这种可 
测函数也称为 （ Q 可测函数，或称函数是 （ M 可测的. 各集五 及一切 £；(/ > a ) 是 
( B ) 可测的，则称 /( rr ) 为（丑)可测的函数. 

定理 1 测度为0的集上所定义的函数常为可测. 


这是当然的事. 

定理 2 设 f { x ) 是在五 上所定义的可测函数.如果 A 先 E 的可测子集，则把 
f ( x ) 看作仅在>1上定义的函数时，也是可测的③. 

隹 

事实上， 


A(f > a) = fl E(f > a ). 


定理 3 设 f ( x ) 的定义范围是可测集五， F 是有限个或可数个可测集 Efc 的 


和集: 


E 




k 


若 f ( x ) 在每一 Efc 上可测，则 /(:r) 在 E 上也可测. 


①记号0 •(士 oo ) 和 （士 00).0 也时常被看作是没有意义的.但是为了方便起见我们确定它们的意 
义是 ()• 

⑦代 替这种较繁的说法,也可直接称 /( a ：) 是在 A 上可测. 


_ § 1 . 可测函数的定义及最简单的性质 _ .87. 

事实上， 

E ( f > a ) = Y ^ Ek ( J > ci ). 

k 

定义 2 设两个函数 /Or) 和 g(a:) 都是在集五上所定义的.假如 

爪 E[f ^ g ) = 0, 

则称 /(：E) 和 g(：C) 是等价的，用记号 

/(X) 〜 p(x) 

表 7K /(：r) 和 g ( x ) 是等价的. 

定义 3设命题 S 对于点集 E - E 0 中所有的点都成立.假如五0的测度是0, 
则称 S 在 E 上几乎处处成立，或称 S 在 E 中几乎所有的点成立. 

特别，税可以是空集. 

现在可以说，如果在£；上定义的两个函数是几乎处处相等的，那么它们是等 
价的. 

定理 4 设 f ( x ) 是在五上所定义的可测函数，又设贞: r ) 〜 /( a ：)， 则 g { x ) 也是 
可测的. 

证明 设 

A = E ( f ^ g ) } B = E - A , 

则因 mA = 0, B 是可测集.从而得知 /Or) 在 B 上是可测的.但是在 B 上而言， 
/(x) 和分 Or) 毫无区别，因此夕 (x) 在 B 上也是可测的.由于〆 x) 在力上为可测（因 
mA = 0), 从而 g ( x ) 在 E = >1 + S 上亦为可测. 

定理 5 如果对于可测集五中所有的点 /( x ) = c ，则 f ( x ) 是可测的. 

事实上，当 a < c 时， E(/ > a) = 尽当 a 彡 c 时 ，五 (/ > a ) = 0. 

应该注意的是：此定理中的 c 可以为 +oo 或 -oo. 

设 f ( x ) 是在闭区间 [a，6] 上定义的函数，如果 [a，6] 中有如下的有限个分点 

Co = a < ci < C2 < …< c n = b, 

使在区间 (c fc ,c fc+ i) (A; = 0，l，2，...，n — 1) 中 f { x ) 取常数值，则称 f { x ) 是一 阶梯函 
数.由定理5,得到下面的结果. 

推论 阶梯函数是可测的. 

定理6 设 f { x ) 是在五上所定义的可测函数，则对于任意的 a , 


E(f > a ), E ( f — a ), E ( f < a ), E(f < a ) 


都是可测集. 


证明 下面的等式是容易证明的： 

E(f^a)=f[E(f>a-^\. 

n=l 、 / 

从而得知五 (/ > a ) 的可测性.至于其他诸集的可测性，从诸关系式 

E(f = a ) = E(f ^ a )- E(f > a ), E(f 彡 a ) = E - E(f > a ), E(f < a ) = E - E(f ^ a ) 

可以导出. 

附注 设五是一可测集，如果对于所有的 a ， 集 


E{f ^ a ), E(f ^ a ), E(f < a ) (1) 


中至少有一个常为可测，则 / Or ) 在£；上是可测的. 

事实上，从等式 

五 (/ > a ) = (/ 彡 O 

n=l \ ’ 

知道： 如果对于任意的 a ， 五 (/ > a ) 是可测的话，则 f ( x ) 是一可测函数.相似的方 
法可以讨论其余的情形.因此，可测函数的定义中，集五 (/> a ) 可用⑴中任一个 
集来代替它. 


定理 7 如果 f ( x)AE 上所定义的可测函数， fc 是一个有限数，则 1) f ( x ) + k , 
2) fe /( x ), 3) _|， 4) 尸⑷， 5) (但 /(工）一 ◦) 都是可测函数. 

证明 1) 从 

E(f + fc > a ) = E(f > a — fc ), 

即得 f { x ) + k 的可测性. 

2) 当 A : = 0 时由定理 5 知 kf ( x ) 是可测的.至于对其他的 fc ， 可以从下列关系 

( e (/> 1 ) (k > 0), 

E(kf > a )=\ 

\ E ( f <^) ( k < 0 ) 


得出 kf ( x ) 的可测性. 

3) 从 

(E 


(a < 0 )， 


E{\f \ > a )= 


E ( f 〉 a ) + E(f < — a ) (a ^ 0), 
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知 I / WI 是一可测函数- 

4) 从 

f E 

E U 2 > a ) = { 

I E(|/i > 


知 / 2 ( x ) 是一可测 函数. 

5) 因 /( x ) # 0,故 


( a <0)， 
(a > 0)， 


E{f > 0) 


E a 





E(f > 0) • E 1 f < - 


E(f >0) + E{f <0) DE [ f < ^ 

a 


(a = 0), 
(a > 0)， 
(a < 0)， 


因此明白 


/ ⑻ 


的可测性. 


定理 8 在闭区间 E = B ] 上所定义的连续函数 f ( x ) 是可测的. 


证明首先我们证明 

F = E ( f ^ a ) 

是一 闭集设 抑为该集之一极限点，乂设〜€ F , x n —* Xoj 则从 f ( x n ) ^ a 以及 
f ( x ) 的连续性，即得 f ( x 0 ) ^ a . 因此吻€ F . 所以 F 是一闭集. 

再由 

E ( f > a ) = E - E ( f < a )， 


可知 E (/ > a ) 是一可测集.定理证毕. 


可测函数的定义表明，在不可测集上所定义的函数总是不可测的.但容易找到 
在可测集上定义的函数也有不可测的. 


定义 4 设 M 是五=[木 Bj 之一子集， 

( 1 x € M , 

^Pm(x) = < 

^ 0 x G £ — M . 

称⑷是集 M 的特征函数. 

定理 9 集 M 与其特征函数 cp M ( x ) 或都可测或都不可测. 

证明假如可测的话，则由 


知 M 是一可测集. 


M = > 0) 



其逆，如 M 是可测的话，则由 


1 0 (a ^ 1), 

M (0 ^ a < 1), 

E (a < 0) 


知是一可测函数. 

这里，我们顺便得到了一个不连续的可测函数的例子. 


§2. 可测函数的其他性质 

引理 1 设 / Or ) 与 p (: r ) 是 E 上所定义的两个可测函数，则 

E(f > g ) 

是一可测集. 

事实上,设有理数的全体是 

n , r 2 , r 3 , ••- 

则易于验证下面的 等式： 

oo 

E ( f > g )^ Yl Ei < f > r ^' E (9< rk) i 

k=l 

由此即得引理的证明. 

定理 1 设 / ⑷和 g ( x ) 是在五上所定义的两个有限可测函数，则 1) f ( x ) - 
9( x ), 2) f ( x ) 4 - g ( x )，3) f ( x ) - g ( x ), 4) ( 但 g ( x ) ^ 0) 都是可测 函数. 

证明 1) 因为 a - hp ( x ), 对于任意的 a , 是可测的，所以根据引理，五 (/ >a + g ) 
是一可测集.于是从 

E(f — g > a ) = E(f > a + g ) 

得到 f { x ) - g ( x ) 的可 测性. 

2) 从 

f ( x ) + g ( x ) = f ( x ) - [-殳⑷] 

知 f ( x ) -h g ( x ) 是一可测函数. 

3) 又从 

f ( x ) - g ( x ) = + g { x )] 2 - [ f ( x ) - ^( x )] 2 } 


. 可测函数的其他性质 
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和 §1 中定理 7, 即知 f ( x ) - g ( x ) 的可测性. 


4) 因 g ( x ) / 0, 所以 


/⑻ = 心 • 丄 

9 { x ) ~ g ( x ) 


是一可测函数. 


这个定理表示，对可测函数施行加减乘除的运算，并不会得出可测函数族以外 
的函数.下面的定理是就极限运算来说的. 

定理 2 设 / i ( x ),/ 2 ( x ),-.. 是在 E 上所定义的一列可测函数.如果对于每一 
点 X e E , 存在极限（有限或无穷） 




lim f n ( x ). 


则 F ( x ) 是一可测函数.（简言之，收敛可测函数列的极限函数是可测 的). 


证明 


对于任意固定的 a ， 两集 


aW 


E I fk > a 十 


m 


与处) 


n 硝 ) 


都是可测的.因此只要证明下面的等式 成立: 


E(F > a) 




E B 


设 x 0 e > a )， 则 F ( x 0 ) > a . 所以有自然数 m 使 F ( x 0 ) > a + — 成立•又 

、 , 771 


因 /fc (工 0) 


—> 


F ( x 0 ), 所以存在着 n ， 使当 fc > n 时， 


fk { x Q ) > a + 


m 


因此，对于所有的 X 0 e 于是 : To e B ^\ 自然是 : To € E B 以 .从而 


得到 


E(F>a)cy2B^K 




留下来的是要证明 


cE ( F > a ) 


(*) 


设 a：o € ^2 万义 1) ，则 z o 属于某一 因此，当 A : 彡 n 时 ，： To € 换言之，•当 


A : 彡 n 时 


/fc(Xo)>a+ m* 
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于上式，令 A : 无限增大，乃得 

F ( xo ) 彡 a + —， 

m 

从而 ■ F ( xo ) > a ， 即: Co € E(F > a ). 因此证得 （*) 式. 

此定理可拓广为如下的定理. 

定理 3 设 / i 0 r ),/2( x )， …是在 E 上所定义的一列可测函数.如果函数 F ( x ) 
使关系 

lim f n ( x ) = F ( x ) (**) 

n — ►oo 

在五中几乎所有的点成立，那么 F ( x ) 是一可测函数. 

证明 假设 A 是五的子集，在 A 中任何点 （**) 式不成立（在这种点 z ， 极限 
lim / n ( x ) 可能根本不存在).由假定，= 0,故 尸⑷ 在>1上是可测的.根据定理 
2, F ( x ) 在五 - 4上是可测的.所以 F (: r ) 在五 上是可测的. 


§3. 可测函数列、依测度收敛 


设 /( a ;) 和贞 x ) 是在五上所定义的函数， a 是一正数.本节研究的是下面两种 


形式的集: 


E {\ f - g \^ cr ), E (\ f ^ g\<aY 


假如 /(: r ) 和 P ( a :) 对于五中的某些 x 取同号无穷大，这时 f { x )- g ( x ) 就没有意 
义.严格地说，这些点不包含在任一集内.我们约定这种 z 属于集 E(\f - g \^ a )®. 
在这个规定之下，那么 


E = E(\f - g \^ a ) + E(\f - g \< a ). 

式中右方两个集没有共同点. 

定理 1 ( H . 勒 贝格） 设广⑷上⑷义⑷，…是在可测集五上所定义的几乎 
处处有限的可测函数列，若对于五中几乎所有的点 X , f n ( x ) 收敛于几乎处处为有限 
的函数 /( x ), 那么对于任何正数 A 有 

lim [ mE (\ f n - f \^ a )} = 0. 

n—oo 

证明首先，由 §2 的定理3,知道极限函数 f ( x ) 同样是一个在£；上的可测函 
数.所以，此地我们所涉及的那些集合都可测 

® 这种规定只偶然的 I 因为今后所讨论的函数是几乎处处有限的，而对于 E(\f - 9 |彡 a ) 只考 
察它的测度.由于 

E(f = 土 oo ) + E(g = 土 oo ) 

是一个测度为零的点，所以关于它作这样的处理是可以的. 


§3. 可测函数列、依测度收敏 
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设 


^ =五 (1/1 = +00)， 




mu \ 




+ c »), B = E(f n 不 


f ) 


Q 




A. + A n + B. 


则 


其次设 


mQ = 0 


E k (a) 




E(\f k -f\^a),M 


n r » 


k 


所有上述诸集都是可测集. 

因为 

Rl{^) D 尺2⑷ D 丑3⑷〕 ... ， 

故由第三章§4的定理12,当 n — OC 时， 


现在要证明 
事实上，如果 x 0 eQ y 则 


mRn^a) —► mM. 

Meg. 


lim f k (x 0 ) = f(x 0 ) y 

fc—OO 

且 / i ( x 0 ), /2(工0)， . • • 与其极限 /( x 0 ) 都是有限数.所以必有 n :当 fc 彡 n 时， 

\fk(x 0 ) - f(x 0 )\ < (J. 


换言之， 

x 0 eE k (a) (k ^ n ), 

因此 x 0 eRn((r). 自然， x 0 eM. 从而得到 （3) 式. 

由⑴与⑶式，得 mM = 0. 再由⑺式，得 


( 1 ) 


( 2 ) 

(3) 


mRn(a) — 0 (n — oo ). (4) 

因 E n (a) C Rn(a) y 故定理得证. 

附注所证得的结果 （4) 实在比定理中所要证的事实更强.这个结果在下面证 
明几 A 叶戈洛夫定理时要用到. 


定理 1 引导我们建立下面的定义①. 

定义 设 

/ l ⑷，,2⑷，,3⑷，… （*) 

是在可测集 E 上几乎处处有限的可测函数列，又 /(： r ) 是在五 上定义的几乎处处有 
限的可测函数.如果对于任一正数 C 7, 关系 

lim [ mE (\ f n - ^ cr )] = 0 

n — »oo 

成立， 则称函数列 （*) 依测度收敛于函数/⑷. 

这时，按照菲赫金哥尔茨的记号，写作 

/ n ( X ) - > f ( x ). 

利用依测度收敛的概念，上述勒贝格定理可以改成如下的形式. 

定理1 • 几乎处处收敛的函数列也一定依测度收敛于其极限函数. 

但是此定理之逆不真，由下例可明. 

例 对于每一个自然数 A :， 在半闭区间 [0,1) 上定义 fc 个函数 

/ l ( fc ) ⑷， / PW ， …，/广)⑻， 

它 们是： 



[特别， A (1) ( x ) = 1, XG [0,1)]. 将这些函数排成一列 

(^) = ,1⑴⑷，^2 (^) = / i 2) ( x ), if 3 ( x ) = / 2 (2) ( X )， V ?4( X )= 八⑶⑷， ... ， 

则函数列 ^ n ( x ) 依测度收敛于 0. 因为如果 cp n ( X ) = 则对于任意的不大于1 

的正数 <7， 

E (\^n\ >(^)= I) • 

但此集的测度等于 I 当 n — oo 时趋于 0®. 

k 


®jit 定义由匈牙利数学家 F . 里斯 （ F . Riesz ) 提出. 

③以上假定 a < 1，因当 cr > 1时， £(| vp n | 是一空集，所述不需证明. 
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但是，在 [0,1) 中任意一点 X C ， 关系式 


Wn ( 工 0) — 0 

并不成立.因为当 a；。e [ o ， i ) 时，固定 A ：， 必有如下的 i : 


工0 6 



从而 f ( i k ) ( xo ) = l . 换言之，当我们沿数列 


看下去，不论怎么样的远，总有等于1的数.所以 < p n ( x o )^0 不能成立. 

由是，依测度收敛的概念，较几乎处处收敛的概念为广，较处处收敛的概念更广. 
然则由 

fn{ x ) -> /(^) 

所定义的函数是否为唯一的呢？下面的定理2和定理3是这个问题的答案. 

定理2 假如函数列 f n ( x ) 依测度收敛于 /( x ), 那么 f n { x ) 也依测度收敛于等 
价于 f ( x ) 的任 一 函数 g ( pc ). 

证明对于任何正数 <7， 


E(\fn-9\>(T)CE(f ^g) + E(\f n - f\^ cr). 

因 mE(f 一 p ) = 0,所以从上式得 

饥五 ( l/n - g \>(^) <： rnE{\fn - /I > or), 

从而得定理之证. 

定理 3 假如函数列 f n (x) 依测度收敛于两个函数 /(: c ) 与 g(x), 那么 f(x) 等 
价于 g(x). 

证明当 a > 0时， 

五 (1/ ~9\>( T ) cE {\ f n 一 /| O + £7 (|/„ - p |>0, (*) 

因为点不属于此式右边任何一集时必不属于左边的集.从关系 


fn -^ /， fn == ^ 9 

可知 （*) 式中右边每集的测度当 n — oo 时趋于 0. 从而 


mE(\f - g\ ^ a) = 0. 
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由是，从 

芯 (/ — Wcf ； 尺 (|/ 一 . 9 |> 士 )，® (**) 

得到 f 〜 g . 定理证毕. 

由定理2和定理3,假如要依测度收敛的函数列的极限函数是唯一的,那么应将 
所有等价函数视为同一函数.此种规定在用到集合测度的概念来研究函数某个性质 
时常被采用.在积分学中亦可发现许多类似的例子. 

虽然依测度收敛的概念是几乎处处收敛的概念的拓广，但是还有下面的定理. 

定理 4 ( F . 里斯）若函数列{/ n ( x )} 依测度收敛于 f { x ), 则必有子函数列 


/m ⑷， /n 2 (x) ， /n 3 (x),". (m < n 2 < n 3 < …) 

几乎处处收敛于 f ( x ).® 

证明取一列收敛于0的正数〜： 


G 1 > ( J 2 > C 3 〉 ••• • 

又假设 

W + ^2 + H - (Vk > 0) 

是一正项收敛级数. 

现在由下面的步骤来决定 { fn k ( x )} 的 下标： 

rt\ < n -2 < n 3 < • • • . (*) 

先取如下的自然数％ : 

mE(\f ni - /| ^ ai) < 7/1. 

这种 ni 是存在的，因为当 n — oo 时， 

(I In — ^ CTl) ~^ o. 

然后取如下的自然数 n 2: 

mE(\f n2 - /| ^ a 2 ) < t] 2 , n 2 > 

①在 （**) 中的 C 不能改为 = .因为例如点 a : 使/(岣= Wz ) = + OC 的并不属于左方的集，但是 
我们已规定 a ： 属于 E(\f - g \ ^ a ). 

® 在这里我们假定凡依测度收敛定义中所有的条件都已具备,例如函数的定义集是可测的， 
函数是可测的等等. 


§3. 可测函数列、依测度收敛 
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今证 （**) 对于 x E — Q 是真的.因为设邱€五 — 则 xq G Ri 0 . 故当 k ^ Iq 

时， 

x 0 € E (\ f nk 一 /| X 

因此， 

\fn k (x 0 ) - /( rc 0 )| < (T k (k ^ io). 

因 q — 0,所以 

/ n>t (工 0) ~* f (*^0 ) • 

定理证毕. 

上面说过，勒贝格定理是依测度收敛概念的基础.现在利用本定理,建立下面一 
个很重要的定理®. 


◎在较少的条件下 K . 赛维里尼 （ K . Ce B epHH M ) 也证明了这个结果. 
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定理5 ( 几屯 叶戈 洛夫） 设在可测集£上已给一列几乎处处有限的可测函 
数： fi ( x ), f 2 ( x ), f 3 ( x ) r - ,且它们几乎处处收敛于几乎处处有限的函数 f ( x ) 

lim f n ( x ) = /( x ). (*) 

n—♦oo 

在此假设下， 对于任一正数 S , 存在如下的可测集 E S C E : 

1) mE $ > mE — S . 

2 ) 在说上， f n ( x ) 一致收敛于 f ( x ). 

证明在证明勒贝格定理时 已证： 设 a > 0， 

oo 

凡》[則八 一 / l ^ a )， 

fc=n 


则 


TnRn ( a ) 0 (n — oo ). 


任取收敛正项级数 

m + 仍 + 仍 + • • • (Vi > 0) 


和正数列〜: 


〉巧 > 乃 > … ， lini(7i = 0. 


由⑴式，对于每一个自然数 i ， 有如下的自然数 A 使 mRn ^ cTi ) < rji . 
假如已取 io 使 

f ： Vi<S 

i=io 

(其中 (5 乃是定理中所表述的5)，又记 


( 1 ) 


e = 〉: Rni (^ i )* 



那么 


me < 8. 


现在证明 



就是适合 1) 及 2) 的一集.因为 mEs > mE-S 是明 显的； 所以只要证明 / n ( x ) — f ( x ) 
在说上一致地成立就行了. 

对于任一正数 e ， 取 i ， 使满足 


《 >《0， 


§4. 可测函数的结构 


现在要证明， 当 k 彡 m , 对于所有的 : r € 於， 成立 

\fk(x) - f(x)\ < e. 

事实上， x €五5时工百 e. 因此， xeRn t ( ai ). 

换言之，当 fc > rii 时， 

x^E(\fk — f\ ^ <t*)» 

这就 是说： 

\fk{x) - f(x)\ < (Ji (A: ^ rii), 

从而 

l/fc ⑷ — /( 工 )| < S ^ Tli), 

此地的叫只与 e 有关而与 z 是无关的，所以在说上， fn ( x ) 一致收敛于 f ( x ). 


§4. 可测函数的结构 

在研究某种函数时，必然会想到下面的 问题： 可否将该函数用更简单的函数来 
表示，或是来逼近。 

例如代数问题中多项式的因子分解，有理数之化为即约分数，以及将连续函数 
用幂级数或三角级数来表示，等等，都是将原来的问题简化形式的例子. 

在本节中，我们要讲用连续函数来逼近可测函数的几个定理，也就是对可测函 
数来解决类似的问题.由这些定理可以明白可测函数基本的结构性质，详见下面定 

理 4. 

定理1 设 f { x ) 是在五上所定义的几乎处处有限的可测函数，那么对于任意 
的正数 e ， 存在一个如下的有界可测函数 g ( x ): 

馨 

mE{f ^ g ) < e . 

证明置 

A k = 五(|/| > *：)， Q = E (\ f \ = + oo ). 

则由假设， mQ = 0. 但由关系 

A \ D A2 D As D ••- 

oo 


lim mAh = mQ — 0. 

k—OO 


得（第三章 § 4 定理 12) 
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所以有 fc 0 使 



今在五上定义如下的函数 g { x ) : 


< £. 



X e E - 

工 € 4fc 0 ， 


函数贞 X) 是可测的，并且是有界的.事实上 

\ g ( x )\ ^ / c 0 . 

^(/ 7^ ff ) — 


定理证毕. 

这个定理 表示： 任一几乎处处有限的可测函数，如从它的定义范围除去一个测 
度任意小的集，成一有界可测函数. 

定义设/⑷是在 E 上定义的函数.设 x 0 e E ， f ( x 0 ) ^ 士 oo . 在下面两种情形 
之下： 1) x 0 是五的孤立点； 2) a : 0 €五 ’， 当〜 ► x 0 , x n e E 关系 f { x n ) —> f { x 0 ) 
常成立，称 f ( x ) 在点 x G 是连续的. 

如果 /( x ) 在£；上每一点连续，则称/⑷在五上连续. 

引理1 设 F 1 , F 2 , -' , F n 是两两不相交的 n 个闭集，在它们的和集 

n 

k=l 

上定义函数 v ?( x ). 假如 tp ( x ) 在每一八上取常数值，那么 p (: r ) 在 F 上是连续的. 
证明设 xo € F\xi — > xo,Xi € F . 

因 F 是闭集，所以 : ro e K 因此必有含有: r Q . 又因八之间两两不相交，所 
以如果 fc / m ， 则 x 0 eF k . 又因八为一闭集，所以: ro 必非八的极限点. 

由是，点列 {〜} 中，顶多只有有限个的点属于 F k {k + m ). 因此 { xi } 中的点，它 

属于 

-^lj -^2i • ' • - - > F n 

中某一个集的，其全体只有有限个.设是最后的一个，即当 i > io 时， 


^ -^rn • 


由假设，(^⑻在每一个凡上取常数，故当 i > i 0 时 


引理1由是证毕. 


= ( f { x 0 ). 
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引理2设 F 是含在 [ a ，& j 中的闭集.设 #(0：) 是在 F 上所定义的连续函数. 
那么在 [ a ,6] 上可以定义如下的函数 ^( x ) : 

1) tp ( x ) 是连续的， 

2) re € F 时， xp(x) = (f(x). 

3) max |^>( x )| = max \^p(x)\. 


证明设 [ a ,/?] 是包含 F 的最小闭区间.倘使要求函数 t /； (: r ) 在 [ a ,/3] 中有意 
义，那么置 

( 咖 )， x € [ a , a ), 

{ ^ P ( P)y X € (/3, b ] 

以后，就得到所要求的函数 rp ( x ). 


因此，不失一般性，我们不妨假设就是包含 F 的最小闭区间. 

如果 F = [ a , 6], 则定理不必证明. 若 F # [ a ，6]， 则 [ a ，6] - F 是有限个或可数个 

不相重叠的区间之和，其中任一区间的两端都属于 F [ a , 6]- F 的每个构成区间称为 
F 的余区间. 

今作 Ip ( x ) 如下： 当 : r € F 时，令 7 P { x ) = V ?(: r ), 在 F 的每个余区间上⑦分⑷是 

线性的.利用端点的函数值保持它的连续性.于是分 ( Z ) 在 [ a ，6] 上完全定义好了. 

现在要证明在 [ a ，&]上是一连续函数.显然的， [ a ， F 中的点都是连续 

点.今设 : to € F ， 可以证明 4( x ) 在 x 0 是左连续的（右连续的证明完全相仿). 

若 x 0 是 F 的某个余区间的右端，则 伽）在 x 0 为左连续，由 xjj { x ) 的定义就可 
明白. 

假设: r Q 不是 F 的余区间的右端.设 


X\ < X 2 < X 3 < 

是一列收敛于: TO 的点列.如果 

•^n € F (ti — 1，2,3, . • • ）， 

那么利用 fOr ) 在 F 上的连续性，得 

0(X„) = ip(x n ) —*■ (p(x 0 ) = Ip(x 0 ). 

今不妨就 

工 (72 = 1，2, 3, ...） 

时来讨论.此时々一定含在某一个余区间 ( X lif x 1 ) 之中，并且 Ml <邱（因为 x 0 不 
是任何余区间的右端).今设 

Xi < x k < H\ {k = 1,2, ••- ,ni), x ni+ i > /ii. 

® 更精确地说， 是在这些区间的闭包上. 
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则 x ni+1 又必含在另一个余区间 （ A 2 ， M2 ) 之中，并且< XO . 将此种手续继续进行, 
得到一列余区间 

( Ai ,/ ii ), (久2，//2)，(久3,#3)，…， 

这是顺次的自左而右的区间 A ! < Mi 彡 A 2 <// 2 彡…. 并且 

Xk € ( Ai , n % ) (k = rii 一 1 + 1， • •.， rii ). 


从 


得 

又从 

得 


X ni < /Xi < X 0 


/ii —► : r 。， 

Mi-1 ^ At < Xq 


Ai — ► X [ y . 

但是 \ 和 ~ 都是厂的点.由于已经说明的事实，知道 

limt/ ； (Ai) = \im Tp(fjii) = jp(XQ). 

由 xl ){ x ) 的定义，在 F 的每一个余区间内是线性的，所以 i >{ x k ) 的数值必介乎 
分 ( Ai ) 和 xlf ( fJLi ) 之间.因此 

lim ^{ x n ) = ^(^ o )- 

n—oo 

于是， 7 p ( x ) 是连 续的. 

由 rp ( x ) 的定义，在集 F 上， tp ( x ) 等于 ( f ( x ). 

最后，根据魏尔斯特拉斯定理，连续函数 | 训在上某一点一定取到最大 
值，即 max | V >(: r )|. 这种使 \^( x )\ 取最大值的点 一 定属于 F ] 因为 ip ( x ) 在 F 的余区 
间内是线性的.因此， 

max |^( x )| = max | y ?( x )|. 

引理完全证毕. 

定理 2 ( E . 博 雷尔） 设 f ( x ) 是在 E = [ a , 6] 上定义的几乎处处有限的可测函 
数.对于任何二正数 a 与 £, [ a , b ] 上有连续函数 tP ( x ) 适合 

mE(\f - ip \ ^ a ) < e . 

如果 |/( x )| < K , 那么可以选取上面的 tp ( x ) 使它满足 

\^( x )\ < K . 


§4. 可测函数的结构 
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证明 


先设 \ f ( x )\ ^ K . 


固定 o •与 q 取自然数 n ， 使 


K 


71 


< a 


置 


Ei 




E 


% — 


一 K < f < -K 

n n 


(i 




1 — n , 2 — n , , n — 1) 


E n 


E 


n 


n 


K^f^K 


上述诸集都是可测的，并且两两不相交.因此 


n 


[Ml 



Ei . 


l—n 


对于每一 个尽， 作如下的闭集巧 c 尽， 


mFi > mEi — 


£ 




2 n 



n 


F 



Fi 


n 


那么， [ a ,6 ]-F = 因而 


m [ a ，6] — mF < e . 


现在在 E 上定义如下的函数 ^( x ): 


( f >( x ) = — K 、 x e Fi (< = 1 — n ， …， n ). 

n 

由引理1， w ⑷在厂上是连续的， Mx )\ < 尺•当 : r e F 时（因只 c 尽)， 


K . 


|/( x ) - ( f ( x )\ < a . 

应用引理2,在 [ a , 6] 上作如下的连续函数 rp ( x ) :当 : r € F 时， ^ p ( x ) = ( p { x ), \ ip ( x )\ < 

由 

E{\f - ip \^ a ) (Z [ a , 6] - F , 


知 ^( x ) 即为所要求的函数.定理当 f ( x ) 为有界时，证明已毕. 

假如/⑷不是有界函数,那么利用定理1，可以作有界可测函数 〆 or ) 适合于 


£ 


mE(f j ^ g ) < 
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将关于有界函数的结果用到函数 p ( x ), 乃得上如下的连续函数 7 P ( x )： 

mE (\ g - rp \ ^ < r ) < |. 

由 

五 (1/ 一 tH > a ) cE(f ^ 9 ) + E(\g a ), 

知 7 p ( x ) 是一所求的函数. 

推论 对于在 [ a ,6] 上定义的几乎处处有限的可测函数 f { x ). 存在连续函数列 
1pn ( x ) 依测度收敛于 f ( x ). 

证明 取两个收敛于0的 数列： 

<7 l > CT 2 > (73 > • * * , < T n Oj 

> 石 2 〉£ 3 〉 • • • ， £ n ~^ 0 ; 

对于每一个 n 作连续函数分^化）使 

mE(\f - ip n \ ^ cr „) < e n . 

因为对于任意的 a > 0,必有:当 n 彡 no 时，<7„ < <7,对于这种 n , 

五 (1/ 一 > ( T ) C E(\f - Tp n \ ^ <7 n ). 

由是 

^ n (^) ^ /( 工). 

证明完毕. 

对于 {^ n ( x )}, 应用§3的里斯定理,存在着几乎处处收敛于 /( re ) 的连续函数列 
( O )}. 由是，得 

定理 3 ( M . 弗雷歇 （ M . Frechet )) 对于在 [ a , b \ 上定义的几乎处处有限的可 
测函数 f ( x ) } 存在几乎处处收敛于 f ( x ) 的连续函数列. 

利用这个定理，可以证明下面很重要的定理. 

定理 4 ( H . H . 卢津 （ H . H . JIy 3 MH )) 设 f { x ) 是在£； = [ a ,6] 上所定义的 
几乎处处有限的可测函数.对于任一正数有连续函数 < p ( x ) 适合 

mE(f 一 p ) < <5. 

特别 ，当 |/( x )| 彡 K 时，则可取上面的使它满足 


|y?(x)| ^ K. 


§5. 魏尔斯特拉斯定理 
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证明由弗雷歇定理，有连续函数列 


Pi(a ： ) ， P2(a ： ) ， W3(a：)，“- 

几乎处处收敛于 f ( x ). 又由叶戈洛夫定理，存在如下的集尽 5 , 


tti Es > b 一 a 一 —, 

△ 


在 e 6 中关系 

^ n { x ) f { x ) 

对 X — * 致地成立. 

由分析中一定理®，可知 /(: r ) 在说上是连续的.（并不是说将 /( a ：) 看作在 [ a , 

上定义的函数时 f [ x ) 在 E S 上是连续的，而 是说; 将 f ( x ) 看作在说上定义时是一 
连续函数). 

取及的闭子集 F ， 使 

mF > mEs — - - 

如果将 /(X) 看作仅在 F 上所定义的话，那么 /(X) 是一连续函数.再应用引理2,我 
们可以在 la ，6 j 上找到如下的连续函数 if ( x ) :当 : r 6 F 时， ^>( x ) 等于 f ( x ). 因此， 

E{f ^ y ?) C [ a , 6] - F . 

因 mE(f 所以 p ( x ) 是所要求的函数. 

如果 \ f ( x )\ < K , 那么对于 F 中的点 x ， 此不等式当然也成立.所以由引理 2 , 
有如下的 | v ?( x )| ^ K . 

定理因此完全证毕. 

卢津的定理可以改写为： 几乎处处有限的可测函数除了一个测度可任意小的集 
而外，乃是连续的. 有些著者③即借此重要性质来定义可测函数.不难证明这两种定 
义是等价的.后者特别指出可测函数与连续函数这两个概念有密切的关系. 


§5. 魏尔斯特拉斯定理 

在上一节中我们讲了许多用连续函数来接近可测函数的定理.现在再行深人一步.可先用多 

项式来逼近连续函数.然后用多项式来逼近一般的可测函数- 

为此目的，首先讲述魏尔斯特拉斯的定理.这个定理自身也是很重要的 • 我们依照 c . H . 伯 

恩斯坦 （ C . H . BepmnTeHH 或 S . N . Bernstein ) 的证法来说明它 • 

①对于在 [ a ，6] 上定义的连续函数列，如果一致收敛于 /( z ) 的话，则/⑷是连续的.普通书上 

对于此定理的证明虽只说到区间，实际上可以拓广之于任何集 . • 

® 参考 n . C . 亚历山德罗夫及 A. H. 柯尔莫戈洛夫： BBeaeHHe b Teopnio 巾 yHKUMii 

AeitcTBMTe^bHoro nepeMennoro- 
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引理1 对任一 X ，有下面的恒 等式: 


n 


Lctr fc (l - z 广 =1. 


k =0 


事实上，于牛顿二项式 


n 


(a + fer = ^C ； aV^, 


k=0 


S a = x，b = 1 一 x ， 即得 （1) 


引理 2 对于所有的实数 x ， 成立不等式 


n 




fc =0 


4 


证明将等式 


n 


^c^ = (i + 2 r 


A :=0 


关于 z 微分，再乘以 z ， 则得 


n 


kC ^ z k = nz(l + 2 ) 


71 


fc =0 


将 （4) 式关于 2 微分再乘以 z ， 乃得 


n 


k 2 CnZ k = 712(1 + nz)(l + z) n 


2 


k=0 


于（3)，（4)， （5) 式，置 


X 


Z = 


X 


后，再乘以 （1 _ X ) n ， 乃得 


n 






n 


〉: kC ^ x k (l ― x) n ~ k = nx , 


/ c =0 


n 


A ^ C ^ x^l — x ) n —= nx(l — x 4 - nx ). 


Ar =0 


以 n 2 a : 2 乘 （6) 式， -2 nx 乘⑺式， 1 乘 （8) 式，然后边边相加，乃得 


n 


— nx) 2 CnX k (l — x ) 


n — k 


= nx(l — x ) 


/c=0 


因此所要的不等式的证明，归结到证明 


x{l - x ) ^ - ® 


这是很明显的事，证明完毕. 


⑴ 


( 2 ) 


(3) 


⑷ 


(5) 


⑹ 


⑺ 


⑻ 


①由 4 z 2 — 4 x + 1 = (2 x — I ) 2 彡0即得 1 彡 4 x (1 - x ). 


§5. 魏尔斯特拉斯定理 
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定义 1 设 f ( x ) 是在[0, 1] 上定义的有限 函数. 称多项式 

B n ( x ) = 

为关于 f { x ) 的伯恩斯坦多项式. 

定理1 ( C . H . 伯恩斯坦） 假如 /( x ) 在 [0,1] 上是一连续函数，则当 n — OC 时, 



B n (x) -> f(x) (10) 

对 x —致地 成立. 

证明 设 

M = max |/(x)|. 

对于正数 e ， 有正数 h 当 | x " 一: c '| < <5时， 

|/0 r ")-/(®，) l < e . 


设 x e [ o ， i ]， 由⑴得 


n 


f(x)^^2f(x)C^x k (l^x) 


n—k 


k^O 


从而 


I«n(x)-/(X)| < E I ，⑸ - / ⑷卜％ - X 广 


k 


(ii) 


将下面的整数 A : = 0，1，2, …， n 分成 4 和 B 两 部分: 


当 


k 

- X 

n 


< ( 5 时 ， k e A, 


当 


k 


n 


x 


彡 <5 时 ， k G B. 


因此当 A : €4 时， 


f 


( 9 - 


/ ⑷ 


< £：， 


由引理1， 


? K 9 - 


若 fc e B ， 则 


/ ⑷ 


n 


cV(l-x) n - fc < e^2c! ： x k (l^x) n ^ k ^e^2c^x k (l-x) n ^ k = 6. (12) 


n—fc 


A 


fc =0 


(k 一 nx) 
n 2 S 2 


2 


> 1， 


由引理2,得 


⑴- 


/ ⑷ 


• C^x k (l - x) 


n—fc 




2 M 

^2 


Yl^ k -nx) 2 Cjx fc (l -x) n 


k 


D 


n 


^ ^ f^( k - nx) 2 C^x k (l - x) n ^ k < M 


n 2 S 2 


k~0 


2nS 2 


(13) 


总合（11)，（12)， （13) 三式，得 


M 


\Bn(x)^f(x)\<e ^^ 1 x e [0,1] 


取 n > 磊腦 


\^ n ( x ) - f ( x )\ < 2e , 


定理证毕. 


定理2 ( K . 魏尔斯特拉斯）设 f ( x ) 是在 [ a , 6] 上定义的连续函数.那么对于任意的正数 


£,存在多项式 P(X), 使不等式 


1/⑻一户 ㈤ 1 < e 


对所有 z € [ a , b ] 一致地成立. 


证明假如 [ a , 6] 




[0, 1】，则本定理是伯恩斯坦定理的结果•设 [ a ,6] / [0, 1】，则 j / 的函数 


f[a -f y{b - a)j 


在[0, 1] 上是连 续的. 所以有如下的多项式 Q ( y ): 


|/[a + y ( b _ a )] - Q ( y )\ < e , 0 < 2 / ^ 1. 

若 : r € [ a ， fej ， 则 € [0, lj ， 因此 

o — a 

，⑷( ㈢ )卜. 

所以， P { x ) = Q ( f ^) 就是所要的多项式. 

由魏尔斯特拉斯定理，博雷尔定理与弗雷歇定理都可改进它的形式，（但卢津定理不行!）例如 
弗雷歇定理可以写成 

定理3 ( M . 弗雷歇）设 f { x ) 是在 [ a ,6] 上定义的几乎处处有限的可测函数，那么存在一 
列多项式几乎处处收敛于 f ( x ). 

证明设 ( v ? n ( x )} 是几乎处处收敛于 /( x ) 的连续函数列.又设 Pn ( x ) 是如下的多 项式： 

|Pn(x) — <^n(x)f 〈丄 ， a ^ X ^ 6. 

n 

那么 { P n ( x )} 即为所要的多项式列.因为当 ip n ( x ) ^ /( z ) 时，当然 P n ( x ) -* / Or ). 定理证毕. 

对于博雷尔定理的改变，读者可以自行写出.（且可保持 | P n ( x )| ^ sup |/( x )| 的条件!） 
对于具有周期的连续函数，可以利用三角多项式来逼近.此事与定理2当然有密切的关系. 


定义2 称函数 



T ( x ) = 


A + / cos kx + bk sin kx ) 



为 n 次的三角多项式. 
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当 h = 62 =…= 6 n = 0 时， T ( x ) 是一偶函数，可以称它做余弦多项式. 

引理3 a ) 函數 cos k x 可以表为余弦多 项式. 

b ) 如果 T ( x ) 是一三角多项式，则 T { x ) 8inx 也是三角多 项式. 

c ) 如果 T { x ) 是一三角多项式，则 T(x 4 - a ) 也是三角多 项式. 

证明留给 读者. 

引理 4 设 /( x ) 是在 [0 ， tt 】 上定义的连续函数，则对于任一正数 e ， 存在余弦多项式： T ( z )， 
使不等式 

\ f ( x )- T ( x)\<s 

对0彡 X 彡 7 T 成立， 

证明将 /( arccosy ) 看作 y 的函数，则在【- 1 ，+ 1 ]上是连续的 • 因此，有多项式 乞 a k y k 

k=0 

使不等式 

n 

|/( arccosy ) - ^2 a k y k \ < e 

fc=0 

对于所有的[- 1 ， + 11 成立. 

若 x € [ 0 , 7T ], 则 cos ® € 卜 1，+1].因此， 

n 

1 /⑷一 E a *： cos fc x \ < e . 

*；=i 

由引理3, co S fc : c 是一余弦多项式.由是定理得证. 

推论假如具有周期 2 tt 的偶函数 f ( x ) 处处是连续的，那么有三角多项式 T ( x ) 使不等式 

|/( a :)- r ⑷ | <e 

对所有实的 a : 成立. 

事实上，在 [ 0 ， tt ] 中，有余弦多项式 T ( x ) 使上式成立.现在/⑷与 T ( x ) 都是偶函数，因此, 
上式对 a € [- 7T , 0] 也成立.最后，由于 f ( x ) - T ( x ) 的周期性，不等式处处成立. 

定理4 ( K . 魏尔斯特拉斯）设 f ( x ) 是一个周期为 2 tt 的连续的周期函数，那么对于任一 
正數 e ， 必有三角多项式 T ( x ) 使不等式 

\ f ( x )- T ( x)\<E 

对所有 a : 成立. 

证明由引理4,对于偶函数 

/⑷ + /( - ®)， [/⑷ _ /(- x )] sinx , 

有如下的三角多项式7\(0：)和 T 2 (x) : 

礞 

/( x ) + f (- x ) = Ti ( x ) + ai ( x ), [ f ( x ) - /(- x )] sinx = T 2 ( x ) + a 2 ( x )， 


其中 


l a 2(x)| < |. 

对于上面的两个等式，第一式乘以 i sin 2 x , 第二式乘以 isinx , 然后边边相加得到 

f ( x ) sin 2 x = T 3 ( x ) + p { x ), \(3( x )\ < 

其中 T 3 (x) 是某一个三角多项式. 

这样的结果对于任何一个连续的周期函数是真的.因此对于函数/ (x - |)也是真的.今设 

/ (x - 吾 ) sin 2 a: = r 4 ( x ) + 7( 工 )，|7 ⑷ I < !• 

于此，将 x 换以 a ;+ 吾，乃得 

/( x ) cos 2 x = T 5 ( x ) + <5( x ), |^( ic )| < |. 

因此， 

/(X) = T 3 ( x ) -h T b { x ) + (3{ x ) + Six ), |/?( x ) -f <5( x )1 < e . 

由是得到所求的三角多项式 T 3 (x) + T 5 (x). 

此刻我们虽然没有把定理4联系到可测函数的理论，但是以后将会看到，这个定理是非常重 
要的. 

第四章的习题 

1 •若 /n(x) /(X )， g n ( x ) => 分 ( a ;)， 则 fn ( x ) 4 - 9rt(x) =» /(X) + ^( x ). 

2 . 设 /n(x) /(x), g ( x ) 是几乎处处有限的可测函数，则 

fn { x ) g ( x ) => f { x ) g { x ). 

3. 对于在中每一点趋向于 + oo 的函数列，建立叶戈洛夫的定理. 

4. 存在以多项式为项的级数 Pl (; r )+ p 2 (: r )+ p 3 ( a :) + ... 具有下列的 性质： 对于在 [ a ,6] 
上所定义的任何一个连续函数 /( a :)， 可以将此级数由项的归并（但不变更其顺序）使级数 

oo 

^2\ Pn k + l ( x ) + • • • + Pn k ^ x ( x )] 在 [ a , 6] 上一致地收敛于 f ( x ). 

1 

5. 几乎处处有限的可测函数列 / iOr ),/ 2 ( x )，... 要它依测度收敛的必要且充分的条 件是： 对于 
任何正数 cr 和 e ， 有如下的 N :当 n > N , m > iV 时， 

mE(\fn - fm\ ^ a) < £ 

( F . 里斯) ■ 

6 . 在博雷尔和弗雷歇定理中，假设定义的闭区间是 [-7 r ,+7 r ], 那么在所述的结果中可以用三角 
多项式代替连续函数. 
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7. 可数个可测函数的上确界函数是可测函数. 

8. 如果对于任意固定的 n ， 当 4 oo 时 

炉)⑷ =>/ ( T ° w ， 

而当 n — oo 时有 

f ( n \ x ) f { x) y 

那么在集合 { fi n \ x )} 中可以选取函数列依测度收敛于 f ( x ). 

9. 在上题的叙述中，如果将所有依测度收敛改为普通的收敛，则所述不真. 

10. 设/⑷是在五= [ a y b ] 上所定义的几乎处处有限的可测函数.那么 [ a , 6] 上有如 T 的单调 
减函数 5 ⑷：关系 mE(g > x ) = mE(f > x ) 对于仟何实数 x 成立 • 

11. 设 /( t ) 是在 E = [ a ,6] 上所定义的几乎处处有限的可测 函数. 那么有唯一的数/ I 使两关系 

mE (/ b —^ 和当 H > &时 mE(f ^ H ) < 

都成立 .（ JT . B . 康托罗维奇（几 B . KaHxopoBMM )). 
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§1. 勒贝格积分的定义 

0. 柯西所给出的、后来由 B . 黎曼发扬的老的积分定义可述如 下：设 f ( x ) 是在 
[ a , 6] 上所定义的有限函数.将 用分点 


xo = a < xi < X 2 < < x n = 6 

分成若干小区间，在每一个小区间 [ x fc , x fc+1 ] 中任取一点作黎曼和 

n— 1 

^ (工 fc+i -x k ). 

fc=o 


当 


A = max(xjk+i — x k ) 


趋近于 0 时，如果 (7 趋近于一个有限的极限/，而且 J 的数值是和 [ a , 6] 的分法以及 
^的取法都无关的话,那么称此极限 J 是 /( x ) 在 [ a ，6] 上的黎曼积分.用记号 



表示此积分.有时为了与其他积分区别起见，对于黎曼积分,写为 



存在着黎曼积分的函数称为依黎曼意义可积的函数或称为（丑）可积函数. / Or ) 
为 （ H ) 可积的必要条 件是： f ( x ) 为有界 函数. 
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柯西早已证明连续函数是（只）可积的.但是也有 （ H ) 可积的不连续函数.例如 
单调不连续函数是（丑）可积的. 

我们也容易找到有界函数而不是 OR ) 可积的.例如在 [0,1] 上定义如下的函数 

7 p ( x ) (称为狄利克雷函 数)： 

当: c 是有理数时， ^( x ) = 1, 

当 a ： 是无理数时， ^( x ) = 0. 

这个函数不是 （/?) 可积的，因为如果取所有的^均为有理数则 (7 = 1 , 如果取所有 
的“均为无理数则 CT -0. 

这样看来，黎曼积分的定义有本质上的缺陷——甚至一个很简单的函数都不能 
够积分. 

不难弄清事情的原委. 

事情是这样的：黎曼和的作成，乃是将 [ a , 6] 分成 [ xo , Xi ], [ xi , X2 ], - - - , [ x n _ i , x „] 
有限个小部分（今以 e 0 ,ei » * * * ? e n _i 记之)，在每一个 eit 中选取一点“，作乘积 

f { ik ) me k 的和： 

71 — 1 

g — > : / (Cfc) 爪 efc. 

fc =0 

假如 (7 有极限，而此极限与“的取法无关的话，黎曼积分才存在.换句话说：此时 
e fc 中每一点: r 都可以取作心，而这种点的改变要对于 a 不起显著的作用.这件事 
情，只有当 /( a ) 由 a 的改变所造成的差极微时才有可能 . \m e k 中不同的各点是 
根据什么合并成一个集的呢？只不过是因为 A 是很小的闭区间 e fc 中相 
异的点彼此很接近而已. 

如果函数 f { x ) 是连续的话，那么当 a : 的两值很相接近时，它们所对应的两函数 
值也很相接近.所以当^在^上变动时， a 的变化甚小.但是对于不连续函数，情 
况就大不相同. 

换言之， A 的构成是这 样的： 只有当 /( x ) 是连续函数时，才可以拿 /( 心）来代 
表函数在上的数值. 

因此，黎曼积分的定义可以看作专门为连续函数而作的，对于其他的函数偶或 
也可适用.不过以后我们将要看到，（只）可积的函数不能“太不连续”. 

为了要把积分这概念推广到更多的函数上去，勒贝格提出了另一种积分的方法. 
这方法不是根据不同的 x 在 Oz 轴上很靠近这样一种无关重要的情况而取入同一个 
e fc , 而是把函数值很相近的: r 取入同一个勒贝格将 [ a , 6] 中的点给以如下的 分法: 
设 f ( x ) 的一切函数值介乎 A 与 S 之间.于 [ A , B ] 中插人分点 

A — yo<yi < ••• < y n = B y 


而令 


e；t = E(yk ( f < Vk + i )- 
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假如 糾+1 -办很小，那么显然的对于同一点集 e fc 中的两点，所对应的函数值也甚 
近.它与黎曼手续的不同处，乃是^中的相异两点 x 在 Ox 上可以相距很远. 

特别，在上取讲当作代表的函数值，那么所对应的和就是 


-me k . 


k=0 


现在我们把这个问题讲得更准确一些. 

假设在可测集£；上定义了一个有界可测函数/( X )，并且 


A < f(x) < B. 


⑴ 


将 [ A ， B ] 用分点 

y Q = A < yi < y 2 〈… < y n = B 

分成若干小部分，而对于每一个 [ y k ^ y k + l ) 定义如下的集： 


ek 


E{yk < / < Vk+i) (A: = 0,1， • • • ,n- 1). 


那么容易证明，具有下列四个 性质： 

1) 集 efc 是两两不相交的.即 ekek > = 0 (k ^ ^). 

2) 每一个 a 是可测的. 


1 


3) E 



fc =0 


-1 



4) mE = 

今引人勒的小和 


与大和 


71—1 


^ Vkme k , 5 = ^ y M me k 


fc =0 


fc = 0 


置 


A 


ax(?/ fc+ i - ?/ fc ), 


则 


0 ^ 5 — s ^ XmE. 


( 2 ) 


勒贝格和的基本性质如下: 


引理 


对于 [ A } B ] 的某种分法，其对应的勒贝格和设为％与灸.再加上一个 


新的分点孓从而得到新的勒贝格和是 s 与 S 1 ， 那么 


沒 0 < 沒 ， S $ Sq • 


©也分别称为勒贝格下和 s 与勒贝格上和 


第5版校订者注 
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换言之，当分点增加时，小和不减少，大和不增加. 

证明设 

Vx<y < 3/ i + i - (3) 

那么当/ i 时，对于新的分法而言，[如，说 +1 )和以并无变动，但是 [ yi , y i+1 ) 却分 
成 

[2/ “穸）与 [ y ^ yi + i ) 

两个部分.即将&分成两集 

— E{yi < / < 2 /)， €.'1 — E{y ^ / < 2/*+i)• 

显然的是 

ei = e\ + e", e:e:’ = 0 ， 

且 

mei = me\ + me^. (4) 

因此，将 s 0 中的 yimei 换作 yiTne [ + yme ^ 就得到 s •由 （3) 与 （4) ，得 


5 > So . 


同样可证 S 彡 So . 

推论任一小和 s 不大于任一大和 <5. 

证明任意取两个 [ A , B ] 的分法 I 与 II ， I 所对应的小和与大和是 Sl 与 &，II 
所对应的小和与大和是 s 2 与 5 2 . 

将 I 与 II 中一切分点合并起来，组成一个分法 III .设 III 所对应的小和与大和 
是 S3 与由引理， 


•今 I 彡沒3， ^3 ^ ^2. 


由是，从 


53 ^ *^3 


得 

Si 彡夕2, 

证毕. 

设&是一个大和，则任一小和 . S 都满足 


S ^ 
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因此，所有勒贝格的小和全体 { S } 是一个有上界的集.设 f / 为其上确界： 

U = sup{s}. 

那么显然是 

u ^ So- 

由于灸是可以任意取的.所以上式亦即表示勒贝格的大和全体是一个有 
下界的集.今设 y 为其下确界； 

V = ini{S}. 

那么， 

s U 彡 F 彡 5. 

但是 

S — s ( XmE, 

所以 

0 ^ — U ^ \ttiE y 

因为 A 可以任意的小，所以 

u = v. 

定义 这两个相同的数 C 7 和 V 称为 f { x ) 在集丑 上的 勒贝格积分， 用记号 



表示它.如不致与别的积分混淆，可简写为 

f(x)dx. 

特别当五=时，惯用下面的 记号： 

b 

f(x)dx. 

由上所证， 凡有界可测函数依照勒贝格的意义是可积的 ——简称为 （10 可积. 

仅由此点大致可知 （ L ) 可积的函数范围比 （ H ) 可积的范围要广得多.特别是，许多 
与判定可积性有关的问题，到此就迎刃而解，不像在 （ H ) 积分中那样麻烦. 

定理1 当 A — 0时，勒贝格的小和 S 与大和5都趋于 
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事实上，从不等式 

5 < / f ( x)dx ^ 5, 

^ E 

S — s ^ XmE 

即得定理 i . 

由此定理，勒贝格积分的值与在其定义中所用到的数 A 和 B 是无关的.为什么 
呢？因为若设 

A < f ( x ) < B , A < f ( x ) < B m , 

并且 < R 将 [ A , B ] 分成 


A = y Q < < y 2 < < y n = 

并且假设是分点之一，即设 

B * = y m . 

那么由此分法作其对应的集，显然是 


e/c = 0 (k ^ m). 


因此得到 



其中'乃是由 [ A , B *] 所产生的勒贝格的小和.将分点加密然后取其极限，则由 
[ A ， S ] 与 [ A , B *] 所得到的积分值 J 与厂 是相等的，所以将 B 变动不会影响积分的 

值，对 A 来讲亦是同样.这个事实是很重要的，因为只有这样才使积分定义摆脱了 
取>1与 B 时的偶然性. 


§2. 积分的基本性质 

本节将要建立有界可测函数的积分的一连串性质. 

定理1 假如可测函数 f(x) 在可测集五上满足 

a < /(x) 彡 6 ， 

则 

a • mE ^ / f(x)dx ^ b - mE. 

Je 


即通常所称 的积分平均值定理. 
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证明 设 n 是一自然数，置 


则 



n n 

A < f(x) < D. 



因此，勒贝格的和可以从分割 [A,B] 作得. 
但是，当 


A ^：y k ^ B 


时， 

因此， 



A me *： ^ E Vkme k <： 


fc =0 


fc =0 


fc =0 


A - mE ^ s ^ B • mE. 


mefc. 


由是 

(a — $) mE ^ J f(x)dx < (b + i ) mE. 

由于 n 是任意的，故定理成立. 

由此定理,导出几个简单的推论. 

推论 1 如果函数 f(x ) 在可测集 E 上取常数值 c ， 则 

f(x)dx = c - mE. 

龜 

推论 2 如果 /( x ) 不是负的（不是正的)，那么它的积分也不是负数（不是正 

数). 

推论 3 如果 mE = 0,那么任何有界函数 /( x ) 在五 上的积分等于0: 

定理 2 设 f{x) 是在可测集上所定义的有界可测函数，而 E 是有限个或可 
数个两两不相交的可测集的 和集： 




则 




k 


(EkE k ^ = 0, k ^ k f ), 
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这个定理表明积分的 完全可加性. 
证明 先就两个集的和集 


E 




E 1 + E n {E 9 E n = 0) 


的情况证之. 


设在 E 上是 


A < f(x) < B y 


将 [ A ， 丑]用点 2/0, yi ， …， 1/ n 细分，作集 


ek 

4 


E{y k < / < yfc+i), e f k = E\y k 彡 / < 抑 +i )， 
E" (yk <： f < 2/fc+i )， 


那么 


从而 


ek 




4 + e f k (eK = 0)， 


一 i 


n 


1 


^ Vkme k = ^ ykme f k + ^ Vkme^ 


k-0 


fc =0 


fe =0 


令 a -> o 乃得 



f(x)dx = I f(x)dx + / f (x) dx • 

E JE f JE 9t 


这样，我们已经证明了被加集只有两个时的情形，用数学归纳法，也容易证明被 
加集是任何有限个时的情形.剩下来的是当 


时的证明.此时， 


所以当 n 


— > 


OC 时， 


今记 


E 




k 


raE 


Yl mE ky 


fc=i 



mEk 


0. 


(*) 


二 n+1 



E k 




/c=n+l 


那么由于当被加集的个数是有限时定理已证，从而 



n 


fdx 


E 



fc=l 


fdx + / fdx 

E k JRn 
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再由平均值定理，乃有 


A - mRn ^ / fdx ^ B - mR n 


回顾 （*) 式， 瓜 的测度当 n 增大时趋于0,因此得到 


fdx 


R 


于是证得 


fdx 


E 



fdx 


E k 


由此定理，导出下列几个推论. 


推论 1 假如 /( rr ) 和 g { x ) 是在集 E 上定义的两个等价的有界可测函数，则 


f f ( x)dx = / g { x ) dx . 
E J E 


事实上，如果 


A 




^ g\ B 




E(f = g) } 


则 mA = 0，因而 


▼ fdx = I gdx = 0 

A J A 


在集 s 上两个函数是相等的，所以 


'fdx = I gdx . 

B JB 


将上面二式边边相加即得 / f ( x)dx = / g ( x ) dx . 

J e J E 


特别， 


个等价于 0 的函数，其积分为 0. 


自然，最后一语之逆不真.例如在上所定义的函数 /( x ) 


/W 


+ l(x 彡0)， 
— l(x < 0), 


则① 



+1 


f ( x)dx 



f [ x)dx + / f { x)dx = — 1 + 1 

Jo 




0 , 


可是函数 f ( x ) 并不等价于 0. 
但下面的推论却是成立的 


①从 E 中除去一点，积分 / f(x)dx 的值不发生变化,所以函数在 [a,6) ， (a,6] 或 （ a ， 6) 上的积 

JE 

分，均不妨看作是在 [a, 6] 上的积分 , 一 律记作 / f(x)dx. 


§2. 积分的基本性质 
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推论 2 设 f ( x ) 是在五上不取负值的有界可测函数 • 如果 /( rr ) 在五 上的积 


分是0: 



f ( x)dx = 0 (/ ㈤ 彡0)， 


E 


则 f { x ) 等价于 0. 

事 实上，由于 


E(f>0) = J 2 E ( f >^ 


如果 / Or ) 不对等于0,那么有如下的 no : 


mE 



> 


n 0 


) = (T 


> 0. 


置 


A 




E f > 


no 


B 




E - A , 


则 



f ( x)dx ^ — cr , / f ( x)dx ^ 0 > 
A n O J B 


从而达到矛盾 



f ( x)dx ^ — a > 0. 
e n o 


定理 3 如果 f ( z ) 和 F ( x ) 都是可测集 Q 上所定义的有界可测函数，则 



[/( x ) + F ( x)]dx — I f ( x)dx + / F { x ) dx . 

Q JQ Jq 


证明 


设 


a < f ( x ) <6， A < F ( x ) < B 


将 M ] 和 [ A , B ] 用下面诸点 


a = yo < yi < 


會争參 


< y n = 6， A = Y q < Yi < 


# • • 


< Y n = B 


细分 • 



efc 


Q{Vk 彡 / < 2/ fc + i )， Ei = Q{Yi ^ F < Y i + i ), 


Ti y k = Eiek (i = 0,1， • • • ， TV — 1; A: = 0,1， • • • ， n — 1). 


则显然的， 


Q = y ^ T i } ky 
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而集 7 U 之间是两两不相交的.因此 



(/ + F)dx 


Q 



(/ + F ) dx . 


i，/c 


Ti. 


但是，在集上， 


Vk ^ Yi ^ f ( x ) + F ( x ) < 十 1 + Y i+l 


用平均值定理，得 


(Vk + Yi)mTi k < 



(/ + F)dx ^ ( yjt+i + Y i + i ) mT iik 




将所有这些不等式边边相加，乃得 


+ ^ f (/ F^dx ^ + ^i+l 

i，k JQ “ 


,fc 


和式 


》: yk^^Ti、k 


i，fc 


可以写成 


n—1 


N-l 


E mT iy 


k 


k 


i=0 


但是 



mTi > k 





i =0 



5>， 


k 


i =0 



^ Eie k 




ek^Ei 


m ( e k Q ) = me k , 


所以和式 （2) 可以写做 


y ^ yfcme fc . 


fc =0 


这是函数/( X )的一个勒贝格小和 s/ . 

同样的方法可以计算 （1) 式中其他的和，而得不等式 



«/ + sf ^ / (/ + F)dx ^ 5/ + Sp , 

Q 


⑴ 


( 2 ) 


( 3 ) 


此处所用的记号是不讲自明的. 

将及 [ A , B ] 中的分点加密，并将⑶取极限便得所要的结果.定理证毕 


§2. 积分的基本性质 
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定理4 设 f ( x ) 是在可测集£；上所定义的有界可测函数， c 是一个有限常数， 


则 



cf ( x)dx 



f ( x ) dx . 


证明 


当 


0时定理自真. 


今设 c > 0, 乂 < f ( x ) < R 将 [ A , B ] 用点％细分后，照通常那样作对应的 e fc , 


则得 



n — 1 


cf ( x)dx 



fc =0 



cf { x)dx 


但是在 efc 上， 


cyk ^ cf ( x ) < cy k +i 


由平均值定理， 


cy k me k ^ 



cf ( x)dx ^ cy k + ime k . 


关干 k 施行加法乃得 


cs ^ 



cf ( x)dx ^ cS y 


其中 S 与 S 分别表示函数/( X )的勒贝格小和与大和，取其极限即得所要的结果 

最后，设 c < 0,则由 


0 





[ cf ( x ) -f (- c ) f ( x)]dx 



cf ( x)dx + (— c ) / f { x)dx 

E JE 


得所要的结果. 

定理证毕. 

推论若 /( x ) 与 F ( x ) 是可测集 E 上的有界可测函数，则 



[ F ( x ) — f ( x)]dx = / F ( x)dx — / f ( x ) dx . 

E J E J E 

定理5 设 /( x ) 与 F ( x ) 是可测集 E 上的有界可测函数 • 则当 f ( x ) ^ F ( x ) 


时， 



E 



f ( x)dx ^ / F ( x ) dx . 



事实上，函数 F ( x )~ f ( x ) 不取负值，所以 



E 



Fdx — I fdx = (E — f)dx > 0 

e J E 


定理 6 设 f { x ) 是可测集上的有界可测函数，则 



f ( x)dx 





\ f ( x )\ dx . 
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证明 


设 


P 


彡0)， N = E(f < 0). 


则 



fdx 


但是 


因此，应用初等不等式 



fdx + / fdx = \ f \ dx - / \ f\dx 
p jn Jp Jn 



\ f\d 


B 



|/| cte + / \ f \ dx . 

p Jn 


彡 a + 6 (a > 0, 6^0) 


后，证明即告完成. 


§3. 在积分号下取极限 

现在我们考虑下面的 问题: 设在可测集五上有一有界可测函数列 

/ i ( x ),/ 2 ( x ),/ 3 ( x ), •• - ，/ „( x ), ••- , 

它们依照某种意义（处处，几乎处处，依测度的）收敛于一个有界可测函数 F ( x ). 我 
们要问，关系式 

^ lirn ^ J f n ( x)dx — J F ( x)dx (1) 

是否成立？如果⑴式是成立的，就是积分的极限等于“极限函数”的积分，则称可 
以在积分号下取极限. 

一 般地说，积分与取极限是不可以交换的.例如在闭区间 [0,1] 上定义函数列 


}n{x) = < 

I 0 ， 

那么 

lim / n (x) = 0 (0 ^ x ^ 1), 

n—oo 

就是说，极限函数的积分等于 0. 但是 

JO 

于此积分的极限并不趋于 0. 

因此，自然会发生下面的问题，要在 f n ( x ) 上加什么条件才能使 （1) 式成立？对 
于这个问题，此地仅建立如下的定理. 



§3. 在积分号下取极限 
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定理 （ H • 勒贝格）设在可测集五上，有一有界可测函数列 / 2 (X )， 
/ 3 (x), .•- 依测度收敛于有界可测函数 F(x) : 

fn{^) . ^ 工 ). 

如果存在常 数欠， 对于所有的 n 与所有的 a :， 使 

l / n ( x )| < K 

成立，则 

lim / }n{x)dx — / F(x)dx. 

n_ "°° Je J e 

证明 首先注意到，对于几乎所有的 xeE , 关系 

1^x)1 ^ K Q) 

成立.为什么呢？因为根据里斯定理从函数列 {f n (x)} 可以选出几乎处处收敛于 
F(x) 的子函数列•即 

fn k (X) — F(X) 

几乎处处成立.从 |/ n fc ( x )| < K , 乃得 （2) 式. 

今设 a 是一个正数.置 


A n (a) = E(\f n - F| ^ cr), B n (a) = E(\f n - F\ < a). 



因 \f n (x) - F(x)\ < |/ n (x)| + |F(x)|, 所以 

\f n (x)-F(x)\<2K 

在 A n ( a ) 上几乎处处成立.用平均值定理，乃得 

I \fn - F\dx ^ 2K - mA n {a). 

J An {( J ) 


⑶ 


(不等式 |/n -F\<2K 可能在一个测度为零的集上不成立，但是这件事实并不关重 
要. 例如，在该集上将函数 |/ n ( x ) - F ( X )| 以0代之，那么不等式 （3) 对于>1中所有 
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点都成 立了. 但是因为有界可测函数在一个测度为零的集上的改变并不影响于积分 
的值，所以 （3) 式当没有这个改变时也是成立的 

另一方面，用平均值定理，则有 

/ l/n 一 F\dx ^ (7 - mB n ( a ) ^ cr - mE. 

将此式与 （3) 式合并，则得 



彡 2 KmA n ( a ) 4- a - mE. 


于此，对于任意的正数 e ， 取适当小的 a 使 


⑷ 


„ £ 
^滅 〈一 2. 


固定 a , 再根据依测度收敛的意义，当 n — oo 时， 


mA n {( r ) 0. 

所以有如下的 7 V :当 n > AT 时， 

2 K - mA n ( a ) < 

于是对于这种 n ，（4) 式 变为： 


f fndx — f Fdx < £ } 

Je J e 

因此，定理得到证明. 

容易明白，若将定理中的假定略略减轻:设不等式 


\fn(x)\ < K 

只是在 E 上几乎处处成立，则照样可以证明定理仍旧是成立的. 

其次，由于依测度收敛的概念广于通常的收敛，所以将条件 f n ( x ) => F ( x ) 改 
为 

fn ( x ) F ( x ) 

几乎处处成立时，定理亦真（处处成立时更不必说了). 


§4. 黎曼积分与勒贝格积分的比较 

• • 

设在 [ a ，6] 上定义（不一定是有限的）函数 f ( x ). 设: e [ a ，6] 而 <5 > 0. 函数 
/⑻在 （ z Q - 6 , x 0 + S ) 上的下确界与上确界分别记以 rr ^ Oro ) 与 Af ^ xo ), BP 

m s ( x 0 ) = inf {/( x )}, 

• ( x 0 — 6 < x < xo + S ) 

Ms { xq ) — sup {/( x )} 



§4. 黎曼积分与勒贝格积分的比较 
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(在 （ x 0 - 5， x 0 + 5) 中，自然只考虑也含在 [ a , b ] 中的 点)， 

显然的是 

ms ( xo ) < f { x 0 ) ^ M s ( x 0 ). 

当5变小时， m 6 ( x 0 ) 决不减少而 Ms ( x 0 ) 决不增加.因此有如下的极限： 

m ( xo ) = lim m ^ xo )， M ( xn ) = lim Ms ( xo ). 

5 — 十 o d—+o 

并且显然 

ms ( x 0 ) ^ m ( x 0 ) ^ f ( x 0 ) < M ( xq ) < M s ( x 0 ). 

定义函数与 M ( x ) 分别称为 f ( x ) 的贝尔下函数与贝尔上函数. 

定理1 ( R . 贝尔 （ R . Baire )) 设 /( x ) 在: r 。 是有限的.函數 /( x ) 在邱为连 
续的必要且充分的条件是 

m ( x 0 ) = M ( x 0 ). (*) 

证明若/ ㈤ 在: r G 为连续，那么对于任意的正数 t 存在如下 的心当 | x - x 0 | < 

5时， 

1/ ⑻ - /(^o)| < e. 

换言之,对于 （xo -5 7 xo + 5) 中所有的点 a :, 


f ( x Q )-e < f ( x ) < f ( x 0 ) + £ 


成立.因此， 

f ( x 0 ) -e ^ ms ( xo ) ^ Ms ( x 0 ) ^ f ( x 0 ) -f e . 

令 (5 — 0 , 得 

/( x 0 ) - e 彡 m ( x 0 ) ^ M ( x 0 ) ^ f ( x 0 ) + £ y 

又令 e — 0,乃得 （*) 式.所以条件对于连续性是必要的. 

现在要证当条件 （*) 成立时 ，& 是一连续点.事实上，从 （*) 得 

771 (X 0 ) = M{X 0 ) = f(x 0 ), 

所以 f ( x ) 的贝尔函数在: r 0 取有限值. 

对于仟意的正数 e ， 取 (5 使 

m ( x 0 ) - € < ms ( xo ) ^ m ( x 0 ), M ( x 0 ) ^ Ms { x 0 ) < M ( x 0 ) + e 

都成立.从这些不等式得 


f ( xo ) - e < ms ( xo ), Ms { x 0 ) < /( x 0 ) -1- e . 
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如果 x e { x 0 - J , x 0 + (5), 贝 ！ I f ( x ) 介乎 rn ^ x 。） 与 M s ( x 0 ) 之间.因此， 

/( x 0 ) - e < f ( x ) < f ( x 0 )+ e . 

换言之，当 |x — ； r 0 | < 5 时， 

1/ ⑷ - /(xo)| < e ， 

此即表示 /( a ;) 在: ro 为连续. 

基本引理 设有 [ a ,6] 的 一 系列的插入分点法： 

a = a^ 1 ) < < • • • < Xni — by 



当 i — oo 时， 


Ai 


max 


x 


( i ) 

fc +1 



- ► 0. 


设是函数 /( a ;) 在中的下确界.作函数 ( pi ( x ) 如下: 


(X e (4 i} ， x kh)) » 

(Pi (a:) = 0 (a: = x ( 0 l) , ，•- - ，: rfc?) • 

假如 x 0 不等于 (i = 1 ， 2,3, • • • ； A; = 0,1 ， 2, • • • , m) y 那么 


lim ( pi { x 0 ) 

t—♦OO 




m(xo). 


证明 


固定在上述的第 i 个分法中，设包含: ro 的小闭区间为 


由于 x 0 不是一个分点，所以 


X 


( i ) 

A：o 


4;) < a: 0 < 41) 


+ 1 


因此，可以取充分小的正数&使 


从而 


(Xo — 5, xq + 5) C 


M +1 




O (工 0)， 


或者，也就是 


Pi(xo) < rns{x 0 ). 
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令5 — 0,乃得 


^Pi(xo) ^ m(x 0 ). 


如果 m ( xo ) = 一 00 ,那么引理已经证明，今设 m ( x 0 ) > - 00 而设 


那么有如下的5,使 


h < m { xo ). 


m s { x 0 ) > h , 


固定 A 而取甚大，使当 i > 4 时， 



x ko 5 X fco + l c ( x ° — ^ x o + S) y 


此处与前一样， ko >< Vi ] 是含有邡的闭区间.由于^ — 0 ,所以这种紿当然是 
存在的. 

对于 i > i Q ， 存在着 

^ ms { x 0 ) > h , 

也就是说 

(^ i ( xo ) > h . 

这样一来，对于每一个小于 m (: r 0 ) 的/ I ，有如下的 i 0 , 当《 > 釔时， 


h < < pi ( xo ) ^ m ( x 0 ) 7 

由是， ifi(x 0 ) - m ( x 0 ). 引理证毕. 

推论1 贝尔函数 m (: r ) 及 M { x ) 都是可 测的. 

事实上，分点 { x ^} 的全体是一可数集，其测度为 0. 因此，由引理， ^( x ) 几乎 
处处收敛于 m ( x ). 

因为 ifii ( x ) 是阶梯函数，所以是可测的，因此 m ( x ) 也是可测的.同样， M { x ) 也 
是可测的. 

推论 2 假如引理中的函数 }{ x ) 是有界的，那么 

lim ( L ) J ( fi ( x)dx = ( L ) J m ( x ) dx . 

事实上，当 |/( x )| < X 时， 


Iv ? t ( x )| < K , \ m ( x )\ ^ K . 

因此列⑷与 m ( x ) 都是 （ L ) 可积 函数. 应用 §3 的勒贝格定理，即得所要的结果. 
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现在我们对于推论2给以进一步的解释.我们注意到 



其中^ 是由第 i 个分法所得的达布小和.由是，推论2表示 



同样，达布大和收敛于贝尔上函数的 积分: 


lim Si = ( L ) f M ( x ) dx . 

〜 J a 

因此 

Si ~ S { —y ( L ) f [ M ( x ) — m ( x )] dx . 

J a 

另一方面，在分析课程中，已证明有界函数/ ㈤ 为（丑）可积的必要且充分条件 
是 

Si — Si 0 . 

所以有界函数 /(: r ) 为（丑）可积的必要且充分条件是 

( L ) f \ M { x ) — m ( x)\dx — 0. (1) 

. J a 

此⑴式当 M ( x ) - m ( x ) 等价于0时是成 立的. 反之，由于 M ( x ) - m ( x ) ^ 0, 
从条件⑴得 

M ( a :) 〜 m ( x ). (2) 

由是，有界函数 f ( x ) 为 （ R ) 可积的必要且充分条件是成立 （2) 式. 

将此结果与定理1相联系，得到下面的 定理： 

定理 2 ( H . 勒贝格） [ a ,6] 上的有界函数 /( a :) 为 （/?) 可积的必要且充分的条 
件是: /( a :) 在 [ a ,6] 上是几乎处处连续的. 


这个精彩的定理是判定（用可积性最简明的方法，必须加以重视.在§1中我 
们曾经提到，只有不是“太不连续”的函数才是（丑）可积的.这句话现在也得到了 
解释. 

现在我们假设 / Or ) 是（丑）可积的，那么 f ( x ) 必为有界并且等式 



几乎处处成立.又从 


m ( x ) < f ( x ) ^ M ( x ), 


§5. 求原函数的问题 
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所以等式 


/㈤ 




m ( x ) 


也几乎处处成立.今 f ( x ) 等价于可测函数 m ( x ), 所以 f ( x ) 也是可 测的. 因有界可 
测函数是 （1) 可积的，所以 / Or ) 是 （ L ) 可积的.于是得到 结果： 依照黎曼意义可积 
的函数，依照勒贝格的意义也是可积的. 


最后，由于 /(X) 与 m ( x ) 是等价的，所以 





6 


f ( x)dx 


(L) 


a 



b 


m ( x ) dx . 


a 


但是，在基本引理的条件下，以 Si 表示对应于第 i 分法的达布小和.当 f ( x ) 为 


( R ) 可积时，根据分析的知识， 






6 


f ( x ) dx . 


a 


但是，我们已经证得 


Si 





6 


f ( x ) dx • 


a 


所以 





b 


f ( x)dx 






a 



b 


f ( x)dx 


Q 


因此我们得到 


定理 3 ( R ) 可积的函数必为 （ L ) 可积.且两积分的值相等. 


末了我们注意到下面的事实：狄利克雷函数 少 ( x ) (在无理点等于0,有理点等于 
1) 是一个等价于0的函数，所以是 （ L ) 可积的.但是 ^( x ) 却不是 （丑） 可积的（已在 
§1中讲过).于此可见定理3之逆是不真的. 

§5. 求原函数的问题 

设 f ( x ) 是在上所定义的连续函数，在中每一点 f { x ) 有一确定的导 
数 f ( x ) (两端点 a 与6只是单侧导数).现 在问： 从已知的 f ( x ) 如何获得 f ( x )? 

在分析课程中所熟知 的是： 假如尸⑷是 （/?) 可积的，那么 

f ( x ) = /( a ) + / }\ t ) dt . 

J a 

但是有这种可能的情形，导数（甚且是有界的）未必是（抝可积.为了要援引这样的 
例子我们引进疏集的概念. 点集^ 使任何区间含有不属于 e 的闭包忑的点，称 
为疏集. 

® 这样性质的第一个例子属于意大利数学家 V. 沃尔泰拉 （ V. Volterra) (1881). 这里我们引进的 
较简单的例子是从下面的书中借用的： II, C . 亚历山德罗夫和 A. H . 柯尔莫戈 洛夫： Bbcachhc b 

TeopMio 4>yHKUMii ^eiicTBMTejiLHoro nepeMeHHoro, M3 几 3-e, 1938, 215 页 . 


• 132 • 


第五章有界函数的勒贝格积分 


例 设/为有界闭疏集，而具有正测度 ①， a = inf F , 6 = supF . 我们在 [ a , 6] h 
定义函数 /(X )， 它在 F 上等于0,在 F 关于闭区间 [ a ，6] 的余区间 ( a n , b 7l ) 上等于 


(x — a n ) 2 (x — b n ) 2 sin 


(6 n - a n )(x - a n )(x - b n ) 


易证在 F 上处处存在 f ( x ) = 0. 事实上，设 e F 和: r 是 [ cz ，6 j 中的点而位在: r () 
的右方.如果 xeF y w f ( x ) = f ( xo ) = 0. 如果 x e ( a n ， M , 则吻彡 a n < a :. 因此 


X — Xq > X — OL n 


和 


/⑷ 一 f { x 0 ) 


X — Xq 


^ (x - a n )(b - a ) 2 彡 （x — x 0 )(b - a ) 


2 


从而推得： /；( x 0 ) =0. 相似地可得 / l ( xo ) = 0, 如果 j : e ( a n ，6 n )， 则 


f \ x ) 




2(X _ Clji ) {x 一 bji ) (2x _ Qjjn ~~ ^n) sill 


{ b n - a n ){x - a n )(x - b n ) 


2 x — a n — b n 
bn 一 


cos 


(bn - a n )(x - a n )(x - 6 n )* 


因此，在 [ a , 6] 上处处存在着有限（甚至为有界）的 /'( a :)， 故 /( x ) 在 [ ajj 上连 
续.由 f \ x ) 的表示 看出： 当 a : 留在 ( a n , fe n ) 而趋向 a „ 或 6 n 时，则 f '{ x ) 没有极限 
而在-1与+1之间振动.从而容易推出，导函数尸 ㈤ 在 F 的所有点上不连续 ， fffl 
因 mi 71 〉0,故 /'( x ) 不是 （ i ?) 可积 • 

因此，用黎曼积分不能充分地由导函数解决求原函数的问题.勒贝格积分是解 
决此问题的有力 工具. 


定理 设函数 /( x ) 在 [ a , b ] 中每点有一确定的导数 f { x ). 假如导函数 f { x ) 为 
有界，那么 尸 ( x ) 是 （ L ) 可积的，且 


f ( x ) = /( a ) + f f ’( t ) dt . 

J a 

证明由于 /'(： r ) 在 [ a ，61 中每点为有限，故 f ( x ) 是一连续函数.将 f ( x ) 的定 
义范围扩大为 [ a ,6+1], 当6< re 彡6+1时，规定 

f ( x ) = f ( b ) + ( x - b ) f ( b ). 

①可以这样来 作成： 对于区间 ( a , b ) 内的所有有理数写成序列 n , r 2 , r 3> ... ,而对于每一个 fc 作 
区间 — ^ ki r k + ^ k ) C ( a , 6), 取心 > 0 这样的小，使 2(<5 i + 知 + 知 + *• • ) < 6 — a ; 则集 


F = [a,6] - yZ( r k - ^ki r k +^k) 

1 


即为所需要的集. 
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函数 /(X) 在 [a, 6+ 1】是连续的，并且 f ( x ) 是一有界函数 
在区间 [ a , 6] 上作函数列 


< fn ( x ) 


n 


/ ( 工+ 


' n )- 


/w 


(n 


1，2,3,…）， 


那么关系 


lim if n {x) 

n—oo 




/’ ⑷ 


在 [ a , b ] 上处处成立.因为连续函数 ^ n ( x ) 是可测的，所以 f ( x ) 是一可测函数.再 
加上 f f ( x ) 为有界的条件，断定 r (: r ) 是 （ L ) 可积的. 


由拉格朗日公式 


^ n { x ) = n 


/工+ 


n )- 


/⑻ 




n 


(0<0<1), 


因此函数列 Pn ( x)(n = 1，2,3〃.）一致 有界. 用勒贝格的关于在积分符号下取极限 
的定理，乃得 



f ， { x)dx 


a 


= lim 

n—^oc 



ip n ( x)dx 


⑴ 


a 


但是 



b 


cp ri ( x)dx 


n 


a 



b 


a 


f [ x + — ) dx — n 

n 



b 


f { x)dx 


a 





n / f ( x)dx - n ^ f ( x ) dx . 



b 


a 


(关于 /(x + y 的积分用到变量变换一事解释如下：由于这个函数是连续的， 
此积分可以看作一个黎曼积分.因此用到变量变换是不足为奇的).因此 



6 


( p n ( x)dx = 


a 


b+ n 

n if f ( x)dx — n 

b 





f ( x)dx 


a 


对于上式右边两个积彡>，用平均值定理，乃得 



b 


ip n ( x)dx 




f[b + 


a 



-f 


n / 


(0 < ^ < 1， 0 < % < 1)， 


乂由 f ( x ) 的痒续性，得到 


b 

lim / ( f n ( x)dx 

71—^00 I ^ 

a 



/w — / ⑷ 


再由 （1) 式，乃得 


/w - /⑷ 



b 


f \ x)dx 


a 


将 6 改为中的任意一点: r ， 即得定理的结果. 


第六章可和函数 


§1. 非负可测函数的积分 


在本章中.我们要把勒贝格积分的定义推广到无界函数.但在第一节中只讨论 


非负的函数. 


引理1 设 f { x ) 是在可测集 E 上定义的非负可测函数.设 7 V 是一自然数， 


置① 




/( x )， 当 /( X ) < 7V ， 




当/⑻> iV ， 


那么 [/(^)] n 是一可测函数. 


证明由等式 


E ([ f)N > a ) 


E(f > a ), 当 a <7 V ， 


0 , 


当 G AT ， 


即知引理是成立的. 


由引理的条件，函数 [ f ( x)\ N 还是有界的，所以是 （ L ) 可积的，此外 


[/ ⑻]1 < [/ ⑷]2 < [/W]3 < 


从而得 



[ f]idx ^ / [ f] 2 dx ^ / [/] 3 ^ ^ 

E J E 



參•籲 


y 



①这个函数有时又叫做“用数 W 对函数/( X )的截断”. 
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所以下面的极限是存在的（有限或无 穷)： 

li 。f [f(x)] N dx. (*) 

N—+ooJ e 

定义 （*) 式所表示的极限称为 /( X ) 在 E 上的勒贝格积分，以记号 



f(x)dx 

表示它.如果这 个积分是一有限数，那么称函数 /( z ) 在五上是 （ L ) 可积的或可和 
的. 


因此，对于非负可测函数，常可写出它的积分，但是仅崈积分是有限时才称这个 
函数是可和的. 

对于勒贝格意义的积分，记作 

( L ) f f ( x ) dx . 

J E 

当 E = [ a ，6] 时，则又记作 

j f { x ) dx . 

J a 

不难明白，对于有界（非负可测）函数而言，新的积分定义与老的积分定义是一 
致的，因为当 AT 甚大时， 

[/(^)]n = f { x ). 

因此，凡有界（非负可测）函数都是可和的. 

定理1 如果 / Or ) 在 E 上是可和的，那么它在 E 上几乎处处有限. 

证明置 

A = E(f = + oo ). 

在 A 上， [/( x ) Jat = N , 因此 

I [f]Ndx 彡 f [f]Ndx = N - mA , 

J E J A 

假如 rrM > 0,那么当 TV — oo 时， f E [ f} N dx —> - I - oo . 这是与假设/(岣为可和是不相 

容的，故必 T 7 li 4 = 0. 

定理 2 若 m 五 = 0， 则 一 切非负函数 f ( x ) 在 E 上为可和，且适合 

f f ( x)dx = 0. 


本定理是很明显的. 


定理 3 设 /( T ) 和 g ( x ) 是 E 上的两个等价函数，贝 1 J 



事实上，使等式 f{x) = g(x) 成立的点 a ;， 有 [f(x)) N = [g{x)] N . 所以[/ ㈤ 、和 
[ g ( x)) N 也是等价函数.其余的证明显而易见. 

定理 4 设 f(x) 是在£；上的非负可测函数， E q A E 的一个可测子集，则 

f(x)dx ^ / f(x)dx. 

J E 

事实上，如果将 f{x) 改为 [f(x)) Nl 那么这个不等式就很显然了.令 7 V — 00 ,即 
得定理中的结果.特别，当/⑷在 E 上是可和时，则/⑷在£的任一可测子集 E 0 
上也是可和的. 

定理 5 设 /(x) 和 F(x) 是 E 上的非负可测函数，则当 f{x) ^ F(aO 时 

f(x)dx < 





事实上，由不等式 

[/ ⑷ W < [ 厂⑷ ]N 

两边的积分，取其极限即得所要的结果. 

特别，当 F ( x ) 是可和时，则 f ( x ) 也是可和的. 

定理 6 如果（在通常的假定下）/ f ( x)dx = 0，则 f ( x ) 等价于 0. 

J E 

证明因为 

O^f [ f ( x)]idx < f f ( x ) dx , 

J E J E 

那么函数 [ f ( x )] x 等价于零.但易 见：在 l/(rr)h 等于零的地方有 f ( x ) = 0, 因为 
[ f ( x )} x 只取/(岣与1两个值之一.余下的论证是显而易见的. 

定理 7 设尸 (;r) 及 f 〃( x ) 是在五 上所定义的两个非负可测函数.若 f ( x ) = 

/»+/"⑻，则 

f f ( x)dx = f f \ x)dx + f f "( x ) dx . 

J E J E J E 

证明 W 为对于任意的 N 


[/’ ⑻] AT + [ f \ x)] N ^ f ( x) y 


[f^Ndx + 


f ,r ]isfdx 彡 





故 


令 AT — oo, 乃得 
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I f’dx+l f f/ dx < / fdx. ( 1 ) 

J E J E J E 

要证明 （ l ) 是等式，首先证明对于任意的 iv , 

[f(x)] N < \r(x)] N + [r(x)\ N . ( 2 ) 

^ xoeE . 如果 

f(x 0 )(N 、 /"(xoK AT ， 


则 

[/( 工 0)]N 《 f{x 0 ) = /'(x 0 ) + f"(x 0 ) = [f\x 0 )]N + [/"(a ： o)W. 

如果尸(吻）与 f 〃 (x 0 ) 中有一个大于 iv ， 那么 

[f(x 0 )] N = N ( [/’(Xo)]N + [f n (x Q )] N 

m 

也是成 立的； 因为右方两项中有一项等于 AT , 其余一项 > 0. 所以 （2) 是成立的. 

将 （2) 式积分，得 



从而 

再令 AT — oo , 乃得 



⑶ 


由⑴与 （3)， 乃得所要的结果.特别当 尸 ㈤ 与 / 〃⑷ 都是可和时， f ( x ) 也是可 
和的 • 


定理8 设 f ( x ) 是在£；上所定义的非负可测函数，而 fc 彡0,贝 ， J 


I kf ( x)dx = k f ( x ) dx . 

J E J E 

证明 若 A : = 0, 则定理自真.若 fc 是任一自然数，则本定理是定理 7 的结果. 
如果 fc =丄，而 m 是自然数，则由定理 7， 

m 

f ( x)dx = m I — f ( x)dx 

Je m 




rn 


f { x)dx 



得 




由是可知当 fc 为正有理数时定理成立.最后，设 fc 是一正的无理数，则取如下的正 
有理数 r 和 R : r < k < R . 由定理5,得 

r I f ( x)dx < / kf ( x)dx ( R f f ( x ) dx y 

J e J e J e 

令 r 与 H 趋向于 fc ， 即得所要证明的结果. 

特别， f { x ) 是可和的话， kf 、 x ) 也是可和的. 

下面要证明一个非常重要的定理.在此以前，先证明一个几乎很明显的引理. 
引理 2 若 lim f n ( x 0 ) = F ( x 0 ), 则对于所有的自然数 iV ， 

n—oo 

lim [ fn ( x 0 )]N = [ F ( x 0 )] N . 

n—»OC 

证明 如果 F ( x Q ) > TV , 则当 n 适当大时， / n ( x 0 ) > N . 因此（对于这种 n ) 

[/ n (^ o)]yv — N = [ F ( xo )] n - 

同样的，如果 F ( x 0 ) < N ， 则当 n 适当大时， f n ( x 0 ) < N . 因此， 


[ fn ( x 0 )]N = / n (2：0) — F ( X 0 ) = [ F ( x 0 )] n - 


剩下来要证的是 F ( x 0 ) = N 的情形.此时对于任一正数 e ， 有如下的 no :当 
n 〉 n 。 时， 

fn(xo) > N - £. 

因此（当 n > 时)， 

N-£ < [fn(x 0 )]N ^ N, 


即 

|[F(x 0 )]n - Un ( 工 o)]tv| < e (n > n 0 ). 


于是，对于无论哪种情形，引理是成立的. 


定理 9 ( P , 法图 （ P . Fatou )) 设 / i ( x ),/ 2 ( x ), ••- 是在 E 上几乎处处收敛于 
F ( x ) 的非负可测函数列，则 



F ( x)dx ^ sup 



① 

癱 



①本定理在几乎处处收敛的条件改为依测度收敛时亦成立.事实上，在这个清形下，从 {/ n ( X 八可 

以选取几乎处处收敛于 F ( x ) 的子函数列 { fn k ( x )}, 再从 sup | J fn k ( x ) dx ^ ^ sup | J / n ( x )< ir | 

就可明白.不过要注意这个附注并非是定理 9 的扩充.因为在定 I 9中可以允许 F ( x ) = + oo , 而 
那时就谈不到什么依测度收敛了. 
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证明 


由引理，当 


时，关系 


[fn{ x )]N 




在 E 上几乎处处成立. 


由于 [/ n ( x)]yv ^ N } 所以我们可以应用在积分号下取极限的勒贝格定理，而得 



\F\fsidx 




lim 


E 



[ fn ] ISfdx . 


但，对于任意的 n ， 



[fnhvdx ( f f n dx < sup \ / f k dx }, 

e Je IJe 


令 



oo , 乃得 



[ F ] ps/dx ^ sup ^ f fkdx } • 

E 



再令 TV 



，即得本定理.特别当所有的 f n ( x ) 为可和且 



f n ( x)dx A < +oc 


£ 


时，极限函数 F ( x ) 亦为可和. 


推论如果在定理中所说的条件下极限 


lim 



f n ( x)dx 


存在，则 



F ( x)dx ^ lim 



f n [ x)dx 


证明 如果极限 （4) 是+00,则本推论显然成立.现在假设 


lim 



fndx 


I < + oo . 


那么对于任意的正数 e ， 有如下的 n 。 ： 当 n 彡 n Q 时， 



fndx </+£：• 


E 


将定理用到函数列 / no ( x ),/ no +1 ( x ),... ,乃得 



Fdx ^ 


E 


又因 e 的任意性，乃得 （5). 


由此推论之助，容易得到关于积分号下取极限的定理 


⑷ 


⑹ 
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第六章可和函数 


定理 10 ( B . 莱维 （ B . Levi )) 设在£；上，有收敛于 F { x ) 的非负可测增函数 

列 fn(x){n = 1，2,…） 

fl ( x ) ^ f 2 ( x ) ^ fs ( x )• 



证明首先，因极限 
存在，所以由定理9的推论, 




Fdx < 



另一方面，对于所有的 n ， f n ( x ) ( F ( x ), 

f n ( x)dx < 





从而 

定理由是证毕. 




fndx 《 



定理 11 设在集 E 上有非 负可测 函数列 IX ! ( x ), U 2( x) y • • •. 若 

OC 

^2 u k ( x ) = F ( x ), 

k=l 


则 



事实上，我们只要设 

n 

fn(x) = y^Ukjx). 

k=l 

再应用前面的定理就能得到证明. 

推论 在定理11的条件下，如果 



Uk(x)dx < +oo, 


那么，等式 


k- 


lim Uk(x) 


= 0 


在 E 上几乎处处成立. 


⑹ 


§1. 非负可测函数的积分 


•141 • 



事实上，在此情形下， F ( x ) 是一可和函数，因此它是几乎处处有限的.换言之， 
级数(岣是几乎处处收敛的，在收敛的点， （6) 式自然成立. 

定理 12 (积分的完全可加性） 设可 测集五 是有限个或可数无限个两两不相 
交的可测集 Efc 的 和集： 

豢 

E = Ek [EkEk* = 0, /c ^ k f ). 

k 

那么对于所 有在五 上定义的非负可测函数 f ( x ), 成立 等式： 

/ f { x)dx = yz f f ( x ) dx . 

JE k JE k 


证明 


作如下的函数 u k { x ) (k 



= 1，2,…）： 

/(工)，当 : r e 五 fc ， 

0， 当 X ^ E 一 


那么，显然 

/⑷=[叫⑷， 

k 

因此，（当有限个集时由定理7,不然由定理11，）得 



⑺ 


我们计算积分/ U k ( x ) dx . 为此，注意到 

JE 


所以 


令 7 V — 



([/ ⑻]/ V ,当 x e 私， 

[ltA ； (X)]yv = < 

0， 当 X 6 E - E k ， 



Wk]Ndx 





[ f } Ndx . 




代入 C 0 式即得所要的结果. 
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第六章可和函数 


§2. 任意符号的可和函数 


现在我们要对于任意符号的无界函数给以勒贝格积分定义.不久即可看 到：这 
种推广，并非对于所有的可测函数都是可能的. 

设 f(x) 是在可测集 E 上定义的可测函数.从 /(X), 定义 / + (Z) 和 f-(x) 如下> 

[ f(x), 当 f(x) ^ 0, f 0 ， 当 f(x) ^ 0, 

/+(^) = { /-(x) = < 

(0, 当 /(a;) < 0; [ -/ ⑷，当 f(x) < 0. 

那么 / + ( a :) 和 /-( x ) 都是非负可测函数.所以 

[ /+(x)d:r 和 f f^(x)dx 
J E J E 


都是存在的.因为 


/(x) = f +{ x ) - /— (X), 


所以很自然，我们就定义 
为 f ( x ) 的积分，但是 



是没有意义的，所以 

[ f + { x)dx - I f ^( x)dx 
J E JE 

是当并且只有当 /+(X) 和 /-(X) 中有一个为可和时才有意义. 

定义1 如果 / + ( a 0 与 /.( x ) 中有一个在 E 上为可和，则定义 



为 f ( x ) 在 E 上的勒贝格积分 （有限或无穷)，且以记号 



表小它. 


f ( x)dx 


( 1 ) 


如果可测函数 /( x ) 为有界，则/+⑻和/- ㈤ 都有界 • 因此，对于有界函数的 
积分，新的定义与老的定义是一致的.假如 / Or ) (纵然是无界的）是一非负可测函数， 
那么 

/十⑷= /( 工)， /- ⑷= 0， 

可见新的积分定义与老的定义也是一致的. 

积分 （1) 存在且有限的必要且充分条件是 /+0 r ) 与 /-( x ) 都可和. 


§2. 任意符号的可和函数 


. 143 - 


定义2 当积分/ f ( x ) dx 表示一个有限数时，称 / Or ) 在五上是勒贝格可 

JE 

积的，或称为可和. 


凡有界可测函数是可和的.对于非负函数而言，新的可和定义与老的一致. 
记给定在集五上的可和函数的全体为 L(E )， 在不致引起误解时可简写为 L. 那 
么当 f(x) 是一可和函数时，可以写为： f(x) € L. 

定理 1 函数 f(x) € L 的必要且充分条 件是： \f(x)\ e L. 且此条件满足时， 

成立 

f(x)dx 

证明因 

1/( 工 ）1 = /十⑷ + /- ⑷， 




由§1定理7,得 



fj r ( x)dx + 



从而定理成立. 

下面几件事情是本定理的 推论： 

I . 可和函数是几乎处处有限的. 

II . 若 mE = 0, 则 一 切函数 f ( x ) 在 E 上恒为可和且 



III. 函数 若在五 上为可和，则在 E 的任一可测子集上也是可和的. 

IV. 设函数 /(a：) 与 F(x) 在 E 上是可测的，且 \f(x)\ ^ F(x). 若 F(x) 可和，则 
f{x) 也可和. 

若 /(: r ) 和 〆 z ) 在 E 上是等价的两个函数，则 /+(： r ) 与 g + (x) 等价，/_⑷与 
g-(x) 等价.因此，下面的定理成立. 

定理2 设函数 /(; c ) 与 ^( rc ) 等价，则从两积分 j f 、 x)dx 与 J p (:中 一 
个的存在可导出另一个的存在并且彼此相等. B E 

特别，函数 /( re ) 与 g ( x ) 同时可和或同时不可和，以后我们对于等价函数不加以 
区别.这种规定是很有 用的： 例如可以无条件地把几个可和函数加起来.因为当我们 
把两个函数加起来时，本来应当避免被加函数取异号无穷大的那种点.为了没有这 
样的例外，我们可以在这种点上改变其中任一函数之值，因为那种点的全体（由于函 
数是可和的）成一测度为零之集.而且不管改变的是哪一个函数,也不管改变成什么 
新的数值都没有 关系； 改变后的新的和跟原来的和还是等价的. 
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定理 3 (积分的有限可加性） 设£是有限个两两不相交的可测集的和集 


71 


E 




^ Ek (EkEy = 0， fc # fc’). 


假如函数 f ( x ) 在每一个 芯 / t 上是可和的，则在五上也是可和的，并且 



f { x)dx 


R 



f { x)dx 


E k 


证明 由§1的定理12, 



n 


f+dx 


E 



f + dx , 


k 


E k 



n 


f^dx — 


E 



f - dx ， 


k 


E k 


两等式的右方都是有限数，因此左方也是有限数.从第一式减去第二式，即得所要的 
结果 • 

当被加集的个数是可数个时，虽然 f ( x ) 在每一个被加集上可和， f ( x ) 在它们的 
和集上未必为可和. 


例 


设 /(X) 是 (0,1] 上之一函数，其定义 如下: 


当 


/⑻ 


2/1 + 1 
2 n(n + 1) 


< x < -， 



- n ， 


当 


+ 


< x ^ 


2 n + 1 
2 n(n + 1) 


(7 i = 1,2,3, 


m m m 


那么 f ( x ) 在每一个半闭区间 



+ 1， 


上是可和的，并且 



n 


1 


f ( x)dx — 0, (n = =1，2,3, …）. 


+ 1 


但是 /( x ) 在（0，1]上并不是可 和的. 因为 



1 


\ f ( x)\dx 


0 


oo r ± 
n=：l J TTtl 


|/( x)|dx 



+ 


=+oo 


但是，却存在着下面的关于积分完全可加性的定理. 


定理 4 如果函数 f { x ) 在集五 上是可和，五是可数个两两不相交的可测集的 


和集: 


E 




^2 Ek ( EkE / c ， = 0 ， k 爹 k ’、, 


1 


那么 
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定理5 设可测集 E 是可数个两两不相交的可测集的和集.若 f { x ) 在每 
一个 E k 上可和，又若 



\f(x)\dx < +00, 


则 /(x) 在 F 上也是可和的且 （ 2) 式成立. 

证明当定理4的条件成立时，则由§1的定理12,得到 




并且上述二等式的左方是有限的（因此右方也自然是有限的).作二式逐项之差即得 
定理4的结果. 

当定理5的条件成立时，则（由§1的定理 12) 



由此得到|/| 在五 上是可和的.再由定理4即得定理5的结果. 

由上面所举的例子，从而知道定理5中最后一个条件不能改为级数 



的收敛. 

定理6 如果 /( a ;) 在五上为可和， A ; 为一有限常数，则函数 fc /( a ;) 在 E 上也 
是可和的，并且 

I kf ( x)dx = k f ( x ) dx . 

J E J E 

证明当 fc = o 时定理自真.若 fc > 0,则基于显然的等式 

( kf ) + = ku , ( kf )_ = kf _, 


定理可以归到§ 1 的定理 8.( 即： 作两等式 

f { kf) + dx = k f f 二 dx 和 f ( kf)-dx = k f f—dx 
J E J E J E J E 


逐项相减的差即得 .) 


最后，设 A : < 0. 首先设 fc = -1, 则_ 



所以， 


/ -f(x)dx = 
J E 


I f 一 (x)dx — 

J E 







因此，当 A : = -1 时定理也成立•若 A : 是任意的负数，贝 IJ 



所以定理成立 • 

推论 如果 f [ x ) 在 E 上可和，而 在 E 上是一有界可测函数，则 
在 E 上也是可和的. 

事实上，设尺= sup 跡 )|}， 则 Mx ) f ( x )\ < K \ f ( x )\. 

定理7 设函数及 /〃⑷ 在 E 上为可和 ，则 /( x ) = }\ x ) 4- /〃⑷在 E 
上亦为可和，且 

f f ( x)dx = f f f ( x)dx + f f n ( x ) dx . ⑶ 

J E J E J E 

证明函数 /(aO 之可和是由于 


i/ ⑷ i<lt ⑷ i + ir(x)i ， 


及§1的定理 7. 余下的是要证 （3) 式的成立.为此设 

E y = E ( f f ^ 0, r ^ 0); E 2 = E(f < 0, r < 0)； 

E 3 = E(m f ” < 0, / ^ 0); E 4 = E(f ^ 0, f n < o , / < 0); 

E 5 = E(f < 0, f n > 0, / ^ 0); E 6 = E(f < 0, f " 彡0, / < 0). 


显然， 

6 

E — > : Ek (EfcEic’ = 0 ， & _ 允）， 

fc=i 

因此所要证的是 



上面六式可以一一证明.例如当 A : = 6时，将等式 

/⑷=/’⑷ + f "( x ) 


改写为 
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rw + [-/wi ， 


那么就使右边两项在石 6 上都是非负函数.因此，由§1的定理7,得 



(-f)dx 


Ee 



f n dx -h 


e g 



{- f)dx 


E e 


从而 



fdx 


Ee 



f f dx + 


e g 



f " dx . 


Re 


定理因此证毕 


下面的定理是非常重要的. 

定理 8 假如函数 f ( x ) 在 E 上是可和的，那么对于任一正数 e ， 有正数 <5,当 e 
为 E 的任一可测子集而 me < (5 时，有 



f ( x)dx 


< 6 . 


证明因 /( a :) 是可和的，所以 |/( x )| 也是可 和的. 由非负函数的积分定义，有 


JV 0 使 



£ 


\ f ( x )\ dx - / [\ f ( x)\] No dx < 

E J E 么 


成立.令 


£ 


2 N 0 


即得适合条件的 5. 事实上， 


1/ ⑻卜 [l/WI]No 


在 E 上是一非负函数，所以 对于五 中任一可测子集 e ， 不等式 



e 


{\ f ( x )\-[\ f ( x )\) No } dx < / {\ f ( x )\-[\ f ( x )\] No } d ^ 

E 



成立.从而 



e 



£ 


\ f { x )\ dx - j [\ f { x)\] No dx < ^ 


即 



£ 


f ( x)\dx < - + / [\ f ( x)\] No dx 


e 



但因 [\ f ( x)\] No ^ N 0} 所以 



[\ f ( x)\\ No dx ^ N 0 - me , 


e 


于是 



§3. 在积分号下取极限 

第五章§3中的勒贝格定理，允许有下面的推广. 

定理 1 ( H . 勒 贝格） 设 A ⑻,/ 2 ⑷,八⑷，…是在 E 上依测度收敛于 F ( x ) 
的可测函数列.假如存在如下的可和函数 ^{ x ) 适合于 

\ fn { x )\ < ^( x ), x 6 E , n = 1,2, ... , (*) 

那么 

lim / f n ( x)dx = I F ( x ) dx . 

n—oc J F J E 

证明 首先，条件 （*) 肯定了每一个 f n { x ) 的可和性.同时易知对于几乎所有 
的&有 

\ F ( x )\ ^ < P ( x ). (1) 

事实上，利用里斯定理， UnOr )} 中有子函数列 { fn k { x )} 几乎处处收敛于 F ( a :). 从 

\ fn k ( x )\ < 少 (X )， 

取极限，乃知 （1) 式对于几乎所有的: r 成立. 

如遇必要，那么只要在一测度为0的集上改变一下 F ( x ) 之值，使⑴式处处成 
立.于是由⑴，就推出 F ( x ) 的可和性. 

对于任一正数 CT ， 置 

An ( a ) = E (\ f n - F | ^ ( T ), B n (( T ) = E (\ f n - F \ < a ), 

则 

E = A n ( a ) + B n (< j ), A n ( a ) O B n ( a ) = 0, 


且当 fi —» oo 时 


mA n (a) 0 . 
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今估计下列不等式: 



Jndx - 

E JE 



Fdx 



< / |/n - F\dx 

E 



\fn - F\dx 



An{rr) 



|/ n - F \ dx , 


/ M … 


因在⑷上 ， |/ n - F | < (7, 故 



|/ n - F\dx ^ a - mB n ( a ) ^ a - mE , 


a n ( a ) 


另 一方面 ，因 


l/n - F \^ 24>( x) y 


故 



l/n - F\dx ^ 2 


⑷ 



步 ( x ) dx . 


A jx {(7) 


所以 


f n dx - / 
£， J E 

对于正数£，取正数 (7 使 



Fdor 


<2 



^( x)dx + cr - mE 


A n {cr) 


a • mE < 吾. 


然后再取正数使 一 切可测集 e (Z E , me < 6 时关系 



^{ x)dx < 


e 


4 


成立，这是由于 ^( x ) 的积分的绝对连续性. 

最后取如下的 no , 当 7 i > n Q 时（对于上述固定的 a ) 


( 2 ) 


(3) 


mA n ( a ) < d . 


因此， 


2 



^( x)dx < 


^ n ( cr ) 


己 

2 


总合 （2)，（3)， ⑷，则当 n > n 0 , 时， 



f rt ( x)dx — / F ( x)dx 

E JE 


< £， 


定理证毕. 


推论在定理的条件下，关系 



lim / < f ( x ) f n ( x)dx 

n-^oo I 丑 



ip ( x ) F ( x)dx 


E 


成立，其中 ip { x ) 是任意的有界可测函数, 


⑷ 


• 150 • 


第六章可和函数 


事实上，设 Iv ?( x )| ^ K , M 

M^)fn{x)\ ^ K<P{X). 

所以条件 （*) 是满足的.剩下来的是要证明 

A^)fn(x) (f{x)F(x). 

此由 

E (\< ff n - ipF \^ a)cE (|/ n - 4) 

即明. 

定理1还可以加以 推广. 为此必须介绍一个重要的 概念： 设在可测集 E 上，有 
一族可和函数 M = {/⑷}.设 f 0 ( x ) e M , 则对于任一正数 a 有正数 A 当 


e C E , me < S 


时，不等式 

/ fo ( x)dx < e 
J e 

成立.但此 J 与 M 中的函数 / 0 ( x ) 有关系.一般地说,对于 M 中一切函数可以通用 
的5是不存在的，这个情况提示下面的定义. 

定义 设 M = { f ( x )} 是在五上定义的可和函数族.如果对于任意的正数^ 
有如下正数 (5 存在，当 


C E , me < 


时，不论/⑻是 M 中哪一个函数，不等式 




< E 


成立的话，称此函数族在 上有等度的绝对连续积分. 


定理 2 ( G . 维塔利）设 / i ( x ),/ 2 ( x ),/ 3 ( x ),..- , 是在可测集£；上依测度收敛 
于 F ( x ) 的可和函数列 • 如果这些函数 {/ n ( a :)} 在 K 上有等度的绝对连续积分，则 
F (: r ) 在五上是可和的，且 



F ( x ) dx . 


证明 首先说明 F ( x ) 在 E 上是可和的.为此，我们取任一正数 e ， 于是有正数 
5，当 me < 5时， 
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设 e 是 e 的任一可测 子集: me < 5•置 


则 


因此， 

从而 


e + = e(/ n 彡0)， e _ = e(/ n < 0), 



me + < 5, 



£ 





£ 




\ f n ( x)\dx < e . 


(5) 


这就是说：函数列 {|/ n ( rr )|} 在五上也有等度的绝对连续积分®. 

依里斯定理，有子函数歹 d {/ nfc ( x )} 几乎处处收敛于 F (: r ). 由 （5) 与§1中法图的 
定理，得到 

/ \ F { x)\dx ^ £. (6) 


所以 F (: r ) 在 e 上是可和的.但是 e 是测度小于 J 的£；中任一子集 . E 可以分解为 
有限个测度小于5的子集的和集，因此 F (： r ) 在£上是可和的. 

现在我们可以着手证明定理中的主要论断.设 a > 0,像上面一样置 


A n {(r) 




E(\fn -F\^ a) y B n (a) = E(\f n - F\ < a), 


则 


从而 



fndx - 

E J E 



Fdx 





|/ n — F\dx + a - mE 





f n dx - / Fdx 

E J E 





\fn\dx 






\ F\dx + g - mE 




对于正数£：，取正数 q 使 


_ £ 
a • mE < - 


由于在开首时已证的事实，对于 e > 0,存在如下的正 数么当 


⑺ 


e C E } me < S 

时[参看 （5) 及 （6)]， 不等式 

J \fn\dx < I 与 J \F\dx < | 


® 请读者注意，在定理的条件下，我们已经顺便证明了 在 E 上也有等度的绝对连续 

积分 • • 


成立. 但当 n > n G 时， 


mA n (a) < 6, 


因此 CH 式变成 

定理证毕 . 



推论在定理的条件下，等式 

lirn / if ( x ) f n ( x)dx = 
n ^°°JE 

成立，其中 Cf ( x ) 是任意的有界可测函数. 

事实上，如果贝 Ij 







因此 Mx ) f n ( x )} 中所有函数 1 也有等度的绝对连续 积分. 

我们还可以证明，上述推论的逆也是真的.为此，我们必须首先证明下面的重要定理. 


定理3 (H. 勒贝格）设 {/ n (x)} 是在可测集£；上的一列可和函教 • 若对于£；中任何可 
测子集6,等式 

J f n (x)dx = 0 (8) 

成立，则函数列{/ n (x)} 有等度的绝对连续积分. 


证明假如定理不成立，那么存在如下的正数:对于仟意的正数(5,可以找到一个可测集 
eCE 具有测度 me < 5和下标 n 使 



fn ( x ) dx \ ^ 


60, 


⑼ 


固定 (5 而看最初的 7V 个函数 fi ( x ) J 2 ( x ) r -、 Mx ). 对于每一个 f k ( x ) 可以找到正数^ 


me < tf fc (e C 五）时，使 

成立. 


f fk{x)dx < 6o 

J e 



将 S , S u S 2 r - Jn 中的最小数记为 V. 根据上面所说的事实，对于此 (T， 可以找到可测集 
e C E 具有测度 me < (T 和下标 n 而使⑼式 成立. 另一方面，因 me < S k (k = 1,2, . • ,7V), 
所以当 A: = ，yv 时 （10) 式 成立. 因此 n〉TV. 

据此，正数 e 0 具有如下的 性质： 对于任意的正数5和正整数 N， 有可测集 eC E 和下标 

n 使 

n > N 、 me < ^ I f Mx ) dx \ ^ so 
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成立.现在我们固定某一个 e x cE 和下标 m 使得满足 



/ri, (X)dx 




^ £^0 • 


基于函数 U x { x ) 的积分的绝对连续性，可以找到^ >0使得当集 e C E 而 me <心时 



/ r M ( X)dx 


< 


4 


成立 • 


根据上面所述，那么可以取集 e 2 CE 和下标使 


ri2 > ni , 77162 < 


(5 i 

2~ 5 



fri 2 


^2 


^ eo 


成立，然后再取 S 2 >0 使得当 me < <5 2 (e C E ) 时 



fn 2 ( x)dx 


e 


< 


So 

4 


成立.不难明白 ：(5 2 < 


2 


再做同样的手续，那么可以取集 C £；和下标 n 3 , 使 


M3 > n-2, me3 < 


^2 
2 



fn 3 (x)dx 




^ ^0 


成立. 然后可取 6 3 >0 使当 me < 6 3 (e C £；) 时 



( x ) do ^ 


< 


Co 

4 


成立.显然的是 ： 63 < 


S _2 

2 


这种手续继续 进行， 于是我们得到尺的可测子集列 { e k }, 严格增加的下标列 { n k } 及正数列 


{ S k } 具有如下的 性质: 
1) 



fn^ {x)(ix 




^ 5 (j 


2 ) 


me 知十】 < 


2 


3) 如果 e C 五及 me < 心，则 



f ylk ( x)dx 


< 


So 

4 


由此性质，得 < |. 因此 


T7l(Ck^l + Cjfe+2 + Cfc+3 + ••，）< 音 + 



占 fc +2 


+ 


• • • 


< Sk 


所以 



fn k {X)dx 


+ e fc + 2 + _“ ) 


< 


4 
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今导入新的集: 


= 6 fc — ( Cfc +1 + Ck+2 + •••)， 


则 



fn k { X)dx 


A 


k 


> je 0 
4 


(11) 


同时点集之间是 两两不相交的 （这也就是要导人的 道理， 并且这也就是的不同 
于 e fc 之处).又 A C e fc ， 因此 


爪 （>U + 1 + Ak^2 + •")<〜• 


( 12 ) 


现在不难完成定理的证明.置 fci = 1而令 / C 2 是任何一个如下的下标 m : m 〉1, 



fnm(x)dx 


A ^i 


< 


So 

4 


这种下标 m 的存在，由条件⑻即可 明白. 又令是任何一个如下的下标 m : m > k 2 . 



+ A k 2 


/ n m ( x)dx 


< 


So 




4 


这样的手续继续进行，得到一列严格增加的数 : fci < fc 2 < fc 3 < 


# ♦ • 



fn k { x)dx 




< 


£o 

4 


(13) 


另一方面，由不等式 (11), 



(工 ) d 




> j £0 


(14) 


最后，由 （12) 乃得 


m Mh+i + + 乂 fci+3 +•••)< + Aki+2 + • • •) < 5k 、 


因此 



fn ki ( X)dx 


置 Q = 十 v4a ： 2 + + 


以 2+ … 

，则 


< 


eo 




4 


(15) 



U k< (x)dx = 


Q 



A k 


♦ ♦ ♦ 


+ 々 fc 


/ n fc . ( x ) dx-h J fn k . ( x)dX + 

Ac ‘ 



fnf Ci ( x ) dx , 


Ak i-^l ^ Ak x-\-2 


十… 


将 (13), (14)，（15) 诸关系式代入，乃得 



fn k , { X)dx 


Q 


So 


^ j ( i = 1,2,3, 


但此式与 （8) 式矛盾.因此定理证毕. 


这个定理的复杂的证明方法 ® 常被用到，读者应仔细地加以体会. 


①又称“滑背法” ( cnoco 6 CKOJiB 3 iimero rop 6 a ). 
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推论1 设在可 测集五 上有可和函数列 {/ n ( x )} 与可和函教 F ( x ). 假如对于任意的可测 


集 e C 成立等式 


lim 



f n { x)dx = I F ( x ) dx , 


e 



(16) 


e* 


那么 {/ n ( X )} 在五上有等度的绝对连续积分. 


事实上，依照定理3, {/ n (： r ) - F ( x )} 有等度的绝对连续积分，再由不等式 



f u ( x)dx 


e 





{fn(x) - F(x)}d, 


e 




F ( x)dx 


即得所要的结果. 


推论2 设在可测集£；上定义了可和函数列 {/ n ( aO } 与可和函数 F ( x ). 假如对于任意的 
有界可测函数 < p { x ), 等式 


lim / ( p ( x ) fn ( x)dx = / ip ( x ) F ( x)dx 

n "^°° J e J E 

成立，则 {/ n ( X )} 在五上有等度的绝对连续积分 • 

事实上，特别取 咖为 E 中可测子集的特征函数，则问题归结于推论 1. 这个推论就是定 
理2的推论的逆. 

综合上述，乃得如下的结果. 

定理 4 ( G . 维塔利） 设在可测集£上有可和函数列 {/ n ( x )}, 依测度收敛于可和函数 
F ( x ). 要使 (16) 式对于所有可测集 ec E 成立，其必要且充分的条 件是： {/ n ( x )} 在 E 上有等 
度的绝对连续积分. 


所当注意的 是：要 {/ n ( x )} 有等度的绝对连续积分必须 （16) 式对于中任一可测子集 e 为 


真.仅仅从关系式 



是不能得到 { fn ( x )} 有等度的绝对连续积分的 • 例如在 [0,1] 上定义了如下的函数列 { fn ( x ) j ： 


fn(x) = < 


/ n (0)=0， 

fo < x < 






1 


2 n 


< x 



则 


但是由于 


等度的绝对连续性不能成立. 


0 


一 < x ( 





有兴趣的是：对于符号不变的函数，事情要简单得多.且看下面的定理. 
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定理5 设在可测集 E 上，有可和的非负函数列 { Mx )} 依测度收敛于 F { x ). 如果在集 
£：上 F ( x ) 的积分等于 f n ( x ) 的积分之极限，那么在£；的任何可测子集①上 F ( x ) 的积分也等于 
/ n ( x ) 的积分之 极限. 


此定理易从法图定理 ® (第六章 §1) 导出. 事实上，假如定理不真，那么存在着可测集 ACE 


使等式 



不成立.那么有如下的正数 <7,有无数个/ f T ,{ x ) dx 超出区间 


之外. 

假如有无数个积分 
对象）假设 



Fdx — 2 a , 



Fdx + 2 a J 

- 2(7, 那么不妨（以此子函数列当作讨论的 




f n ( x)dx 彡 



对于所有的 n 成立，这是与法图定理相矛盾的.因此，必有无数个的 n 使 

J f n ( x)dx ^ J F ( x)dx + 2 a (17) 

成立， R 不妨假设 （17) 式对于所有的 n 成立.由假设，就£7上的积分而言，极限手续可以与积分 
记号交换.所以，当 n 适当大的时候，不等式 



< <7 


成立，因此，不妨假设对于所有的 n 成立.由是 

f n ( x)dx < 

置 B = E - 束从上式减去（17)，乃得 

f n ( x)dx < 





此事又与法图定理相抵触. 
定理证毕. 

由此定理可以导出 


定理 6 ( r . M . 菲赫金哥尔茨） 设在可测集£上有可和函数列{/ n ( x )} 依测度收敛于可 
和函教 F ( x ). 那么要 (16) 式对于五的任一可测子集 e 都成立的必要且充分条件是 


lim / \ f n ( x)\dx = / (18) 


@上述例子表明没有条件尺⑷彡0时，定理不成立. 
® 精确地说，是从该定理的附注中导出的. 


第五章与第六章的习题 
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亊实上，如果 （18) 式成立，则由定理5,知此等式对任何可测子集 eCE 成立. 但当 {|/ n ( x )|} 
从而 {/ n ( x )} 有等度的绝对连续积分时， （16) 式对于所有可测子集 eCE 是成立的. 

反之，如果 （16) 式对于所有可测子集 e C 五成立，则有等度的绝对连续积分，因此 
(由本节定理2的证明）可知 {|/ n ( x )|} 也有等度的绝对连续积分.应用定理2于{|/„(^)|}即得 
所要的结果. 

最后我们讲一个定理，此定理是等度的绝对连续性的一个判別法. 


定理 7 (C •- J . 瓦莱-普桑） 设在可测集 E 上有可测函数族 M = {/( x )}. 假如有正值增 
函数 4>{ u ) (u ^ 0), lim < P ( u ) = + oc ， 并且对于 Af 中任何的函数 fix ), 不等式 

U —OC 



l/(®)l . ^(|/( x)|)rfx < A 


成立， 其中力 是一个与 f { x ) 无关的有限常数.那么 f ( x ) 在 E 上是可和的，并且 M = 
具有等度的绝对连续的积分. 


{/㈤} 


我们首先注意到复合函数少 (|/( ： r)|) 是一个可测函数[因为当 a 〉 0 时， E (< P ( u ) > a ) 是区 
间 (6, +oo), 所以 E (< P (\ f \) > a ) = E (\ f \ > 6)]. 今 证定理 如下: 

对于正数£，有尺适合于 

A E 

< P ( K ) <2. 

固定此尺.设 e 是五的任一可测 子集. 乂设 /( z ) 是 M 中的任一函数.置 ei = e (|/( x )| > 
K ). e 2 = e (|/( x )| < K ")， 贝 (J 

Jjf ( x)\dx = 1/ ⑷ |<te + 乂 \ f ( x)\dx < ^ |/( x)|”)|)dx + 乂 \ f ( x )\ dx . 

从而 

/ j\ S 

\ f ( x)\dx ^ 少⑻ + K • me 2 ^ K • me . 

由此得 f { x ) 的可和性. 置6=‘， 则当 me < (5 时， 

2 i \ 

J \ f ( x)\dx < £. 


定理由是证毕. 

从此可推出例如 Af 是满足不等式 



的 f ( x ) 的全体，则 M 有等度的绝对连续积分. 


第五章与第六章的习题 


1•若 fn ( x ) > 0且/ fn ( x)dx 0,则必 / n ( x ) => 0,但是， f n ( x ) 不一定几乎处处收敛于0_ 
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2. 关系式 


与 fn ( x ) 0是等 价的. 

3•若 a n — 0,则有非负可测函数列 {Unix)} 使/ u n ( x)dx < + 00 ,但 { tin ( x )} 在 E 

n=l Je 

中任何一点不收敛于 0. 

4. 如果积分 

I ( p ( x ) f ( x)dx 

J E 

对于任何可和函数 f ( x ) 存在，则 cp ( x ) 几乎处处有界（勒贝格)， 

5. 设 f ( x ) 是在集凡上定义的有限可测函数.设下列诸数 



适合 j/fc — ► oo、y — k — — oc(/c — ♦ oc )，0 < 2 / fc+i 一 yk < X . 又置 a = 丑 (yfc < / < !/ a ：+ i )， 则 

oo 

函数 /( x ) 为可和的必要且充分条件是：对于任何{讲}，级数 f ykme k 为绝对收敛. 

k= — cx> 


6. 在习题5的假定下，如果级数 Y , Vkme k 绝对收敛的话，那么级数的和当 A 



7. 


致收敛的（只）可积函数列，其极限函数亦为可积 


8. 康托尔的完满集凡的特征函数是（尺）可积的 • 


— 0时趋于 


9. 如果 / Or ) 在康托尔集凡中的点上等于0,而在凡的具有长度为 3— n 的余区间上等于 n ， 

则 / f { x)dx = 3 ( E - 蒂奇马什 （ E . Titchmarsh )). 

•/o 

10. 要使非负可测函数 f { x ) { a ^ x ^ b ) 为可和的必要且充分的条件是:^ n ) < +oo 
(奥尔贝克 (Op6€K)) 

11 •设/⑷ > 0为可测函数，而 {/Oc)}n 是由 / Or ) < W 或者 /(X) > TV 而规定它等于 /(x) 
或者 0. 如果 f ( x ) 几乎处处为有限，则 



要 f ( x ) 儿乎处处有限的条件不能取消. 

12. 设/( I )与 p ( aO 是五上所定义的两个非负可测函数. St = E{g > y ), ^{ y )= 

f /(x)d:r ， 则 

Jb v +災 

J f{x)g(x)dx = J ^{y)dy 

(几 K . 法捷耶夫（几 K . ^ aAUCCB ))- 

13 . 设在 [0,1) 上有 n 个可测集及，五 2 ,…，仏•如果[0, 1] 中每一个点至少属于上述 n 个集 
中的 g 个集，则私，私 5 …，瓦 n 中至少有一集具有测度彡义（几康托罗维奇（几 B . 

KaHTOpOBHM)). 


第五章与第六章的习题 
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I 4 •设/(岣是 [ a , b ] 上定义的可和 函数. 又设 a 是一如下的 常数: 0< a <6- a . 如果对于每一 
个测度为 的集 e ， 有关系 / /(: r ) d:c = 0,则 /( or ) 〜0 ( M . K . R 扶林 （ M . K . raBypHH )). 

J e 

15•设 /(: r ) 在 [ a y b ] 上为可和而在 [ a , 6] 之外等于0.设 



则 



\ ip ( x)\dx ^ 



\ f ( x)\dx ( A . H . 柯尔莫戈洛夫 （ A . H . KoJiMoropoB)). 


16 .设 f ( x ) 是在 [ a , 6] 上定义的可和函数.如果对于 [ a , 6] 中任意的 c 有 f f 、 x)dx = 0 的话， 
那么 /( x ) 〜 0. a 


17. 设在 [ a ，6] 上，已给可和严格正函数 / Or ). 设0 < g 彡6 - a , eC [ a , 6], me ^ q , S 为所有 
这种可测子集的全体.证明 

inf 


f ( x)dx > > 0. 


e 


18. 设 M = { f ( x )} 是在 [ a ，6] 上为可和的函数族.如果 Af 有等度的绝对连续积分，那么存在 
如下的单调增加的正函数 < P { u ) (u ^ 0), iim < P { u ) = + oo , 且 

U —+ OC 



\ f ( x )\ - ^(\ f ( x)\)dx A < +oo 


对于 M 中任何函数 f ( x ) 成立，其中4是一个与 f ( x ) 无关的数（瓦莱-普桑 )• 

19. 如果 /( z ) 在 [ a , 6] 上可和，那么对于任意的 e >0 存在这样的在 [ a , b ] 上连续的函数 

使得 b 

/ |/(工）一 ^ f ( x)\dx < E. 

J a 

20. 如果 /( x ) 在 [ a , 6 + 5] (5 > 0) 上可和，则 


lim 

/ i — +0 



\ f(x + h ) — f ( x)\dx = 0. 


21. 设在 [ a , b ] 上给定可测函数 f { x ) > 0,则关系式 

[f(x)] 2 ndx- / [f{x)]ndx -^0 (n —¥ oc ) 

J a 



与 n • mE(f > n ) ->0 是等价的 （ JO . C . 奥强 ( K ). C . O ^ n )). 

22. 设在 [ a ,6] 上给定可测函数 f ( x ) > 0 与 g ( x ) > 0. 如果存在有限极限 


lim 




{[/( 工 ) In — [ g ( x )\ n } dx . 


乂 n . mE(f 〉 n ) — 0,则 n • mE(g > n ) —► 0 ( IO . C - 奥强) • 


第七章平方可和函数 


§1. 主要定义、不等式、范数 

本章讨论一类很重要的函数：就是平方可和的函数.为简单起见,假定所论的函 
数都是在 E 上定义的. 

若逢函数定义在任意可测集 E [) CE = ( a ,6] il 的那种情形，则只要把它补充一 
下定义，设它在集 E - E 0 上的值等于零，就可归结为上述情形. 

定义可测函数 /( x ), 满足 

r b 

I f 2 (x)dx < +oo 

J a 

时，称为平方可和函数. 

平方可和函数的全体通常记作 L 2 ①. 

定理 1 l 2 中的函数必属于 I ， 即 c 乙 

从不等式 

1/(* 

即知定理成立. 

又由不等式 

1/( 物以 f ^ 9 M 

得下面的定理. 

® 有时为指出它的定义闭区间 [ a y 6 j ,就记为 L 2 ( K 6]). 


§1. 主要定义、不等式、范数 
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定理 2 L 2 中两个函数之积是一可和函数, 


由此，从等式 


得到 


(/ 土 iO 2 = / 2 ± 2 fg + g 2 


定理 3 L 2 中两个函数之和与差都属于 L 2 . 

最后，我们注意到下面显然的事 实：设 fc 是一有限常数.当 f ( x ) € L 2 0^, kf ( x ) 
亦属于 L 2 . 

定理4 (布尼亚科夫斯基不等式）如果 f ( x ) G L 2 ， p ( x ) € L 2 , 则 



证明我们来讨论二次三项式 


种 u) 






其中系数 AB ， C : 都是实数且 A > 0. 假如对于所有的 u ^( u )^ 0 , 那么 


B 2 ^ AC . 


( 2 ) 


事实上，不然的话，就会发生矛盾: 





A 


{AC - D 2 ) < 0 


注意此事以后，置 



b 


rp ( u ) = / [ uf ( x ) + g { x)] 2 dx = u 


a 



b 


f 2 dx + 2 u I fgdx + 


a 



b 


a 



b 


g 2 dx 


a 


则因 i ^ u ) > 0,从⑵式得到 （1) 式.定理证毕® 

推论如果/( X ) € 1/2，贝 1 J 



h 


\ f ( x)\dx ^ v 6 — a 


a 




6 


f 2 ( x)dx 


事实上，于⑴式置 P ( x ) = 1，又将 /( x ) 换以 \ f ( x )\ 即得 （3). 



6 



(3) 


①这里我们假设了 / / 2 办>0.假若/ / 2 dx = 0, 则函数 /( a :) 等价于0,此时不等式⑴变成 
等式0 ==• 0. 
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定理 5 ( 柯西不等式） 如果 f(x) E 1 2 ， W ： C) 6 L 2 , 则 

Jj [fix) + g(x)\ 2 dx < yy f 2 (x)dx 4- g 2 (x)dx. 

证明 将布尼亚科夫斯基不等式的两边开方，乃得 



fgdx 彡 



将上不等式乘2后，两边各加 



乃得 


由此即得定理. 



柯西不等式使我们可用一种新的观点来研究集 L 2 . &卩，如果我们对于每一个函 
数 f(x) G L 2y 赋予数 



与之对应，那么就有下列诸性质： 

I. 11/11 > 0,当/〜0且仅当此时， II/II = 0. 

II. ||先/|| = lfcl . il / ll ， 特别是卜 /II = 11/11. 

III. 11/ + PIK 11/11 + 11.911. 

称11/11为/的范数.显然，11/11与实数（或复数 ） rr 的绝对值 ㈨ 颇有相似之处. 
此相似点是一系列重要且优美学说的起源. 

粗糙地说，绝对值在分析中的基本意义在于，利用了它就可以引出数轴上两点 
间的距离 


p ( x ， y ) = \ x ~ y \. 

但是，在 L 2 中假如我们把数 

P (/> 9 ) = 11/ 一列 

定义为 f 与 g 的距离，那么范数的引进就可使我们把当作某一个“空间”. 

如将等价的函数看作是同一个函数，则距离 p (/, 9) 具有如下常见的性质: 

1) p ( f , 9) 彡0,当/ =分时且仅当此时， p ( f ， g )=0, 

2) p ( f , g ) = p ( g , /)• 



3) p ( f , 9 ) < p { fyh ) + p ( h , g ). 

假如对于集 A ， 其中任何一对元素 x 与 y 都已定义了具有上述诸性质的函数 
p ( x , y ) 的话，称 A 是一度量空间. 

显然， h 是度量空间.由于对于 L 2 的这种观点最初是希尔伯特想出来的，因此 
厶2又称为希尔伯特空间. 


§2. 均方收敛 

利用范数的概念，在希尔伯特空间中可以导入极限的概念.这种极限的表达形 
式，与在数轴上的极限很类似. 

定义1设 h 、 f 2、 h , … 和/都是 L 2 中的函数.如果对于任意的正数 I 有 
AT ， 当 n > 7 V 时，不等式 

II /n — /II < ^ 

成立，称/是 {/ n } 的 极限， 这时也可说 {/ n } 收敛于 /，或 / n 趋向于 /. 记号是 

lim / n = / 或 f n /• 

n—^oo 

此处，我们必须提醒读者 注意： 下面两个式子 


fn ( x ) f ( x ) 和 f n — 



是有深刻区别的.第一个式子 表明： 对于固定的: T ， 数列 { f n ( x )} 是依照通常的意义 
收敛于 f ( x ) 而第二个式子是表明 L 2 中的元素列在定义1的意义下收敛于一个 

元素 /. 用通常函数论的话来说，九 —/(/ € 1 2 )的意思就是 

r b ^ 

lim / [ f n ( x ) - f ( x)] 2 dx = 0. 

这种收敛的方式称为函数列 {/ n ( x )} 均方收敛 ①于 / Or ). 

定理1 假如函数列 {/ n ( x )} 均方收敛于 /( x ), 那么 { fn ( x )} 依测度收敛于 

f ⑻ • 



力作 者用的俄文是 4< cxoahmoctlio b cpe^H6M n (相当于英文 “convergence in mean ”）， 此词原译 

“平均收敛”没有问题，但考虑到现在多数书中称这里所说的收敛类型为“均方收敛”，所以改用此 
称法.——第5版校订者注. •• 
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因为 tr 是固定的，因此 

mA n (a) — > 0. 

所以 fn f . 

推论如果函數列 {f n (x)} 均方收敛于 /(X), 则必有一子函数列 {f nk (x)} 几乎 

处处收敛于 f(X). 

此推论从定理1和第四章§3的里斯定理可以明白.但是我们也可以直接证明. 
从假设 

lim [ (/ n - f) 2 dx = 0, 

必有如下的 { n / t } : ni < ri2 < n 3 < …， 



因此，级数 



是收敛的.由第六章§1的定理11的推论知在& 6] 上，关系 

fn k {x) f(x) 


几乎处处成立. 

可注意的是，从 f n ( x ) 的均方收敛于 f ( x ) 不能导出 f n ( x ) 的几乎处处收敛于 
f ( x ). 此事由第四章§3的例可以明白. 

另 一 方面，即使 fn{x) -»• /(： C ) 在 [ a ,6] 上处处成立，也不能得到 / n ( x ) 均方收敛 
于 f ( x ) 的结论. 

例设在[0, 1] 上有如下的一列函数 { fn ( x )}： 

当0 < z ^ 时， f n ( x ) = n , 

在[0, 1] 中其他的点， / n ( x ) = 0, 

那么显然地，对于 a : € [0, 1] 成立 


lim / n ( x ) = 0. 

n— ^00 


但是， 




dx = n — ► +oo. 


定理 2 (极限的唯一性） L 2 中的函数列 / i ,/ 2 ,/ 3 , 只能有一个 极限- 


证明假如 


§2 .均方收敛 
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fn — /， /n — 夕， 

则 

11/ 一沒 II 彡 11/ 一 /nil + ||/n _ 分 ||. 

不等式的右方收敛于0,故必 

11/ -511 = 0. 

从而/ -沒= 0或/ =少定理证毕. 

此定理亦可用他法 证明： 如果/„ — /，/„—仏则{/ n (x)} 同时依测度收敛于 
/Or), 亦依测度收敛于 g ( x ), 因此 /(a:) 〜 g ( x ), 但它们在 L 2 中是看作同一个元素的. 

定理3 (范数的连续性）若/„ — /，则 ||/ n || — 11/11. 

证明从显然的不等式 


ll/n|| ^ li/ll + ||/n- /||, 

ll/KII/n|| + ||/n-/|| 


即得 

从而定理得证. 


ll/n||-||/|||<||/n-/||. 


推论 收敛函数列{/ n } 的范数是有界的. 

定义 2 设 {/ n } 是 L 2 中的一函数列，如果对于任一正数 e ， 有如下的 TV :当 
n 〉 iV，m > iV 时， 

Win — / m || < £ 

成立，那 么说： 序列 { f n } 是本来收敛①的. 

定理 4 假如 {/„} 有极限，那么{/ n } 是本来收敛的. 

证明 设 

lim /„ = /• 

n—oo 

对于正数 e ， 有 TV : 当 n > AT 时， 


||/n - /|| < ■• 

1此词的俄文是 “cxoAHmancH b ce 6 e (nocjieAOBaTejii>HOCTL )，’， 现在通常称这样的函数列为基 
本列. 一 第5版校订 者注. 
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因此，当 m > 7 V，n > AT 时，成立 


||/n — /m|| 《 ||/n — /|| + ||/ — /m|| < £， 


定理由是证毕. 


上述定理之逆则要深刻得多. 

定理5 ( E . 菲舍尔 （ E . Fischer )) 


假如 {/n} 本来收敛，那么 {/n } 必有极限 


证明 


取收敛级数 ^2 >对于每一个 A : 取 nfc 使得当 n > Ti k , m 彡 时， 


||/n — /m|| < 


2 k 


成立 • 


不妨害一般性，假设 


ni < ri2 < n3 < 


于是 


IHfc+i ~ fnk\\ ^ 


因此， 


yZ ll/nfc +1 - fn k W < +00 


由 §1 的不等式 （3)， 得 



In 


fc + 1 


- fn k \dx < y/b-a]\f n 


fc + 1 


~ fn k \\ 


因此，级数 



|/nfc+i — fn k \dx 


也是收敛的.由第六章 §1 的定理11,级数 


1/ruWI +^|/n 


fc +1 


fn k ( X )\ 


是几乎处处收敛的.因此，级数 


CX) 


fnA x ) + El i(^)~ fn k (x)} 


也是几乎处处收敛的，这就是说：极限 


lim f nk (x) 


几乎处处存在（为有限数). 




§2 .均方收敛 
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今引人函数 / Or ) :当 ^lim f Uk ( x ) 存在为有限数时，即令 /( z ) 等于此数，在其他 

的点则令 fix ) 等于 0. 函显然是一可测函数，并且几乎对于 [ a , 6] 上所有的 
点， 


fn k ( X ) —/( X ). 

我们还要证明：此函数 /( Z ) 属于希尔伯特空间，并且是 {/ n } 的极限. 
为此目的，对于任意的正数 e ， 取如下的 N ••当 n> N, m > TV 时， 


||/n — /m|| < 


取知甚大使 n fc 。 〉见那么对于任意的 n > N 和任意的 A ; >知, 



b 


(fn - fn k ) 2 dx < £ 2 . 


a 


应用法图定理于函数列 {(/ n - / nj 2 } (k > k 0 ), 乃得① 



6 


{fn - f) 2 dx < e 2 , 


a 


即当 n > TV 时， 

||/n — /|| ^ 

于是定理证毕. 

本定理中所述希尔伯特空间 l 2 的性质，称为空间的完全性.读者自然已经看到， 
此地的定理 4 和定理 5, 与有名的波尔查诺-柯西的收敛准则是相似的.波尔査诺-柯 
西的收敛准则是数轴 R 的连续性的多种表示形式中的一个.此性质可以由下面几个 
命题中的任何一个表达 岀来： 

A . 如果将数轴 R 上的点分成 X 和 Y 两部分，使； f 中的任何点位于 Y 中任何 
一个点之左,那么或是 X 有最右点或是 1" 有最左点. 

B 有上界的集必有它的上确界. 

C 有上界的单调增加的变量必有有限的极限. 

D. 如果 {d n } 是一列前者含有后者的闭区间.若其长度收敛于 0, 则必有一点含 
在所有的 A 中. 

E . 波尔査诺-柯西收敛 准则： 本来收敛的数列 { x n } 必有有限的极限. 

如果从数轴 R 上除去一点，则上述诸定理就不再成立. 

在定理 A ， B ， C ， D , E 中只有最后一个 E , 是没有用到直线 R 上点的次序概念. 
因此，很自然的，在较数轴更复杂的空间中也可以用类似于 E 的判别法来说明空间 
的连续性. 

①从此式得 fn(x) - f(x) e l 2 , 因此得 /(x) G l 2 . 
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定义3 设 A 是空间 L 2 的一子集.假如 L 2 中任意一点①是 A 中某点列的极 
限，则称4在 l 2 中是处处稠密的. 

用泛函理论中的语言来 说： 对于函数类 A C L 2 , 如果 L 2 中任意一个函数是 A 
中某函数列（依照均方收敛的意义）的极限，则称 A 在 L 2 中处处稠密. 

容易看到，要 A = { 射在 L 2 中处处稠密的必要且充分条 件是： 对于任意的 
f € L 2 和任意的正数 q 在 A 中有 g 适合 

11/ - 9\\ < 


定理6 下列函 数类： 

M — 有界可测函数类 
C 一连续函数类 
P — 多项式类 
5 —阶梯 函数类 

中任何一类在 L 2 中是处处稠密的.如果函数的定义范围 [ a ,6] 是 [-7 r ,7 r ], 则还有 
了一三角多项式类 
在 l 2 中也是处处稠密的 • 


证明 


1) 设 f ( x ) G L 2 . 对于任一正数 e (由积分之绝对连续性)，有 J > 0, 


e C [ a , 6], me < S 


当 


时，可使 



< £ 


2 



由第四章§4的定理1，对于这个5,可以找到这样的有界可测函数 g ( x ) 使 

mE(f ^ g ) < S y 


并且不妨假定在点集五 (/ # g ) 上 〆 x ) = 0. 那么 

II /-分 || 2 = / ( f ~ 9 ) 2 dx = f ( f - g ) 2 dx = f f 2 dx < e 2 , 


即 


11/ — pH < £ - 


因此定理对于 M 的证明已毕 • 

2) 设 f ( x ) GL 2y £> 0. 取函数 g { x ) e M 使 


® 就是 l 2 中的元素. 


设 |^( x )| ^ K . 由卢津定理，有连续函数 tf ( x ) 适合 


mE (9 ♦必 < YoJo 1 k ⑷ I 彡尺. 


这样， 


\\9-^ P \\ 2 





(9 - P ) 2 血 


E ( g ^< p ) 


(9 - ^ p) 2 dx ^ AK 2 - mE(g ^ ( p ) < 


4, 


因之， 


lltf-fll < 2, 


于是 


ll / 一 ㈣ <二 


因此定理对于 C 的证明已经完成. 


3) 设 f ( x ) eL 2j e > 0•取 < p ( x ) e (7 使 


11/-^11 < 


然后由魏尔斯特拉斯定理，有如下的多项式 F ( x ), 对所有 : r e [ a ,6]^ r ： 


|v?(x) - P(x)| < 


^x/b — CL 


因此， 







从而 




于是 


||/-尸||<& 


因此定理对于 p 的证明已成. 


4) 设 fix ) e l 2 , e > 0 •取 ( p ( x ) eC 使 


11/ ~ ^11 < 2 ' 

因为 pOr ) 在上是连续的，所以将用适当的点 


4 


cq = a < c\ < C2 < 


■參籲 


< Cn =b 
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划分为若干部分，使 v?(:r) 在每一个部分上的振幅小于 — 1=.然后引人如下的阶 

2 V ^ 一 

梯函数： 

s(x) = (f(c k ) (c k < X < c fc +i; /c = 0 ， 1 ， … ， n- 2 )， 


S(X) = i ) (Cn—i < 6 )， 

则对 [a, 6] 上所有的点， \ s ( x ) - ^( x )\ < —^=. 因此 

2y o — a 

\ s -( f \\ < I， 从而 ||/-s|| < e . 

參 

因此定理对于 <5 是真的. 

5) 最后，设 [a,6] = [-7r,7r],/(x) € L 2 . 

对于任一正数必有 [-7 T ,7 T] 上的连续函数 if ( x ) 适合 


设 


Wf-^W < 


£ 

2 


\ ip ( x )\ < K . 


在 [-7 T, 7r] 上作如下的连续函数 7 p ( x ) : 


当 X € [― 7T + J，7T] 时， 1 p ( x ) = ( f { x) y 

t /；( —7 r ) = p (7 T ) 


而在 [-7 T, -7T + 5] 上则取 7 P ( X ) 为线性函数，且假定 


0 < S < 


• e 


2 


64/C 2 




数分 Or ) 在 [-7 T, 7T] 上是连续的，并且是周期的 


贯) 




0(7 T ). 


显然， |^(x)| < K , 因此 


W ^ p - H 2 





7T 


(<f — jp) 2 dx 


7T 



7T + 5 


{ip — ip) 2 dx ( 4K 2 S < 


£ 


2 


7T 


16 5 


从而 


11/-^|| < 


3e 

T 


由魏尔斯特拉斯定理（注意 机 X) 是周期的!)，有三角多项式 T ( x ) 适合 


-T(x)\ < 


£ 


4 v 27 r 


，~2/ 7 T ^ 


因此 


U-T 


2 





7T 


(4 一 Tfdx < 


£ 


2 


7T 


16^ 


所以11/ - 了|| < 6于是定理完全证毕. 
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在许多问题中，函数列的弱收敛，也起很重要的作用. 

定义 4 对于中的函数列 fi { x ) J 2 ( x ) r ^ ? 假如有 f { x ) € L 2 使关系 


尸 6 pb 

lim / g ( x ) f n ( x)dx = / g { x ) f ( x)dx 
n ^°° Ja Ja 

对于 L 2 中任一函数 g ( x ) 成立， 则称 { f n ( x )} 弱收敛于 f ( x ). 

对于弱收敛我们只介绍下面的 定理： 


定理 7 若函数列 { f n ( x )} 均方收敛于 /(： E )， 则 { f n ( x )} 必弱收敛于 f ( x ). 

证明 设 p ( rr ) e L 2 . 则由布尼亚科夫斯基不等式， 

( / 9(^)[fn(x) - f { x )] dx \ 



从而 

这就是所要证明的结果. 


^ 11^11 • ll/n — /|| — ^ 0. 



§3. 正交系 


定义 1 两个在 [ a ,6] 上定义的函数 f ( x \ g { x ), 如果满足关系 



f ( x ) g ( x)dx = 0, 


则称 /( x ) 与 g ( x ) 互相正交, 


定义2 


在 [ a ,6] 上定义的函数 f ( x ) 如果满足 



则称 f ( x ) 是规范的. 

定义 3 对于在 [ a , 6] 上定义的函数系 Wl (: r )， a ; 2 ( aO , a ; 3 (： E )， …，如果每一个函数 
是规范的，任何两个是正交的，则称此函数系是一规范正交系. 

换言之，如果 { u ; k { x )} 具有条件 


0 


(i = fc )， 
(i 寺 fc )， 
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则 Wk ( x )} 是一规范正交系.显然的，规范正交系中任一函数都属于 


例如三角函数系 


cosx sinx cos 2 x sin 2 x 


y/2n y y/n ' y/ir ' y/n 1 y/n ’ 


y 


看作在 [-7 T ,7 T ] 上定义时，成一规范正交系. 

设 L 2 中的某函数 /( x ) 是规范正交系中函数的一线性组合 


/⑻ 




Ci(jJi(x) + C 2 U) 2 {x) + • • • + CnLJn ( x ) , 


则于两边乘上 u k ( x ) (k 


1，2, 


， n )， 然后积分乃得 


Ck 



b 


f { x ) uj k { x ) dx . 


a 


所以系数 Cl ， C 2 , …， Cn 是完全唯一的决定的.特别，当 


n 


T ( x ) = A i ( d/c cos koc 3 iu fcx ) 


⑴ 


时， 


A 


2 n 



7 T 


T ( x ) dx y ak 



7T 


T ( x ) cos kxdx , 


b k 



7T 


T ( x)sin kxdx . 


对于三角函数系，这些公式是傅里叶（丄 Fourier ) 发现的.因此有如下的一般定 


义. 


定义 4 设 { uj k ( x )\ 是一规范正交系， /(X) 是中某一函数.称数 

Cfc = / f ( x ) iJk ( x)dx 

J a 

为 f ( x ) 关于 {^( x )} 的 傅里叶系数. 

级数 

oo 

y^c k u ； k(x) 

k^l 

称为 fix ) 关于 { u k ( x )} 的 傅里叶 级数. 


现在我们来观察一下，在希尔伯特空间中函数 /(X) 与 /(rc) 之傅里叶级数的部 
分和之接近程度如何.就是说，设 


n 

= > : CfcW/c ( 工 ) ， 
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而要估计11 / n 

为此目的，我们首先计算下面两个积分 



f ( x ) S n ( x ) dx y 



S ^( x ) dx . 


我们得到 



f ( x ) S n { x)d 




Ck 



f ( x ) cj k ( x)dx 






同样可得到 



Sl { x)dx 




i ， A: 



u > i ( x ) u)k { x)dx 


E 4 


因此 


ii /hi 


2 


「 （/ 2 — 2 /Sn 十 Sl ) dx = f f 2 dx -^2 cl 

a J<1 fc=l 


或是 


11/ " ^ n \\ 


ii/ii 2 -E c ? 


⑵ 


(3) 


等式⑶称为 贝塞尔 （ F . W . Bessel ) 等式.因此左边不是负的，所以有贝 塞尔不 


等式 


n 


ii/ii 2 


但是此地的 n 是任意的，因此贝塞尔不等式可以加强为 


艺4<11/" 2 - 


⑷ 


特别，当等式 


^ 2°1 = li/I 


2 


⑸ 


k 


成立的时候，则称此等式为 封闭公 式它有非常简单的意义， 就是： 利用贝塞尔等 
式（3)，封闭公式可以改写为 


lim ||/ - 5 n || =0. 


换句话说，封闭公式表示：/⑷的傅里叶级数的部分和 S n ( x ) 收敛于（按 L 2 中 
的收敛意义，或称均方收敛） /(X). 


0 或称为帕塞瓦尔 （ M. A. Parseval) 等式 . 
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定义 5 设 { u ; k ( x )} 是一规范正 交系. 假如此系对于 L 2 中的任一函数能使封 
闭公式成立， 则称 {叫⑷}是封 闭的. 

定理 1 假如 {^ ifc ( x )} 是封闭的，那么对于中任何一对函数 / Or ) 和 g ( x ), 

等式. 



成立，其中 

a k = f { x ) u } k { x ) dx , b k = g ( x ) u k ( x ) dx . 

J a J a 

证明函数 /( re ) + p ( x ) 的傅里叶系数是 a fc +6 fc} 所以 


从而得到 


11/+分 II 2 = y ^ x a k + h ) 2 , 



f 2 dx -h 2 



fgdx + 



由是即得所要的等式. 

定理1中的等式称为广 义封闭公式. 

推论 设 { a ； jfc ( x )} 是封闭的，而 f ( x ) e L 2 , 那么在任一可测集 E C [a ， 6j 上， 
f ( x ) 关于 { u k { x )} 的傅里叶级数可以逐项积分，即 



事实上，设 W ： r ) 是五 的特征函数，则贞 Z ) 显然是平方可和的，所以问题归结于 
广义封闭公式. 

值得注意 的是： /( a :) 的傅里叶级数 Ec k uJ k ( x ) 可以处处不收敛于 f ( x ). 

定理 2 ( B . A . 斯捷克洛夫 （ B . A . CxeitnoB)— K . 赛维里尼） 设函数类 >1 在 
L 2 中是处处稠 密的. 假如 ( o ; fc ( x )} 对于 A 中所有函数都能使封闭公式成立，那么 
Wk ( x )} 是封闭的. 


证明 


设 / Or ) e L 2 , /( rr ) 的傅里叶级数是 E ^ fc ( x ). 其部分和为 


n 





那么，容易 看出: 


1) S n ( kf ) = kS n ( f )； 

2) ^ n (/ l +/ 2 ) = 5 n (/ 1 ) + 5 n (/ 2 )； 

3 ) \\s n (f)\\ ^ ||/||. 

头两式是很明显的.至于第三式由 （2) 式及贝塞尔不等式 即得： 

ll *^ n || 2 = c i ^ ll / ll 2 - 

k=l 

注意到这些事情以后，取 L 2 中的任意函数 /( x ). 对于任意的正数 e ， 因为 A 在 
L 2 中处处稠密，故必有函数 p (: r ) € 4适合 

但是 

11/ 一 &(/)|| < ||/ _ 洲 + b — S n ( g )\\ + \\ S n ( g ) - 5 n (/)||, 

并且 

\\ Sn (9)~ S n ( f )\\ = || Sn(P - /)|| < b — /|| < 營， 

所以 

11 / 一 5 n (/)|| < -^ + ||p — 5 n (p)||. 

因为对于 g ( x ), 封闭公式是成立的，所以有如下的 n 0 :当 n > no 时， 

l^-*5n(p)|| < 

因此，不等式 

||/- 5 n (/)||<^ 

当 n > no 时成立.定理证毕. 

推论 1 如果封闭公式对于 一 切函数 l , rc , x 2 , x 3 , - -- 都成立，则 ( ti ； jt ( x )} 是封 

闭的. 

事实上，对于任一多项式 


成立等式 


P(x) = A 0 + Aix + • • • + A m x m y 

Sn (尸） = AoSn ⑴ + -^1^(0：) + • • • + AmS n ( x rn ) y 


因此 

m 

\\P-S n (P)\\^^\A k \^\\x k -S n (x k )l 

k —0 

上式的右方当 n — oo 时趋于 0. 所以封闭公式对于一切多项式是成立的.但是 
多项式在 L 2 中是处处稠密的，因此 { uj k ( x )} 是封闭的. 

然则封闭系是否存在呢？下面，斯捷克洛夫的另外一个推论将给以肯定的回答. 
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推论2 三角函数系 （1) 是封闭的①. 

事实上，只要证明封闭公式对于一切三角多项式 


n 


T ( x ) =/! + cos kx -f bk sin kx ) 


k 


成立就够了.但这是很显然的®，因为 T ( x ) 是系 （1) 中函数的线性组合. 

定理 3 ( F . 里斯 - E . 菲舍尔） 设{叫卜)}是 [ a ,6] 上的一个规范正交系 • 假如 


数列 c l ， c 2, c 3, • • • 满足 


^2 c l < +°°， 


k 


那么存在如下的函数 fix ) e l 2 : 

(1) C/fc 是 f ( x ) 的傅里叶 系数； 

(2) f ( x ) 满足封闭 公式： E4 = ll/ll 2 - 


证明 


置 


S n ( x ) 


^ CfcWfc ( x ), 


k 


并先证序列&， S 2 、 … 是本来收敛的.为此，设 m > n , 并计算 


||5 m -5 n || 


2 





b 



C k UJ k { x ) 


_/c=n + l 


2 


dx 


b 


=^ CiC k / u ； i ( x ) uj k ( x)dx 

i、k 人 

设 e 是任一正数，则有 AT 如下：当 m > n > TV 时， 



cl 


k^n+1 



Cfc < e 2 . 


k—n+1 


因之， 


\\Sm — ^nH < 

f 


此即表示 { S n } 是本来收敛的. 

① & — 开 ^ X ^ 7 T . 

© 假如 / Or ) = 那么两边乘以/⑷再积分，即得封闭公式 

fc=l 



§3 .正交系 
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由于空间的完全性，存在如下的函数 f ( x ) e L 2 : 


m/ll 


a 


这样所得的函数 f ( x ) 就是所要的 函数. 事实上，从§2的定理7,函数列 { S n ( x )} 


弱收敛于 f { x ). 对于任意的分 ⑻ e 1 / 2 ,等式 


成立.特别令 


乃得 


但当 n > i 时， 


lim 



b 


S n { x ) g ( x)dx 




a 



b 


f ( x ) g ( x)dx 


a 


9 M 




Wi(X )， 



b 


f ( x ) u ； i ( x)dx 


lim 


a 



b 


S n { x ) uJi ( x)dx 


a 



b 


S n { x)uJi ( x)dx 


a 



a 


n 


y^c fc u ； fc(x) 


Lfc=i 


u ) i ( x)dx 



从而得到 



6 


f { x)uJi ( x)dx 


Ci 


a 


因此 /( a ：) 满足所要的第一个性质. 


在这个情形下， S n ( x ) 乃为 f ( x ) 的傅里叶级数的部分和，且关系式 


ll ^ n -/||-0 

由/的定义而成立.因而封闭公式对于 f ( x ) 成立.定理证毕. 

附注 满足里斯-菲舍尔定理的函数只有 一个. 

事实上，如果有两个函数 / Or ) 和 p (: r ) 都有此性质,那么由第一个条件， f ( x ) 与 
g ( x ) 有共同的傅里叶系数.再由第二个条件乃得 


S n 



1 


S n — g ， 


从而得到 f = g . 

有兴趣的事是：如果将定理中的第二个条件除去，那么是否还保持着附注中所 
述的性质呢？为了要回答这个问题，首先建立下面的定义 •. 

定义6设{外⑷}是在 [ a ， fe ] 上属于 h 的函数系.如果 L 2 中，除零函数©而 
外，没有函数与所有的 外⑻ 成正交,则称{外⑻}是 完全正交系. 

①回忆到等价于零的函数看作恒等于零的函数. 


• 178 • 


第七章平方可和函数 


在此定义中并不需要假定是一规范正交系. 

我们现在要 证明： 满足里斯-菲舍尔定理中第一个条件的函数为唯一的必要且 
充分条件是：原来的规范正交系 Wk ( x )} 是完全的. 

事实上，假如{叫⑷}是完全的话，那么当/⑷和分⑷有相同的傅里叶系数 

/ '0 fh 

f ( x ) cj n ( x)dx = I g ( x ) o；k { x)dx ( A ; = 1，2,3,…） 

J a 


时， f ( x ) - g { x ) 乃与所有的 U ) k { x ) 为正交，因此 }( x ) = g ( x ). 

反之，如果函数系不是完全的，那么存在着不恒等于零的函数 h ( x ), h ( x ) 与函 


数系中任意函数为正交.由是，若函数 f ( x ) 满足第一个条件，则不同于 f ( x ) 的函数 


/( x ) + h ( x ) 也满足第一个条件. 


对于规范正交系而言，封闭性与完全性是一致的. 


定理4 规范正交系 { u k ( x )} 为完全的必要且充分条 件是： { u ; k ( x )} 是封 闭的. 

证明设 { Mx )} 是封 闭的. 如果函数 f ( x)e l 2 j(x) 与函数系中所有函数正 
交，则 f { x ) 的傅里叶系数均为 o . 

因此封闭公式即为 ^ 

II / II 2 = =0， 

fc=l 

从而得到函数 f ( x ) 恒等于零.是即表示 { cj k ( x )} 为完全的. 

反之，设{叫⑷}为完全的，假使说有函数 g ( x ) e L 2 而不满足封闭公式，则必 
须成立 ^ 

5^4<||分|| 2 ， 

fc=l 

其中 fc 

Cfc = / g ( x ) u ; k ( x)dx 

J a 

是 Wo :) 的傅里叶系数.由里斯-菲舍尔定理，存在如下的函数 f ( x ) : 



式 


但是函数 f ( x ) - g ( x ) 与系中一切函数是正交的，又 { u k ( x )} 是完全的，所以等 

/( x ) = g ( x ) 


成立.此事与条件 


不能相容，定理因此证毕. 


1/11 < _ 
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推论三角函数系 （1) 在[- 7 T ，7 T ] 上是完 全的. 

最后我们要讨论与规范正交系有关的一个问题. 

设是 [ a , 6] 上的规范正交系.又设级数 

E 4 (6) 

k —1 

是收敛的.那么由里斯•菲舍尔定理，级数 

oo 

Y ^ c k cv k ( x ) (7) 

k^l 

是 L 2 中某一函数 f ( x ) 的傅里叶级数，其部分和 

71 

Sn ( x ) — y^CkUJk(x) 

k=l 

均方收敛于 / Or ). 因此，有子函数列 {5^(00} 在 [ a , 6] 上几乎处处收敛于 /( rr ). 可以证明下标叫 
的选择，与正交系 ( u ; fc ( x )} 没有关系，只要用到 （6) 式就够 f . 关于这个问题，现代有一系列的研 
究.我们引入与此有关的最简单的结果如下. 


定理5 ( C . 卡契马什 （ C . Ka ^ iMam )) 设 


Tn 






如果下标 ni < ri 2 < ri 3 < • ••使 


则函数列 { S ni ( x )} 几乎处处收敛. 


E 


< +oc ， 


(K) 


证明假设 f ( x ) 是满足里斯-菲舍尔定理中两个条件的函数，则由贝塞尔等式， 


\\Sn^i - /II 2 = II/II 2 - 4 = r n . 


由条件 （ K )， 


OC 



b 


(Sm — 1 — f) 2 dx < +00 


a 


所以由第六章§1的定理11，在 [ a ， fcj 上 5 ni - i ( x ) 几乎处处收敛于 f ( x ) 


另 一 方面, 


E 



6 


[ c k (^ k ( x)] 2 dx = cl < + oo , 


a 


所以仍由第六章 §1 的定理11，在 [ a , b ] 上关系 


Cn 



(X) 


几乎处处成立.从而得到 


此即所要证明的结果. 


Sn.ix) /⑷， 
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定理6 ( H . 拉德马赫 （ H . Rademacher )) 设 xjj { k ) 是单调增加的正函数，且当 A : 趋于 


+oc 时函数 xl ^( k ) —► + oc , 若 

奢 

OC 

y "^( k)cl < + OC ， 

k=l 

⑻ 

又下标数列 rij < ri 2 < ri 3 < 满足 



( R ) 

则函数列 { Sn x (^)} 几乎处处收敛. 



证明我们将证明下面的事实：当数列〜满足 （ R ) 时，一定也满足 （ K ). 从而即得定理的 
证明.为此目的，我们将条件 （8) 改写为 


OO W 十 1 一 1 

E E ^(/ c)cj < +oo 

i=l 

而由 （ R ) 乃得 

OO n t + l 一 1 

i=l k=n^ 

那么，将二重级数 

ri2 一 1 n；| — 1 ri4 一 1 

e c '+ +• 

k—rti k—n 2 fc=n3 

113 — 1 ri4 一 1 

+ E c “E 心. 

k = ri 2 fc = ri 3 

TI4 — 1 

+ E 心. 

fcs=n 3 

+ • 

列列相加的级数是收敛的.因此，将此二重级数行行相加亦为收敛，因为第 i 行的和是 r^. 所以 
条件 （ K ) 成立.定理证毕. 

附注 条件 （ K ) 与 （ R ) 是等价的 . 事实上，我们已经从 （ R ) 导出 ( K ). 今证其 逆：设 n, 满 
足 （ K ). 那么，将 （11) 行行相加，得一有限的和.将 （11) 列列相加，即得条件 (10). 如果置 

ip(fc) = i (n t ^ k < n i+ i ； i = 1 ， 2, … ）， 

则 （10) 式可以写为⑼式或⑻式.显然， 棒) 满足拉德马赫定理巾的条件，而叫满足 （ R ). 


§4. 空间 

欧几里得二维空间 R 2 的点乃是有序的实数对 ( a l 5 a 2 ). 

对于舻中任一点 M ( a u a 2 ) } 作从原点至点 M 的向径 2 ：的话，那么点 M 的 
坐标 A 及 a 2 表示向量 x 在坐标轴上的射影.因此数对 （ ai ， a 2 ) 不但可以看作一 
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点，也可以看作一个向量，这样的处理是很有意义的.设有两个向量 X = ( a u a 2 ) 与 
y = ( b u b 2 ) } 贝 ij 可作其和 

x + y = (ai + & i ， a2 + 62 )， 

又于向量 x = ( a u a 2 ) 可乘以实数 A : : 


kx = (/rai, fca2 )， 


但对于点而言，类似的手续就做不起来. 

向量 x = { ai , a 2 ) 的长是 

\M\ = 

(我们顺便注意到，这无非就是毕达哿拉斯的定理 O ). 

其次，对于向量 z = ( ai , a 2 ) 与 y = ( 61 , 62 ), 以两向量间交角 0 的余弦乘其两向 
量的长之积叫做: r 与 y 间的内积 ( x } y ) : 

(x ， y) HWI • IMI cos 义 

此外通过向量的射影，也可求出 


{ x , y ) ^ aibi + a 2 b 2 • 


知道两向量的内积与两向量的 K ： 时，两向量间的交角可由关系式 


cos 9 — 


( x ， y ) 

II 工 Hlyll 


(0 < 0 < 7 T ) 


决定 • 

特别，两向量正交的条件是 

( x y y ) = a \ b \ + 0262 = 0 . 

用逐字相同的话，可以叙述三维空间 IR 3 中的 事情： 

( 1 ) 有序的三个实数 a : = ( a 1 , a 2 , a 3 ) 可以看作 R 3 中的一点也可以看作 IR 3 中的 
一个向量. 

( 2 ) 两个向 fl •可以 相加. 向董可以乘上 一 个实数.向量 CC = (< 21 , 6 * 2 , 03 ) 之 K ： | 卜 

由毕达哥拉斯定理是 _ 

||x|| = 十 a] + a 赛 . 

( 3 ) 对于向量 a ； = ( ai , a 2 , a 3 ) 与 y = ( 61 , 62 , 63 ) 可以作其内积 

( x ， y ) = \\ x \\ - || y || cosO = a x bx 4 - a 2 b 2 + 


® 即勾股定理. 


第 5 版校订者注. 
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⑷已知内积 ( x ， y ) 和向量的长，从 


cos 9 = 


Qg ， y ) 




得向量间的交角 

(5) 两向量正交的条件是 


( x , y ) — a\bi 4- a 2 b 2 + a 3 b 3 = 0. 

上面所述的关系式可以推广到 n 维欧几里得空间] 中去: n 个有序的实数 

X = (64,02,… ， a n ) 

称为 R n 中的一点或是 R n 中的一个向量. 



( a li 


， a n ) 的长 ||: c || 是 


IWI 


Y + • • • + ^ n # 


至于内积不能再由夹角来定义，只好用下面的等式来表示 


(^， y ) 


w 


反过来，从关系式 


cosO = 


(工， 2/) 


WI • M 


(0^0 


可以定义角度要此定义合理，必须证明 


1( 工， y)K II 工 II • Ibll. 


如果这事已证实（证明在下面)，那么很自然地，当两个向量 : r = ( ai ， a 2 ，. … , a n ) 和 
y = ( 6i ， 62 ,…， b n ) 满足条件 


n 

(x，y) = }^akbk = 0 



时，称它们是相互正交的. 

按此推广过程继续前进，自然会引到“无限维”空间的概念上去， R 00 亦可 
记为 h . 不过对此问题，我们只作向量的探讨. 

定义有序的无穷实数数列 

x = (ai,a 2 ,a3, • • •) 



满足 



时，称 rr 是空间中的一个向量. 


称 Ibll 为向量 a ： 的长或范数. 

显然，如果 : r e / 2 ,则对于任意的 A :， 向量 
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kx = ( ka^j ka2 ^ k ( i3 , • • •) 

也属于 z 2 , 并且等式 

IIMI = W • M 

成立 • 特别是： ||- x || = || x ||. 

假如 X = ( ai , a 2 , a 3 , • • •) 和 y = ( bi , b 2 , b 3r ■ 都属于 那么 

x -h y = (ai + 61 ， < i2 + 62 , <13 + 63 , . •.) 

也属于 Z 2 . 事实上， 

( a k 4 - bk ) 2 ^ 2( a | H - 6^). 

又由不等式 

\ akbk \ ( a } + bl 

知道级数 

oo 

是绝对收敛的，称其和为向量 x 与2/的内积. 

空间《2与 k 存在着密切的关系.任意取 一 规范的完全正交系 { u > fc ( x )}, 对于 L 2 
中任一函数 / Or ), 作 f{x) 的傅里叶系数列 
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容易证明，这样的关系是一 * 对一^的.事实上， L 2 中不同的两兀素（由于 { u ； jt ( a :)} 
的完全性）对应于中不同的两向量.而由里斯〃菲舍尔定理，中每一个向量是 
中某一函数的一组傅里叶系数. 

但这个对应，除了一对一的性质而外，还有其他的性 质：当 

工〜 f, y 〜 g 


时，则 


工 + y 〜/ + . 9 , 

kz 〜 kf. 


由是，设 L 2 中的元素凡/ 2 ，…， / n 之间存在着线性关系 


^l/i + 々 2/2 + • • • 十 k n f n = 0 , 

那么将 fuhr - Jn 换以对应的 G 中的元素时此关系式也成立中的向量 （0, 0,0 ,--) 
以0记之].假如将此事与等式 

M = 11/11 

合并考虑，那么空间 l 2 与/ 2 ,依照几何意义完全相同.由于这个缘故空间 z 2 也称为 
希尔伯特空间. 

设 

a: = (ai,a 2 ,a 3 ,--)» V = (bi ， b2 ， b 3 , …) 

是中两个向量 ， rfn /与 p 是 k 中相对应的元素.广义封闭公式就是 



由此关系，很自然地，称积分 



为元素①/和 g 的内积，而以记号 

(/，分） 

记之，由是 

(/，"）=(工， ?/)• 

布尼亚科夫斯基不等式现在具有 r 述 形状： 


l(/^)l^ ll/ll-NI. 


® l 2 中的元素今后亦称为该空间的向量. 


§4 •空 
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由此可以定义 k 中的元素/和5 间的角度: 

cose = w1k (…“). 

特别，我们以前定义两个函数 / Or ) 与 p ( 2 ：) 互相正交的条件是 

(/， P ) = 0， 

这刚好就是 l 2 中两个元素相交成 g 角度的等价条件. 

此外，若 Lj ( x ) 是规范化的函数 

= 1， 

则 u ( x ) 可以看作空间(或； 2 ,因为根据上述，二者是一样的）中的单位向量.在 
此情形下，可以用通常的方法定义向量/在方向 w 七的 射影： 

ProL / = ll/ll cos (9, 

其中 0 表示向量 f 与 UJ 间的交角.换言之， 

Pro j w / = [ f { x ) ij ( x ) dx . 

J a 

这样一来，/⑷关于规范 IH 交系{叫⑷冷的傅里叶系数，成为向量/在所说的 
函数系的方向上的射影. 

在 n 维欧几里得空间中，向量 a : = ( ai , a 2 , a 3, * * * ,« n ) 的长是 

\\ x \\ = 

这是毕达哥拉斯定理的拓广，因为#是向量 : r 在坐标轴上的射影.现在我们考察其 
中的 m(m < n ) 个射影.要知道 n 个射影是否全落在所考虑的 m 个轴上，只要比较 
一下 m 和 n 的大小就行.但也可以从等式 

w 2 = f >! 

k=l 

豢 _ 

是否对所有的: r 成立来判断（因为如果 m < n , —定可以找到向量 x 适合于 f ； < 

|| x ||). 此外，还可以从能否找出一个方向与所考虑的 m 个轴全部正交来加以定. 

对于无穷维空间1 2 ,凡规范正交系 {u k (x)\ 就是一组正交坐标轴.当我们考虑 
某一组正交系的时候,要弄明白这一组是否已包含可能取到方向的全部，我们就无法 

①并不是必须要这样的函数系，才使 L 2 与可建立相对应的关系. 
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直接来数清它.所以我们就会想到将关于 n 维空间所说的另外两种方法加以拓广. 
在拓广时就自然会引出封闭与完全正交系的两个定义.特别，封闭性与完全性两个概 
念对于规范正交系是等价的原因变成很清楚了. 

至此为止，我们只是从 Z 2 与 L 2 的联系得出对 L 2 的一种新的看法（这当然很重 
要).以后我们还要说明这个联系对建立起一些新的事实是有益的. 

首先，不等式 


与布尼亚科夫斯基不等式 


具有同样作用，都表示 


|( x , y )| < || x || - || y || 

l(/^)l ^ ll/IMMI 


又不等式 



\x y \\ < || x || -h || y || 


( 1 ) 


可以写作 



( 2 ) 


不等式 （1) 和 （2) 具有纯粹的代数 性质. 其次，由 L 2 的完全性， i 2 自然也是完 
全的[即若 lim ||〜 - x m || = 0 (n — » oo , m — 00 )，则 xi,x 2j x 3 , - -- 是收敛的]. 

因为任一 n 维空间是空间 Z 2 的一个闭的子集，所以一切上述诸性质（不等 
式（1)， （2), 完全性）对于 f 也成立. 

最后我们还要讨论一个问题，从这里我们可以看出与的联系是多么有用. 

固定中某一个元索 g ( x ). 对于每一个/ G 12 ,取数 


HI ) = (/, 9 ) (3) 

与之对应.这样就在 L 2 上定义了一个取实数值的函数，具有下列 性质： 

1) Wl+/2)=^(/l) + ^(/2 )； 

2) |^(/)|< AT - H/ll ( K =\\ g \\). 

如果以中元素作为变量的函数 4 >( f ) 常取实数值且具有性质 1) 和2)，那么称它为空间 
U 上的一 个线性泛函. 我们可以证明，除了 （3) 式所表示的以外，在上不存在其他的线性 
泛函. 


定理 （ M. 弗雷歇 ) 

等式 


若 4 >( f ) 是空间厶 2 上的线性泛函，那么中有唯一的元素 g ( x ) 使 

少(/) = (/， 5) 


对于 L 2 中任何元素 f { x ) 成立. 


证明假定利用某一规范正交系，得到 l 2 与 z 2 间的 一一 对应； 并且这种对应不使线性关 
系受到扰乱（即 l 2 中元素间的线性关系经对应后变成 z 2 中对应元素的线性关系)，并且对应元素 
的范数相同（保范性). 设 f e l 2 , 在 h 中的对应元素是假如我们令少 (/) 与: C 对应，那么得 
到一个在 G 上定义的泛函少.少具有下列性质：当 au € f 2 , 町 e 〖2时， 

< P(xi + x 2 ) = < P ( Xl ) + < P ( x 2 ), |#(®)| ^ K \\ x \\. 

要证明的是中有元素 2 /对所有 x 适合 

4>{ x ) = ( x y y ). (4) 

为此首先证明少的齐次性质，即设 a 是一实数，则 

< P ( ax ) ■ = a 伞⑷ • (5) 

此式当 a 是正整数时显然成立.由是 （5) 式当 a = ^ ( m 是正整数）时也 成立； 从而 a 是正 
的有理数时 （5) 式 成立. 其次，以0表示向量（0,0,0，..7,则 

步⑼=步 (0 + 0) = 2步⑼， 

因此得到 ^(0) = 0. 所以⑸式当 a = 0时成立.最后，由 

0 =少 (0) =少 [x + (— x)j =少 ( x ) + 少(一 X )， 

知 < P {- x ) = -^( x ); 因此当 a 为任何有理数时都是对的.剩下来要讨论的是 a 为无理数时的情 
形.设 r 是一有理数，则 

< P { rx ) : = r 4>( x ). (6) 

当 r — a 时， （6) 的右边趋向于 （5) 之右边.而 （6) 的左边，由 

| 少 ( rx )— 少 ( ox )| = 1 步 [(r — a ) x ]| 彡 K\r — a | - || x ||, 

趋向于⑻的左边.因此⑻式成立. 

今引人向景 

ek = (0,…，0，1，()，，••） 

(第 fc 项等于 1) .设 

少 ( e *：) = Ak ( A : = 1，2, • • • )， 

则可证 

y = (> li , A2 } A^ y …） 

属于 / 2 . 事实上，如果 

2/n = (i4i, i42, i43, … ， i4n ， 0,0 , …）， 

n 

则 J/n = Akek } 从而 

fc=l 

n n 

^(yn) = y^i4fc^(efc) = 
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乂将不等式 \^)\^ f < ^\\ x \\ 用到糾上去，乃有 



n 




k 


因 n 是任意的，所以 


112/11 ^ K . 


现在我们证明，这个 y 就是我们所要的 元素. 即对于任意的 a : G / 2 , （4) 式成立. 


设 


x = ( ai , a2 , a 3 


♦ ♦ • 


是 G 中的元素.置 


工 n = (“1 ，“3, • • • ， a nj 0, 0, • • • ）， 


则 ： r 




ah e k 而 


k 


n 


^( xn ) - ^ 2 a k ( p ( e k ) 


k 


k 


当 n — oo 时，上式右边趋向于 { x , y ). 另一方面，由于 


I 少⑷一少 ( 工 n)| = j 少 (X — Xn)\ ^ K - \\x - Xn\\ 


K • 



E -I 

fcs=nf 1 


⑺ 


因此步 ( Xn )— 步(怎)，故 （4) 式成立 . 

今设2；在 L 中的对应元素为 P •又设/为 L 2 中任一元素，/在 G 中的对应元素为 rr ， 则 


少 (/) = 4>( x ) = 



(f,g) 


剩下来要证 明：在 中只有一个元素 g 使关系 


Hf) = U\g) 

对于 l 2 中任一元素/成立. 

如果这样的元素有仍与 P 2 两个，那么对于仟意的/，关系 

(f ， 9i—92) = (/，沒 1) 一 (f,92) =少 (/) 一 少 (/) = 0 

成立. 置 f = gi — g 2 , 那么得到 

( P 1 - 92,91 - 92 ) = 11.91 一 仍|| 2 =0， 


从而仍=%•定理因此完全证毕. 


§5. 线性无关组 


§5. 线性无关组 
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定义 1 设 f i ( x )，^2( a ：)， … ，^ n ㈤ 是在 [ a ，6] 上所定义的 n 个函数.假如有不 
全为零的 n 个常数 A !, A 2 , •• - 适合 

+ M^P2{x) + • • • + ^4 n p n (:r) 〜 0 ， (1) 

则称 { v ? fc ( x )} ( A : = 1,2,…， n ) 是线性相关的 n 个函数.假如不存在这种常数，即从 
(1) 必导出 

Ai = 欠 2 =…= A n = 0, 

那么说： ( pi ( x ),( p 2 ( x ) f - • ， pn ㈤ 是线性无关的 n 个函数 • 

显然的，如果 n 个函数 { if k ( x )} 中有一个等价于0,则是线性相 关的; 
线性无关的部分组恒为线性无关. 

定理1 规范正交系是线性无关的. 

事实上，假如 { u k ( x )} ( fc = 1，2，... ， n ) 在 [ a ，6] 上是一规范正交系，那么，当 

71 

y ^ A k uj k ( x ) 〜0 

fc=l 

时，乘以 0J t ( x ) 然后积分，得到 

A x =0 (i = 1，2, …， 71)， 

由是即知定理成立. 

定理2 设 7 ii , U2 , • • • , 是两两相异的 i 个整数，则 i 个函数 x ni , x 712 ，•- - , x Ui 

在任何闭区间上是线性无关的. 

这是因为多项式只能有有限个根的缘故. 

定义 2 函数列 <^( x )， vp 2 ( x ), …中任何有限个函数系为线性无关时，称 {( p t ( x )} 
是线性无关的. 

例如，凡可数的规范正交函数系是线性无关的，如函数列 l ， x ，: r 2 , …是一线性 
无关系. 

设 ipi ( x ) y ip 2 ( x )^ ■- » n ( x ) 是在 [ a ，6] 上属于/> 2 的 n 个函数.又设/，殳是厶 2 

中任意二个函数，置 

(/, 9 ) = f f ( x ) g ( x ) dx J 
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以及行列式 


△ 





• 

((p2 > ^2 ) … 

• 

(^>2 , <Pn ) 

• 

• 

• 

• 

w 

• 

w 

• 


定义3 称行列式为函数系 tpi ( x ), %( x ) ，…， tf n ( x ) 的格拉姆 （ J . R Gram ) 


行列式. 


定理 3 


函数系 


#1( 工），#2⑻， 


^ n { x ) 


( 2 ) 


为线性相关的必要且充分条件是其格拉姆行列式等于0 


证明 


设⑵是线性相关的 n 个函数，则有不全是0的一组常数义，也，…， 


适合于 


A \( f \{ x ) + >12^2(^) + …+ A n ( f n ( x ) 




0 . 


⑶ 


将此式依次乘以 ( fil ( x ), ip 2 { x ) y - - ， pn ( X )， 且逐一积分，乃得 


山（#1， # 1 ) + 火 2 (# 1 ， # 2 ) + …+ ^ni^Ply^Pn) 

乂1(#2, Pi ) + 乂2(外， #2) + • • ♦ + A n {(f2^n) 




0, 


0, 


+ ^2(^ n , ^2) + • • • + A n {( f n ^ ^> n ) 


0. 


⑷ 


将 （4) 式中的為 t 看做未知数，则 （4) 是以为行列式的齐次线性方程组•但 


因所有的并非全是0,故必 


△n 


0 . 


⑻ 


由是 （5) 式是线性相关的必要条件. 


今设 A n = 0,那么齐次线性方程组 （4) 有不同于0的解，设 …， A n 是 


这样的一组解，使 （4) 成为恒等式.那么 



b 


( pi ( x )[ Aiifi ( x ) + …+ A n ip n ( x)}dx 




0, 


a 



b 


^Pn{x)[Aiipi (X) + ••• + A n ip n ( x)]dx 




0 


a 


将上面的等式顺次乘以 A u A 2 r - 而相加，则得 



b 


[ Ai ( pi { x ) + • • • + A n ( p n { x)] 2 dx 


0, 


a 
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由是得到 （3) 式， （3) 式乃表示系 IM^)} 是线性相关的. 

推论如果△„/()，则行列式 △ 1 , A 2 ，...， A Tl _ 1 中没有一个等于0.① 

事实上，如果 An # 0,则 {ipk (^)}为线性无关，所以仟何部分系<^1, <^2, • • • , p m (m < 
n ) 是线性无 关的； 因此一 0. 

引理设 (pi(x),ip 2 (x)r- ,^n(x ) 是在 [ a ，6] 是属于 Z/2 的 n 个函数•置 


则 


0P2 ， (pl) (P2 ， #2) … (V?2,^n-l) ^2{x) 

(工） = 


⑹ 





(k < n), 
(k = n). 


证明要做 tMx ) 和 ^ p k ( x ) 的乘积，只要行列式⑹的最后一列乘以 ^> k ( x ) 就 
行.至于 ^ n ( x ) Mx ) 的积分，只要将最后一列作积分就行，余下的是明显的.证毕. 

将行列式 ^ Pn ( x ) 关于最后一列展开，乃得 


rpn(x) = Ai(fii(x) + …+ A n ^i(p n ^i(x) + An^ifinix). (7) 

这就表 7K， 如果 {<^ k (^)}是线性无关的，则 VVi(z) 不等价于0 (因为 A n _i ^ 0). 
以乘⑺以后积分，利用引理，得 

/ ipl(x)dx = A n _ iA n , (8) 

J a 

因此与(不等于 0) 是同号的.同样的理由可知与 A n _ 2 是同号，以 
下类推.因此， An 与~ = (^1,^)>0有同符号， 这样， 得到下面的定理. 

定理4 线性无关组的格拉姆行列式是正的. 

由上面所讲的诸事实，可证如下的命题. 

定理5 ( E . 施密特 （ E . Schmidt )) 设在 [ a ,6] 上定义着有限个或可数个线性 
无关的函数 (p\(x), 外⑻，… . 那么可以建造如下的规范正交系 CJi ( x ), U ；2( x ), • * * ： (1) 
每一个函数 叫⑻ 是 (</? fc ( x )} 最初 n 个函数的线性组合， （ 2 ) 每 一 个函数 (fn(X) 是 
( u ； jfc ( x )} 中最初 n 个函数的线性组合. 

① Ai 当然是 ( v ? i ,(^ i ). 
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证明置 


^ i ( x ) = 


⑻ 

7^7 


k’n (工） = 


^ n { x ) 
\/ -1 △ 


(n > 2)， 


其中么⑻由 （6) 式 定义. 那么 { u k ( x )} 就是所要的函数系. 

事实上，由⑺， 



^ n ( x ) 




}a k '-Pk{x) 


显然成立，因此 { o ; fc ( x )} 满足定理中第--个要求. 

由引理， ^n{x) 与所有的函数 A ⑻， …， (p n - 、 (X) 是正交的，因此叫 ㈤ 与 lpl(x), 

…(及其线性组合）都是 IH 交的.特别， U ；„( a ：) 与 0； i ( x ), - - - , CJ n _ i ( x ) 都正 

交.因此， { u k ( x )} 是两两正交的函数系.又由⑻式，所有函数 LJ n ( x ) 都是规范的. 
故得 { u ； fc (: E )} 是 一 规范正交系. 

剩下来的事情是要证明 


(fnM = Y ] bkCJk ( x ). (9) 

fc — 1 

此事当 n = 1时自然成立.今设当 n < m 时为真.则由 （7) 

^m(x) = - - ^m{x) - 2Z a - ^k(x). 

八 m - 1 fc — 1 

于此，将右边的 ^ m (x) 换以^/△^△爲⑻，又将 ^ k { x)(k = 1，2,…， m - 1) 写成 
⑷，…，吵)的线性组合，则知当 n = m 时， （9) 式成立.定理证毕. 

附注两系{外(0；)}和 ( o ； fc ( x )} 中有一是完全的话，他系也是完全的. 

其理由 是：若 /i(z) 与一系中所有的函数成正交，则 h ( x ) 与他系中一切函数也 
成正交. 


例函数系 

1, X ， X 2 ， X 3 , ••- 

在[-1,+1]上是线性无关的.因此，由上述正交化的定理，从 { x n } 可以得到在 
[-1,+1]上的一系规范的正交多项式 

^ o (^), Li ( t )， L 2 ( x ), …， (10) 

其中 k ⑷是 n 次的多项 式①. 多项式 （10) 称为 勒让德 （ A . M . Legendre ) 多项式. 

①依照定理， L n ( x ) 的次数不大于 n , 但是它也不小于 n ， 因为 

n 

^ aA . L fc ( x ). 
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定理 6 勒让德多项式系是封闭的. 

证明由施密特定理， 

n 

X n = y^g fc L fc (x). (11) 

由 §3 的开始所述，此地的叫乃是 f 关于 { L k ( x )} 的傅里叶系数•将 （11) 乘 
以: r ' 然后在卜1，+1]上积分,乃得 

II? II 2 = ^2 a i- 

fc =0 

此即表示封闭公式对丁•每一个函数= 0,1，2, • • •) 是成立的，由斯捷克洛大定理 
的推论1，知 { L k ( x )} 是封闭的. 

推论函数系 l ， x ， x 2 ，.- 是完全的， 


§6. 空间 Z/p 与 /p 


在本节中我们要简短地叙述空间 L 2 的一个 推广. 

定义1 设 /( x ) 为一可测函数（跟以前一样， f ( x ) 的定义域是某一闭区间 K 6]), 


1•当 



f ( x)\ p dx < +oo 


时，称/(工）是 p 次幂的可和函数.所有此种函数的全体记作 Lp. 显然 M = L. 

定理 1 设 / e l p (p > 1)，则 / e L . 即 c L . 

事实上，置£； = [a, 6]，力= E (\ f \ < 1)， B =五 - 冷则 / Or) 在乂上显然是可和 
的，而在 B 上，由于 |/(x)| ^ |/(a：)| p , 可知/⑻在 B 上也是可和的. 

同样可证 


定理2 设两个函数都属于 L p ， 则其和亦属于 L p . 
事实上，设 f ( x ) ig { x ) 都是 L p 中的函数.取 


则在 A 上， 


从而 


E = [ a ，6 j ， A = E{\f \ ^ \ g \), B = E - A , 

\ f ( x ) + g ( x)r ^ {|/( X )| + \ g ( x)\y ^ 2 ^\ g ( x )\^ 
f \ f ( x ) ^ g ( x)\ v dx ^ 2 P / \ g ( x)\ v dx < - hoo . 

J A J A 
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同理可证 y |/( x ) + g ( x)\ p dx 4 一 有 限数. 

容易明若 /⑷ e L p ，则 kf ( x ) 亦属于 JL P ， 其中 fc 是一有限常数. 

设 P 〉1.称 

_ V 

Q ~ 7 

V - 1 

是 p 的共扼指数.因 

- + - = i, 

V Q 

知道：当是 p 的共扼指数时， p 亦为 q 的共辆指数.若 p = 2,则 q — 2 \ 所以2是自 
共扼的 （因此，上面所讲的在空间 L 2 中成立的性质，不一定能 一一 移到空间 L p 上 
去) • 


定理 3 若 f ( x ) € L py g ( x ) G L q , 则当 p 和 g 成共扼指数时， f ( x ) g ( x ) 是可和 
的，并且不等式 


成立. 







证明 设0 < a < 1现在讨论函数 


( 1 ) 


ip ( x ) = — ax (0 < x < + oo ). 

它的导函数 作）= a [ x a ~ l - 1] 在0 < x < 1中是正的，当 rc > 1时是负的.由是 
fp { x ) 在 :r = 1取最大值,所以 

*0 ㈤ 彡矽⑴=1 — a (0 < x < + oo ). 

因此，对于所有的 x >0, 

^ ax + (1 — a ). (2) 

设洚 B 是两个正数，于⑺中置 a ; = #再乘以尽则得 

彡 a 乂 + (1 — 

设 p 和 g 是共辄的两指数.置 Q ：= i ， 1 — a = -, 那么 

P Q 

< — + —• (3) 

P q 

所以不等式 （3) 当4 > 0, B > 0时是成立的.实际上，当/ > 0, 时也是成 

立的. 
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现在我们来证明本定理.假如/与 p 中至少有一个函数等价于0,则定理自真 


现在假设 



b 


\f{x)\ p dx > 0, 


a 



b 


\g(x)\ q dx > 0, 


a 


作函数 


p ( x )= 


/ ⑻ 





7( x ) 







\f{x)\ p dx 


a 




\9(x)\ q d 


a 


于不等式 （3)， 置 


A 


B 




17 ⑻ I 9 , 


则得 


\ip{x)^y(x)\ ^ 


M x )\ p 



P 


|7 ⑷ I 

q 


所以是可和的.因之， f(x)g(x) 也是可和的•因 



b 


\^p(x)\ p dx 


a 



b 


\j(x)\ q dx 




1， 


a 


故将 （4) 式积分，得到 



6 


a 


\tp(x)^f(x)\dx 彡一 + - 

p q 


从而得到不等式 


⑷ 



b 


\f(x)g(x)\dx 彡 


a 



\f(x)\^dx 



a 



^( x ^ dx . 



a 


此式较 （ l ) 更强. 

不等式⑴称为 赫尔德 （ O . L . Holder ) 不等式， 是布尼亚科夫斯基不等式的推 
广，后者是 （1) 式当 P = 2时的情形. 


定理 4 若 f(x)eL p ， g(x) e L p (p 彡 1 )，则 



1/ ㈤ +9{x)\Pdx ^ 



a 




\f(x)\Pdx + 


a 




\9(x)\Pd 


(5) 


a 


证明 当 p=l 时定理自真.设 p 〉 l ，（7 是 p 的共轭指数 • 

根据定理2, f ( x ) + g ( x ) 属于 L p ， 所以 \ f ( x )+ g ( x )\ P ^ 属于将赫尔德不等 
式中的/⑷换以 \ f ( x )\, g ( x ) 换以 |/( x ) + g ( x )\ v/q , 乃得 



\f(x)\-\f(x)^g(x)\^dx 





\f(x) g(x)\Pdx. 


⑹ 
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称⑻ 为阅可夫斯基 （ H . Minkowski ) 不等式. 当 p = 2时即为柯两不等式 • 

对于若干个数的和而言也有相当于上面的赫尔德不等式和闵可夫斯基不等式: 



为 f ( x ) (看作 L p 中的元素）的范数. 


显然，范数具有下列诸性质： 

I. 11/11彡0,当 /Or) 〜0且仅当此时， II/II = 0. 

II . || fc /|| = IfcHI / ll ， 特别是， 11-/11 = 11 / 11 . 

in. ||/ + ^||< ll/ll+ NI. 

有了 L p 中元素的范数的定义，可以将从前关于 L 2 所说的几何学概念施行于 
L p . 假如 { fn { x )} 中一切函数都属于 L p ， 且 /(X) € L p ， 则当 

lim f \ f n ( x ) - f ( x)\ p dx = 0 

n—oo 
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时，称{九⑷}是 P 阶平均收敛于 f ( x ). 如同在 L 2 中的情形一样，我们可以从 p 阶 
平均收敛导出依测度收敛的性质，且极限相同（视等价的两函数为同一函数).如同 
在 b 时之情形一样，我们可证范数的连续性以及极限的唯一性（等价的两函数视为 
同一函数).又可仿照 L 2 中的情形，定义本来收敛函数列的概念.从而知道中的 
函数列具有极限的必要且充分条件是此函数列为本来收敛（空间 L p 的完全性). 

由于没有什么新的概念，所以我们不再加以证明.同样，下面种种事实我们也不 
加以证明（参阅 §2 的定理 6): M ， <7, 和了（后者满足 6 - a = 2 tt ) 在空间 L p 中 

是处处稠密的. 

当 P > 1时，亦可引 进弱收敛的概 念：设 { fn { x )} C L PI f { x ) G L p , 假如等式 



对于(此地 g 是 p 的共轭指数）中任一函数 g ( x ) 成立，则称 { f n ( x )} 弱收敛于 
f ( x ). 利用赫尔德不等式， 易证： 平均收敛的函数列是弱收敛的，且极限相同. 

当 p = 1时，则 p 不具有共轭指数.此时，设 {/ n ( x )} C L , f ( x ) e L , 如果 （10) 
式对于任一 有界可 测函数成立，则称 { f n ( x )} 弱收敛于 f ( x ). 显然，若 {/„( x )} 
是一阶的平均收敛，则亦为弱收敛，且极限相同. 

最后，我们简短地叙述一 下空间 > 1). 所谓 z P 乃满足条件 




的一切实数数列 


X = (Xi ， X2 ， X 3 ，.--) 

的全体.称|问|为 Z p 中元素 x 的范数.如同； 2 中所述，我们可以定义 ; p 中两个元素 
的和 x-\-y R l p 中元素 j : 与实数 fc 之积 fez . 

范数具有我们已熟知的 性质： 

I . || x || 彡0，当 a ; = 0 ( 即= (0,0,0,， • •)） 时且仅当此时， || a ;|| = 0. 

II . || fcx || = | fc | - || x ||, 特别是 ：|| 一 x || = || x ||. 

III . \\x + y \\ ^ || x || + || y ||. 

前面两个性质是很显然的，第三个性质由 （9) 式即得丨⑼式虽然是对于有限个 
和而说的，不过运用极限手续以后可以推广到无穷级数的和上去 1. 因范数概念的引 
人，我们可以引人 / P 中元素列的极限概念，元素列的本来收敛，在~中处处稠密的 
集等概念.我们可以证明 Z p 中元素列的极限是唯一的，范数是连续的，空间 〖 p 具有 
完全性，但是我们在此地不加详述. 
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第七章的习题 


1 •设 {/n(X)} 是 /v 2 中依测度收敛于 F(X) 的函数列•若 ||/n|| <尺，则 {fn(x)} 弱收敛于 

F ( x ) (F. 里斯). 

2. 如果函数列 {/nOc)} 在 L 中弱收敛于 F ( x ) } PJ ||/ n || < K (H. 勒贝格). 

3 •在 L 2 中，弱收敛于 F ( x ) 的函数列 {/ n ( x )} 未必是依测度收敛. 


4. 如果 {/n(X)} 在 Z /2 中弱收敛于 F ( a :)， 且 ||/ n | 
里斯). 

5. 假如积分/ /( xk ( x ) do : 对于中所有的函类 


IIFII , 则 { fn ( x )} 均方收敛于 F ( x ) (F 



f ( x ) g ( x ) dx 对于中所有的函数 /( x ) 存在，则 g ( x ) € L 2 ( H . 勒贝格) 


6. 凡规范正交系至多是可数的. 



设是 [ a , b ] 上封闭的规范正交系，则在 [ a , 6] 上关系= + oo 几乎处处成 


立 （ W . 奥尔利奇). 

8. 在上述条件下，对于任何可测集 e 其测度 me > 0的常是 

奇). 

9. 有限的函数系在中不可能是完全的. 


OO 



uldx = +oo ( W . 奥尔利 


10•设 { a ； fc ( x )} (k = 1,2, 




， n ) 是•个规范正交系_又设 f ( x ) e L 2 . 对于线性组合^ A k u k ( x) y 


W ^ 

作范数，则此范数当 
列尔 （ A . Tenjiep ))^ 




(/ ， 0fc) (灸 = i， 2 . 


• • • 


， n) 时取最小值 （ A. 焦普 


11 •设 Mx )} 是一完全的规范正交系.假如 {(^( a :)} 是 L 2 中满足 



2 

[ uJk ( x ) - ^ pk ( x )] dx < 


的一系函数，那么 {^( x )} 也是完全的 （ H . K . 巴里 （ H . K , Bapw )) 


12. 设在 [ 一 7T ， 7T] 上有函数 f ( x ) € L 2> f(x + 2 tt ) = f(X ) •置 


9 n ( x )= 



fi x + 0 _ /( X — 亡 ) 


dt 、 


则函数列如 ( X ) 在 hTT ,7 rl 上均方收敛于中之一函数9(0：)，且 


IMI < 11/11 



sin t 


dt . 


其中乘数 



sin t 


dt 不能再减小 n. 那汤松). 


13. 设在 [ a ， 句上 f ( x ) 属于 L 2 , 在 [ a , b ] 之外 f ( x ) = 0•置 


= 


2 /i 



i+h 




则 imi < imi ( A . h . 柯尔莫戈洛夫). 



第七章的习题 


• 199 • 


14. 在前题记号下，当 /I — 0时函数 咖）在 L 2 中均方收敛于 /( x ) ( A . H . 柯尔莫戈洛 夫). 

15. 试将习题1，2,3,4,5，13，14关于 L 2 的结果推广到空间 (p > 1) 上去. 

16. 证明空间 L p ( p ^ l ) 是完 全的. 

17. 证明空间 l p (p ^ 1) 是完全的. 

18. 有界序列 x = { xk } - || x || = sup{|a ： A；|} < +oc -的全体，所成的空间 m 是完 全的. 

19•设 [ a ， b ] 上的连续函数的全体是若取 C 中/的范数||/|| = max |/(: r )|， 则 C 是一完全 
的空间. 


20. 如果在函数集4中不存在异于零的函数而与函数系 {^( x )} 中所有函数成正交，则称 
{(^( z )} 在 A 中是完全的.在 （/«) 可积的函数集中为完全的规范正交系未必是封闭的 
(r. M . 菲赫金哥尔茨 )• 

21. 若 1 彡 r < p ， 则 L p C Z / r . 


22. 若 1 彡 r < p ， 则 Z p ：) Z r . 


23. 设 p 〉1， {/ n ( x )} C L p •若 f n ( x ) 为 p 阶平均收敛于 F ( x ), F ( x ) e L py 则当 1 彡 r < p 时 
{/n(z)} 为 r 阶平均收敛于 F ( x ). 

24. 设 1 《 r < p ， x n = ( a 4 n )， a 4 n )， x ^ n )，... ) € Zr •若工 n 在空间 L 中收敛于 a :， 则〜在 《p 
中也收敛于 X . 


OO 

25. 如果数列 {a k } 有如下的性质：对于任意的 {x k } e l P (p > 1) 能使 Yj akXk 收敛，贝 1 】 

/c=X 


W } 〜但卜卜 



26. 如果 {a k } 有如下的性质：对于任意的 {x k } el = lu 能使收敛，则{叫} € m , 即 

a：=i 

sup {| a / c |} < + oc . 


27- 设 p > 1.若 / Or ) 与 g ( x ) 能使闵可夫斯基不等式 （5) 中等号成立，则必 g ( x ) = / C /( rr )， 其 
中 1 C > O . 
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§1. 单调函数 


在闭区间 [ a ,6] 上定义的函数 /( x ), 当 


x <y 


( 1 ) 


时,若不等式 

f ( x ) ^ f ( y ) 

常 成立，则称/⑷是 一 •增函数. 

若由 （1) 有 f ( x ) < f ( y ), 则称 f ( x ) 是一 严格增 函数. 假如 由⑴有 f ( x ) ^ 
f ( y )[ f ( x ) > f ( y )} 7 则称 f ( x ) 是一 减函数[严格减函数 1. 增函数与减函数均称 为单调 
函数[严格单调函数] .若 f ( x ) 是一减函数，则 -/( a :) 是一增函数.故研究单调函数 
不妨假设是增函数，并且今后我们常假设函数是有限的. 

设 f ( x ) 是在 [ a ,6] 上定义的增函数.设满足 


a ^ xo < b y 

而 { x n } 是任一如下的 点列： 



在数学分析课程中已证明一定存在有限的极限 



lim f ( x n ), 
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并且这个极限正好是/ (4 在 ( xo >6) 的下确界： 

inf {/( x )} (xo < x < 6). 

因此它与 { X n } 的选择无关，我们记它做 

J(xq +0) (a < xo < 

同样可以定义 

f (xo — 0) (a < xq ^ 6). 

易知 

f ( x 0 - OK /( xo ) < /(xo + 0) (a < x 0 < 6)， 

/( a)^/(a + 0), f { b -0)^ f ( b ). 

因此函数 /( x ) 在: ro 为连续的必要且充分的条件是 

f { x Q - 0) = f ( x 0 ) = f(xo -h 0). 

[如果抑等于 a 或等于 h 那么只要考虑 /(« + 0) = /⑷和 /(b - 0) = f ( b ) 的成立 
与否好了 

• 我们分别称数 

f ( xo ) - f(xo - 0), f { x 0 + 0) - f ( xo ) 

为 /( X ) 在 ： T 0 的左方跳跃和右方跳跃，而称两者之和 f { X0 + 0) - /(xo - 0) 为 f ( x ) 
在 rro 的跳跃（在端点 a 和&只考虑一方的跳 跃). 

引理设 f { x ) 是在 [ a ,6] 上所定义的增函数.设 a ： i , X 2 ，... ，〜是 [ a , b \ 内部的 
任意点列，则 

[/(a + 0) - /( a )] + y^[/(gfc + 0) - /( X * - 0)] + [/ ⑻ -/(& - 0)] < /⑻- /( a ). (2) 

证明 我们不妨假设 

a < X \ < X 2<".<^ n <& 

置 <1 = 05 0 ，& = Xn+u 又引入如下的点2/0,1/1， • • • ， ?/ n ; 

x k <Vk < 怎 fc+i (fc = 0 , 1 ， 2, • • • ， n). 


则 

f(xk + 0) - f(xk - 0) 彡 f ( yk ) - /0/ fc - i ) = 1，2, ... ，几) 

/(a + 0) — /( a ) ^ / ( yo ) — /( a )» 

将这些不等式边边相加，即得（ 2 ). 
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推论 [ a ,6] 上的增函数，只能有有限个的点，其跳跃大于已给正数 a . 

事实上,设函数 /( x ) 在 [ a ，6] 内部的点具有跳跃大于 C 7, 则由（2)， 
得 

na < f(b) - /( a ), 

因此， n 不大于 /(6) ~ /(Q) . 

G 

定理 1 设 f(x) 是 [ a ，6] 上的增函数，则其不连续点至多是可数无穷个.设 
xi , x 2 , x 3 , -* 是/⑷在 [ a ,6] 内部所有的不连续点，则 

oo 

[/(a -I- 0) — /( a )] + {xk + 0) — /— 0)] + [/ (6) — /(6 — 0)] ^ /(6) — /( a ). (3) 

k=i 

证明 记/⑷的不连续点的全体为丑，又记 是 H 的一子集 ，在私 中任 
何点， f ( x ) 之跳跃大于^那么 

H — H \ H2 ^3 + • • • ， 

由于每一个是有限集，好是一可数集. 

不等式 （3) 乃由不等式 （2) 经过极限手续得到的. 

设 f ( x ) 是在 [ a ，6] 上定义的增函数.作如下的函数 S ( x ) : 

s(a) = 0 ， 

s ( x ) = [/( a + 0) - /( a )] + [ f(^k 0) ~ f(^k — 0)] 

Xk<X 

+[/ ㈤ 一 /( x - 0)] (a < x ^ b ). 

称 S ( 2 ；) 为 f(x) 的跳跃函数，显然的， S ⑷也是增函数 • 

定理 2 增函数 f{x) 与其跳跃函数 s(x) 的差 

咖） = /( 工） - s{x) 

是一连续增函数. 

证明 设 a < a : < y < 将不等式 （3) 用到卜 ， 2/1上去，乃得不等式 

s(y) - s{x) ^ f{y) - /( x ). • (4) 

从而 


所以 ip ( x ) 是一增函数. 
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其次，在⑷中令 y 趋向于 X ，则得 

s(x + 0) - s ( x ) ^ f(x 4- 0) - f ( x ). (5) 

另一'方面，由 s (: r ) 的定义和 : r < 2 /，得 

/(x + 0) - f ( x ) < s ( y ) - s ( x ), 

从而当2/ — x 时， 

f(x + 0) - f ( x ) ^ s(x + 0) - s ( x ). 

将上式与 （5) 联系，得 

f(x + 0) - f ( x ) = s(x + 0) - s ( x ), 

因此得到 

ip(x + 0) = ( p ( x ). 

同样可得 p( x - 0) = ( p ( x ). 所以 v ?( x ) 是 一 连续函数. 


§2. 集的映射、单调函数的微分 

设 f ( x ) 是在任意集 A 上所定义的函数. 

对于 A 的每一个子集尽作实数 f { x){x € E ) 的全体,记此全体为 f ( E ). 换言 
之，如点 y 使方程式 f ( x ) = 2 /在五 得到 a : 的解，则 f { E ) 即由此种点2/的全体所组 
成，而且不含其他的点. 

称实数集 f ( E ) 为 E 的像，而称£:为 f ( E ) 的 原像. 此种由 E 到 f ( E ) 的运算 
称为 E 到 f ( E ) 上的映射. 

oo 

定理 1 设 1) 玢 C 五 2; 2) E = 则分别成立： 1) /( 五 1) C /( 五 2); 2 ) 

n— 1 
oc 

洞 =[肌). 

n=l 

这是很显然的事. 

当 A 与 f ( A ) 的映射是一对一的时候，那么映射的理论就特别简单.此时存在 
反函数 x = g ( y ), 定义于集 f ( A ) 而取值于集 A 在这种情形下，关系 

\n— 1 / n=l 

成立.特别，假如五！ 与私 不相交，则/(及）和 f { E 2 ) 也不相交. 

作为这种“好”映射的例子，比如定义在 A = 上的连续的严格增函数便是. 

此时 f ( A ) = [ f ( a ) J ( b )). 

映射的理论对于研究函数的微分，颇有用处. 
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定义假如有收敛于0的数列 h u h 2 j 如，… (/ l n # 0)，使 

lim + = A 

n—oo h n 

存在，则称/ \ (不论 A 是有限数或无穷）是函数 /( a :) 在 a：o 的一个导出数. 

当 A 是 /( a :) 在 rr 0 的一个导出数时，记作 

入= Df ( xo ). 

假如在点 x Q J ( x ) 存在导数 r ( x 0 ) (不论是有限或无穷）的话，那么它也是一个 
导出数 Df ( x 0 ), 但此时 /( a :) 在点再也没有别的导出数. 

作为反面的例子我们来看狄利克雷函数利 0 ：):当: r 为无理数时 少 ( x ) 等于0,当 
x 为有理数时 tP(x). 等于 1. 

假如: r Q 是一有理数，那么 

+ / i )- 棒 0) = | 0, h 为有理数， 
h ~ h 为无理数. 

因此，分⑷在 : r 0 有三个导 出数: - oo ,0,+ oo ; 除此而外别无其他导出数.当: r 0 为无 
理数时有同样的情形. 

定理2 设 f ( x ) 是在 [ a , b ] 上所定义的函数，那么在 [ a ,6] 中各点都有导出数. 

证明设: r 。 € [ a ，6] •设 {/ i n }(/ i n / 0) 是一•收敛于0的数列且 Xo h n G [ a , b ]. 

置 

f ( x 0 + ^ n ) - /( 工 0) 

= - r - • 

办 n 

如果 { a n } 是一有界数列，那么由波尔査诺尔斯特拉斯定理必有收敛子数列 { a nfc }, 
设其极限是 A ， 则 A 就是/⑷在 xo 的一个导出数 • 如果 { a n } 无界，例如无上界，那 
么必有 {< T nfc } 趋于 + 00 . 此时 ，+00 = Df ( xo ). 

定理3 设 f { x ) 是在 [ a ,6] 上所定义的函教.设： r 0 e [ a , b \. 函数 f { x ) 在: r 0 存 
在通常导数的必要且充分条件是 /(： r ) 在抑的一切导出数都彼此相等. 

条件的必要性甚为显然，且已述于前. 

对于条件的充分性，设 A 为其所有导出数的共同值，必须证明下面的 事实： 对于 

一切收敛于0的数列 {/ ln }(/ ln ^0), 存在极限 

li m f(xp + h n ) — f { x 0 ) =入 

n—oo h n 

假如不是这样的话，那么至少存在一个数列 {/ l n } (/ l n — 0，/1„ # 0)，使 

f ( x 0 + / l n ) - f ( x 0 ) 

〜=--- 

fhl 
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不收敛于 A . [我们不妨就 - oo < A < +OC 来讨论，如果 A = 士 00 ,则所述可更简单 

化因此有正数 q 使无穷个的 a n 在 （ A - e，A + e ) 之外.这个无穷集当中应该含有 
一个收敛数列 W nk }, 收敛于一个极限 /i (有限数或无穷大)，这个 m 是/(4在吻的 
一个导出数，但与 A 不同，此事与假设矛盾. 

引理 1 设 f ( x ) 是 [ a ,6] 上所定义的增函数，则其一切导出数不取负数. 

这个引理，甚为明显. 

引理 2 设 f ( x ) 是在 [ a ,6] 上所定义的严格增函数.假如对于五 C [ a , b ] 中每 
一 点0：，至少有一个如下的导出数 



E G Gj mG < m m E + e . 

其次设 p Q > P . 如果: r G € 五，则必有收敛于 0 的数列{心}，使 

lim /( 勒土 y 二 制 = DfM<P . 

n — 00 fl n 

在此情形下，当 n 足够大时，1砌，吻+ /1„1®将完全含在 G 中.此外，对于所有足 

够大的 71 ， 

f { x 0 + h n ) - /(X。）/ 

- —- - < Po - 

/in 

于此我们不妨设上述二式对于一切 n 都成立.现在我们来讨论闭区间 


C^n(^o) = [ 工 0 ，工 0 + ^n(^o) = [/ (^o)? f (^0 h n ) • 

因 f ( x ) 是一增函数，所以 

f[dn(x 0 )] C A n ( x 0 ). 

又因这些闭区间的长度是 


(工 0) = |^n I ) 工。） = | f (*^0 ) _ •/* (工 0 )|， 

所以 

mA n ( xo ) < po - md n ( x 0 ). 

①于此我们假设 hn > 0. 如果 /in < 0,则应考虑 [XO + hnyXo }. 不过我们可以用 [ OL y 0 \表示介乎 
a 与0间的数的全体，不论或是 a > 0 . ^ 


• 206 • 


第八章有界变差函数、斯蒂尔切斯积分 


由于心 — 0,必有 A n ( a ： o ), 其长可任意小，又因五的像 f ( E ) 乃由一切 f { x Q ) 
所组成，而 f ( xo ) 含在 An(xo) 之中，所以 f ( E ) 是依照维塔利的意义被 A n ( x)(x E 
E ) 所覆盖于是在这些闭区间中，可以找到两两不相交的闭区间列 { A nt ( xi)}(i = 
1，2,3,…），使 

00 • 
m f ( E ) - ^ A ni ( xj ) =0. 

- <=i ■ 

显然， 

oo oo 

my(E) ^ y^mA ni (xj) < p 0 - ^md nt (xi). 


我们 注意： 不但 △%(&) 间任何两个不相交，且 d ni ( Xi ) 之间也没有两个相交 

的② • 


因此 


但因 




> : ( 怎 i) C 



m ’ f ( E ) < poinG < polm^E + e ]. 


令 e 趋于0, Po 趋于 P ， 即得引理 2 的结果. 
用相似的方法，不过略为复杂一些，可证 


引理3 设 /( x ) 是 [ a ,6] 上所定义的严格增函数.如果对于五 C [ a ,6] 中每一 
点 2 C ， 至少存在一个如下的导出数 

Df { x ) > q (9 > 0)， 


那么 

m * f { E ) ^ q - rrCE . 

证明当 g = 0时定理显然成立.今设 g > 0.设卯是一小于 g 的一个 正数. 对 
于 e > 0,取如下的有界开集 G ®: 


G D f{E), mG <rn m f{E) + £. 

设函数 f ( x ) 在 E 中的连续点的全体为则丑-5 1 至多是一可数集，因为单调 
函数之不连续点的全体至多是一可数集. 

①这里用到 / Or ) 为严格增的条件，否则可能有 AnOr ) 为一点，就不能应用维塔利定理. 

⑦事实上，如果 zednJrrOndnfcO ^), 则 Hz ) e A ni ( xi)n A nfc ( x fc ). 

③注意，集 f ( E ) 是有界的，因为它含在闭区间 [/ ⑷，/⑽内 • 
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设 X G €五，则必有 { h n } 适合于 


/in 


0 , 


lim 


f ( x 0 + h n ) - f ( x 0 ) 


九 n 


Df ( x 0 ) 彡 q 


我们不妨假设对于所有的 n ， 不等式 


/(xo + h n ) — /( xp ) 

"n 


> Qo 


都成立.因此，也像以前一样，记 


d n (oc Q ) = [xo,x 0 + h n ] y A n (x 0 ) = lf(x 0 ) y f(x 0 + h n )\ y 

则得 z 

mA n (x 0 ) > qo - md n (x 0 ). 

如果 Xo € < S ， 那么当 n 适当大时所有闭区间 [ f ( x 0 ) J ( x 0 + h n )} 将完全含在 G 
之中.我们又不妨设对于所有的 n,GD [/( x 0 ), /( x 0 + / i n )]. 

点集 S 依照维塔利的意义完全被闭区间 d n { x){x € S ) 所覆盖.所以在这些闭区 
间中可以选取两两不相交的闭区间列{<(々)}，使 


m 


S - > 二 dn ‘ (工 i) 




因此 



rri^S ^ < 




〉: (工 i )- 



伹因△〜(々)，如同 dr H (Xi ) 一样，也是两两不相交的（此地正好用到 / Or ) 的严 
格增加的条件)，所以 


y^mA ni (xi) 


= m 


^2 A n x ( Xi ) 




彡 mG < + e 


于是得到 


m^S < — [ m m f ( E ) -f € . 

Qo 


令 e 趋向于0,如趋向于 g 即得 


f ( E ) ^ qm * S . 

但 m "5 + m*{E - S ) = m * S , 所以引理 3 成立. 

推论设 f ( x ) 是 [ a , b ] 上的增函数，则使 f ( x ) 至少有一个导出数为无穷大的 
Ax 的全体成一测度为零的集. 
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事实上，首先假设 f ( x ) 是一严格增函数.此时如果 


m * E ( Df ( x ) = +oo) 〉 0 ， 

Wl E 的像 f ( E ) 的外测度应该是无穷大，但这件事是不可能的，因为 f ( E ) 位在 
[/ ⑷，/(6)]中之故.于是，对严格增函数断言已证明.假如/⑷是增函数而并非严 
格增，那么 

g { x ) = f ( x ) - i - x 

成一严格增函数.由于 

5(X + /i) - ^(x) f(x + h )~ /(X),, 

- h - = - h - + 

当乃 /( x ) = + oo 时，必定 Dg ( x ) = + 00 . 但已证对于沒⑷而言，断言 成立； 因此对于 
f ( x ) 也是真的. 

引理 4 设/⑷是在 [ a ， 6 ] 上所定义的增 函数. 设 p <(7 .又 设丑 P ， gC [ a ， fe ]， E Piq 
中任一点 a ； 有两个导出数和 D 2 f ( x ) 使得 


Dif ( x ) < p<q < D 2 f { x ), 


则 mEp^q = 0. 

事实上，首先假设 /( x ) 是一严格增函数.那么应用引理 2 和引理 3, 


m /( 五 P ，9) < P • 爪， Ep、q、 771 f ^ q • 171 E p 、q、 


从而 


分 TTi Ep^q ^ pm Ep ， q ， 


所以 m * E p 、 q 




0 . 


/( x )+: c 是一严格增函数.将已经证明的 


假如 fix ) 不是严格增的,那么 g ( z ) = 

事实用到上去，就可以完成引理 4 的证明（分别以 p + 1 与 g + 1 代换 p 与以 

现在，让我们证明本节中的主要定理. 


定理 4 设 f(x) 是在 [ a ,6] 上定义的增函数①，那么在 [ a ,6] 中几乎对于所有的 
x , f(x) 存在有限的导数 f (X) . 

证明 设在 [ a , 6] 中， f\x) 不存在的点的全体为五.那么当 xoeE 0^, 必有不 
相等的两个导出数 认 /( a : 0 ) 和 D 2 f{x 0 ). 今设 D l f{xo) < D 2 /( x 0 ). 因此可以取有理 
数 P 和9使 


Dif ( x Q ) < p < q < D 2 f ( x 0 ). 


® 读者须注意,此地并不要求函数连续. 
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显然是 


E 


Ep'q ， 


(P ， 9) 


其中 Ep.g 表示 
D 2 f { x ) 适合 


中这种点： r 的全 体：在 xj { x ) 具有两个导出数 Dyf { x ) ^ 


D \ f { x ) < p < q < D 2 f ( x )， 


式中的加法记号^施行于一切有理数对 （ p ， g )， 但 p < g . 


(p ， 9) 


依照引理4, 每一个 E p > q 之测度是0,而 E 中项数是可数的，所以 m 五= 0. 


(P ， <7) 

由是， /' ⑷在 [ a , 6 ] 中几乎处处存在.又由引理 3 的推论， f ( x ) = -foo 的点; T, 
其全体是一测度为零的集，因此定理完全证毕. 

今后当说到增函数 / Or ) 的导函数 /' Or ) 时，我们将算作它全部被定义.也就是 
说，对于 [ a ，& j 上所有的: r . 符号尸⑷都有意义.为此在/⑷没有导数的点即使是 
无穷大，约定总是 /'(rr) = 0. 

定理 5 设 /Or) 是 [a,6] 上定义的增函数，则其导函数 f ( x ) 是可测的，且 



6 


f { x)dx < f ( b ) - /( a ), 


a 


此式表示 f ( x ) 是一可和函数. 


证明我们将/(岣的定义范围扩大 如下: 


于是（可能除了 

点 X, 成立 



当6 < a : 彡6 + 1 时，定义 f ( x ) = f ( b ). 
b 而外，但 f f { b ) 原来只是左导数）对于 f ( x ) 存在导数广 ( a ：) 的 






lim 



/ { 工+ 


:) - 


/⑻ 


这就表示， r ( x ) 是几乎处处收敛的可测函数列 ® 的极限函数，所以是可测的.又 
因 f ( x ) 不取负数，所以由第六章§1,勒贝格积分 



6 


f ’（ x)d 



a 


是有意义的，由法图定理[第六章§11， 



b 


f \ x)dx ^ sup 


a 



b 


/ 工+ 


士)- 


/( 工) 


dx 


①函数/( X ) 都是增函数，所以都是可测的.事实上， £(/ > C ) 或是空集或是一个 


区间. 
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但因 



6 


a 


/ | x + — I dx 

n 



b + 


n 


丄 


f{x)dx 


(此地并没有用到勒贝格积分变量变换的理论，因为增函数 /( x ) 依黎曼意义是可以 
积分的)，所以 



/ 怎 + 



_/⑷ 


dx 



fc + 士 


f(x)dx — J 


a 4 


n 


}{x)dx 


n 


f(b)~ 



a 




从而得到 



b 


f\x)dx ^ f(b) - / ⑷ 


a 


我们在习惯上，以为导函数的积分即为原函数.因此对定理中的不等号看不大 
顺眼.但是一般地说，上式中等号可能不成立，甚至当函数 f ( x ) 是连续时等号也未 
必成立. 

例设巧是康托尔的完满集.将它的余区间集分成如下的类别：第一类是一 


个区间 

1 A 

27 5 27 


3 



第二类是两个区间 


9 


，暮 )( 


7 8 
9 1 9 


第三类是四个区间 


丄丄 

27 , 27 


J 


)，( 


19 20 
27^27 



25 26 
27^ 27 


，依此类推，在第 n 类中有2- 1 个区间. 


今作函数 0( x ) 如下: 


当 z € 


12 
3^ 3 


时， G{x) 


当以 f ‘暮1时，啡) 


?当 2 ^ 时’ 9(x) = \ 


在第三类的四个区间中 0( x ) 依次取值 


个区间中 G ( x ) 依次取值 


13 5 7 


般地说：在第 n 类的 


3 


5 


2 n， 2 n ’ 2 n ’ 


1 


2 n - 1 

2 厂 


于是 e (: r ) 在凡的余集 Go 上有了意义，它在的每一个构成区间上是常数， 
但总的说来在 Go 上是一增函数 ® .在作上，补充 0( x ) 的定义 如下： 


0 ( 0 ) 




0， 0 ( 1 ) 




对于介乎0与1之间的凡中的点吻，则令 


O(x 0 ) 




sup{ ^(x)} (x e. Go, x < : r。) 


①最简单的方法可用归纳法证明.详细的情形留给读者自证. 
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容易看出， G ( x ) 是在整个闭区间[0，1]上定义的一个单调增函数. 

我们还可以证明， 0( x ) 是一个连续函数.这可以从下面的事实看出，因为 O ( x ) 
在 Go 上所取函数值已经在[0，1]中处处稠密.[事实上如果增函数 /(: r ) 在 m 有一 


不连续点，则至少 （/(xo - 0)， /( x 0 )) 或 (/( x 0 ), f ( x 0 + 0)) 中之一就没有 f ( x ) 的函 


数值 .] 所以 O ( x ) 是一连续的增函数,并且# ㈨ 在 [0,1] 几乎处处等于0 ( 在 Go 中 


每点当然是 O ^ x ) 




0). 因此， 



0\ x)dx 




0< 




0 ( 1 )- 0 ( 0 ). 


以后我们还要建立使 



f \ x)dx ^ }{ b ) - f ( a ) 中等号成立的条件 • 


最后在这里，我们证明一个很有用处的定理. 

定理6 设五是 [ a ,6] 中任一测度为零的集，那么一定存在这样的连续增函数 


cr ( x )， 使 




+oo 


在点集五上处处成立. 


证明 


对于每一个自然数 n 作这样的有界开集 G n 使 


G n D E , mG n < 




2 n 


我们置 


o ) 


{^ n }• 


那么 ^ n ( x ) 是一非负的增连续函数，且满足不等式 


0 ^ ^n{x) < 


2 ^ y 


所以函数 


(7(1) 




也是一个非负的连续增函数. 

设 XQ €五，则当 |/ i | 充分小时， [ x 0 , x 0 + / I ]完全含在 Q 之中[固定 n ]. 对于此 
种九（为简单计，不妨设 /I > 0)，我们得到 


7 p n ( x 0 + h ) 


m { G n n [ a y xo ] + G n n { x 0 y x 0 + / i ]} 
(^0 ) + h , 


从而 


^n(Xo +/l) - 1pn(X 0 ) 


h 
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§3. 有界变差函数 

在本节中要讲一类非常重要的函数， 即所谓有界变差 函数，这类函数是与单调 
函数有密切关系的. 

设 /( x ) 是 [ a ，6] 上定义的有限函数.在& 中作如下的分点 

xo = a < xi < x 〗 < … < 〜= 6, 

且作如下的和 

n — 1 

-取 )1. 

k =0 

定义 1 称 K 的上确界为 /( x ) 在 [ a ,6] 上的 全变差 ®, 记作 {(/) .当 

a 

V (/) < +oo 

a 

时，称 / Or ) 在 [ a ,6] 上 是有界变差®的， 或称/⑻在 [ a ,6] 上具 有有界的变差 • 

定理1 单调函教是有界变差的. 

本定理，就增函数来证明就够了.设 / Or ) 在 [ a ，6] 上是一增函数,那么 
f ( Xk ) 不是负的.从 

n — 1 

^2{ f ( x k+l )- f ( x k )} = m - f ( a ) 

fc=0 

得到定理的证明. 

满足利普希茨 （ R . Lipschitz ) 条件的函数是有界变差函数的又一 例子： 

定义 2 在上所定义的有限函数 /( x ), 如果有常数 K 常使不等式 

I/W - f(y)\ ^ K \ x - y \ 

对于 [ a , b ] 中任何两点: r , 2 /成立 ，称 /(： r ) 在 [ a ， b ] 上满足利 普希茨条件. 

nojiHan RapnauMH nojiHoe M3M6HeHHe. ~ 

® 或称是有限变差的. 
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假如 /( z ) 在 [ a ,6] 的每一点 x 中具有有界的导函数那么由拉格朗日的 
公式： 

/⑷ 一 f(y) = f \ z){x - y ) (x < z < y ), 

即知 /( aO 是满足利普希茨条件的. 

假如 /( z ) 在 [ a ，6 l 满足利普希茨条件，则 


\f{X k+ l) - f(X k )\ ^ K(X k+ l - X k )y 


从而 


V ^ K ( b - a ), 


所以 f ( x ) 是一有界变差的 函数. 


连续函数的全变差可以是无穷大，例如 


/( 工） = XCOS 


丌 


2 x 


(0 < x < 1 ， /(0) 




0 ) 


如果在[0, 1] 中采取分点 




那么容易证明 


v = 1 H + ... + P 


从而得到 


Y(/) = +oo. 


定理2 有界变差函数是有界的. 
事实上，对于 a < x 


V 


b 


\ f ( x )- f ( a )\ + \ f ( b )- f ( x )\^ V ( f ) 

a 


从而得到 


b 


|/( a ;)|<|/( a )|+ V (/). 

a 


定理 3 两个有界变差函数之和、差、积仍为有界变差 函数. 

证明设 /( x ) 和 g ( x ) 在 [ a , 6] 上是两个有界变差函数.置 , s ( x ) = /( x ) + g ( x ), 


则 


| s ( x fc + i ) - s { x k )\ ^ \ f ( x k + i ) - f { x k )\ + | p ( x fc + i ) — g { x k )l 


从而 


V ( 5 )^ V (/)4- V ( p ) ? 


a 


a 
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所以 s ( x ) 是有界变差的函数.同样可证 f ( x ) - g ( x ) 是有界变差的 • 

其次设 p ( x ) = f ( x ) g ( x ). S 

A = sup {|/( x )|}， B = sup { b ( a ;)|}， 


则 


|p(xfc^i) -p(x fc )| ^ \f{x k +i)g{xk+i) - f{xk)g(x k+ i)\ 

+\f( x k)g{x k+ i) - f{x k )g{x k )\ 

^ B\f{x M ) - f{x k )\ + A\g(x k+1 ) - g(x k )l 


从而 

V(p)<BV(/)+AV(^), 

a a a 

所以 f ( x ) g ( x ) 也是有界变差的. 

定理 4 设/(岣和 g ( x ) 都是有界变差的•若 |^( x )| > a > 0, 则也是有 
界变差的. 

证明留给读者. 

定理5 设 /( x ) 是 [ a ,6] 上的有限函数，又 a < c < 6, 则 

V(/) = V(/) + V(/). (1) 

a a c 

证明设在中各各插人 分点： 


yo 




a < yi < …< ym 


Cy Z 0 


C < Z\ < 


• # • 


< z 


b ， 


乂作 


一 1 


-1 


Vi 


\f(yk+i) - f{yk)\, ^2 = |/( 办 + 1 ) - 


k =0 


/ c =0 


分点 {2/ fc } 和 {^} 也是 [ a ，6] 的分点，对于这个分法所对应的和记之为 K ， 则 


V = Vi + V 2 . 

由此立即可得 

Vi + v 2 < V (/). 

a 

因此得到不等式 

々(/)+◊(/)<々(/). 


(2) 
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又中所插入的分点 

xq = a < X \ 〈… < x n = b 

中假设有一点是 C . 设 c = o ： m ， 则对于这个分法所对应的和％ 

m —1 n—l 

V l/( X fc-»-l) - f( X k)\ + X] - f( X k)\ = Vi 4- V 2f 

/c=0 k—m 

此处 W 与是对应于 [ a , cl 与 lc , 6] 的和.由是 

V (/)+ V (/). (3) 

a c 

上述不等式只有对于这种分法，其分点含有 C 点者已证是成立的.实际上，不等 
式 （3) 对于一般的分法都是成立的，因为在分点中添加一个新的分点时所对应的和 
不会减少.所以由 （3) 得到 

V (/)^ V (/) + V (/). (4) 

a a c 

由 （2) 与 （4), 乃得 （1). 

推论1 设 a < c < 6. 如果 /( z ) 在 [ a , 6] 上是有界变差的，则/⑷在 [ a ， c ] 及 
[ c ,6] 上也是有界变差的.其逆亦真. 

推论2 若 [ a ,6] 可分为有限个部分，在每一部分区间中 /(: r ) 成为单调函数，则 

/(: c ) 在 [ a ,6] 上是有界变差的. 

定理6 函数 f ( x ) 是有界变差的必要且充分条件是 f { x ) 可以表示为两个增函 

数的差. 

证明 其充分性由定理1与定理3即知.为了证明其必要性，置 

7 r ( x ) = V (/) (a < x < 6) 

a 

7 r ( a ) = 0. 

由定理5, 7 r ( x ) 是一增函数.置 

I /( X ) = 7 r ( x ) - /( x ), ⑻ 

则可证也是增函数.事实上，当 a 彡 x <2/<6 时，由定理5， 

i /( y ) = 7 r ( y ) - f ( y ) = n { x ) -h V (/) - f { y ) } 
i /( 2 /) - i /( x ) = V (/) - [ f { y ) - f { x )}. 

X 


所以 
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但是由全变差的定义， 

f ( y ) - f ( x ) < V(/), 

X 

所以得到 

i /( y ) - u ( x ) > 0, 

因此是一增函数.由 （5) 式乃得 

/(X) = 7r(x) - l/(x )， 


这是所要的表示式子. 


推论1 如果 /( x ) 在 [ a , b ] 上是有界变差，则尸 Or ) 在 [ a ,6] 上几乎处处存在且 
为有限，并且 /'( x ) 在 [ a , 6] 上是可和的. 

推论2 有界变差函数的不连续点的全体至多是一可数集.在每一个不连续点 

Xo 存在着两个极限 


/( x 0 + 0) = lim f ( x ) (x > x 0 ), 

X — ►Xo 

f { x 0 - 0) = lim f ( x ) (x < xo ). 

X ― >XQ 


设 


X\ y x 2j 工 3 ，… (a < x n < b ) 


是 7 T (: c ) 或 u { x ) 之不连续点的全体.作跳跃函数 


Sn{x) = [7T(a + 0) - 7T ⑷]+ ^ [7T(Xfc + 0) - 7r(Xfc - 0)] 

Xk<X 

+ [7T(X) — 7r(x — 0)1 (a < X ^ 6), 

S|/(x) = [u{a + 0) — u{a)] + W(xk + o) - v{x k - 0)] 

Xk<X 

+Kx) - v{x - 0)], 

Sw(Cl) 0. 


⑹ 


(如果 Xfc 是 7 T ( a ：) 或 1 /( 0 ：) 的连续点，那么: Tfc 所对应的一项就化为 0. 并且可以指出， 
I /( x ) 的不连续点不可能是 7 v ( x ) 的连续点，于此不拟详述 
设 

s ( x ) = s „( x ) - s u ( x) y 

则 


s i x ) — [f( a + 0) — /⑷]+ ^2 + ◦) — /( 工 A ： — 0)1 

Xk<X 

+ [ f ( x ) - f(x - 0)] (a < x ^ 6), 
s ( a ) = 0. 
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s ( x ) 也是一个有界变差函数，称为 f { x ) 的跳跃函数.显然，如果从 （6) 除去/⑷的 
连续点①，则仍旧没有什么改变.所以我们不妨假设 （6) 中一切点都是 / Or ) 的 
不连续点. 

我们在§1定理2中已知 

7r(x) — S7r ( a ：) 和 l /( x ) - 5 i /( x ) 

都是连续的增函数.由是 

p ( x ) = f ( x ) - s ( x ) 

是一连续的有界变差函数，换言之，我们已经证明了 

定理 7 任一有界变差函数可表示为它的跳跃函数与一个连续的有界变差函数 
的和. 

§4. 黑利的选择原理 

在本节中我们要讲一个在应用上很重要的定理，就是 E . 黑利 （ E . Helly ) 的定理. 
首先我们证明两个引理. 

引理1 设在 [ a ,6] 上定义着无穷个函数// = {/( x )}. 如果有 常数尺 ，使 

l/WI < K (1) 

对于 /f 中一切函数成立，那么对于 [ a ,6] 中任何一个可数集 E ， 从函数族//中可以 
选出一列函数 {/ n ( x )}, 使在£中每点收敛. 

证明设五=： { Xk }. 函数族 H 在点 Xl 所取函数值的全体 

{/( 工 1)}， 

由 （1) 式，是一有界集.所以由波尔査诺魏尔斯特拉斯定理，其中存在一个收敛子 
数列： 

/ i (1 )( 工 1)， / s (1) (^ i ) 5 ••- , lim fi l ) ( xi ) = Ai . (2) 

n — ►oc 

函数列 {/ i ^ x )} 在 rr 2 所取值的数列 

/l (1) ( 工 2) ， ,2 (1) ( 工 2) ， /i” ( 工 2)，... 

也是有界的.所以在 {/ i 1) ( x 2 )} 中又可选取一个收敛的子数列 

/i (2) ( 工 2 ) ， , 2 (2) ( 工 2 ), /i 2) (x 2 )， …， lim f^ 2) (x 2 ) = A 2 . (3) 

fl>oo 

①可以指出 ，（6) 中第一个点不会是这种点.读者将会从§5定理1知道 • 
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所当注意的是： （3) 式中任何两个函数 / i 2) ， /么 2) 间的次序与原来在 （2) 式中相同. 

将此手续继续施行，乃得可数无穷个的收敛 数列： 

/i ( 1 ) (^i). /; 1 } ( 工 1 ) ，片 )( 11 )，…， lim f^\xi) = Ai, 

n—oo 

/i ( 2 ) ( 工 2) ， *^ 2 ) ( 工 2) ， /i 2 ) ( 工 2 )， …， lim /i 2 ) (x 2 ) = A 2) 

n—oo 

fi k) (^k), f2 k) ( x k)> / 3 ⑷ ( 工 fc )， …， lim fi k \x k ) = A kl 

n—^oo 


并且每一个后排的函数列是前排的子函数列（选取子列时元素前后次序不打乱). 

现在我们从上面的行列取其在对角线上的函数列 

{fir\x)} (n = l ,2,...). 

这个函数列正是我们所要的.就是说，它在 E 中每一点是收敛的，事实上，对于任意 
一个固定的 A :， 

{/P ㈤ } (n^k) 

乃为 {/^( Xfc )} 的子数列，所以必定收敛于 Afc . 因此，引理1证毕. 

引理2 设在 [ a , b ] 上定义了无穷个增函数尸= {/( a :)}. 假如有常数尺使 

l/WI ^ K 

对于 F 中一切函数成立，那么从 F 可以选出函数列{/ n ( x )}, 使在 [ a ，6] 的每一点收 
敛，且其极限函数 ip [ x ) 也是一个增函数. 

证明应用引理1于 F ， 取 E 为 [ a , 6] 中一切有理点加上点 a (如 a 是无理点). 
从 F 中可以选取函数列 

凡= {/ ㈨ ⑷}， 

使在五中任何点: Tfc , 存在有限的极限 

Jiim ^/^^ Xfc ). (4) 

现在定义如下的函数 rP ( x ), 当 e 五时， 

ip ( x k ) = lim / ( n ) ( x ； k ). 

n—»oo 

函数 ^( x ) 仅在 E 上有意义，在五上， ip ( x ) 是一增函数，就 是说： 当以和而都属于 

五，且 : Tfc < 0； i 时， 

讽 x k ) ( rp(xi). 
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在 [ a , 6] 中其他的点，即在 ( a , 6] 中的无理点 X ，则定义 


Tp { x ) = sup { rp ( xk )} ( x fc e E ). 

Xfc<X 

于是 tp ( x ) 乃为上的一个增 函数， 寸 ( X ) 的不连续点的全体 Q 至多是可数的. 
现在要证明，在 机 X ) 的每一个连续点 a : Q 成立 


lim /( n )( x 0 ) = rp ( x 0 ). (5) 

n—»oo 

事实上，对于任意的正数£，可以找到 E 中的点 2： fc 和巧使 

Xfc < X 0 < Xi, 7p(Xi) - ^(x k ) < I 

成立.固定这些点，然后取 n 。 使当 n > no 时， 

f {n) (xk)-7p{x k )^ < |, f {n \xi)-^(xi) < |. 

易知对于这些 n , 成立 

V»(®o )-e < / (n) (®fc) < / ⑷ (x<) < ^{x 0 ) + e, 

又因 

f (n) (x k ) < /( n )(x 0 K / (n) (:i )， 

所以当 n > n 0 时成立 

寸 ( xq ) - e < /( n )( x 0 ) < ip ( x 0 ) + e , 

因此得到 （5). 

于是等式 

lim f ^ n \ x ) — ^( x ) (6) 

n—oo 

只有对于 * x ) 的不连续点（其全体记作 Q ， 至多是一可数集）可能不 成立. 

然后我们再应用引理1于 A ， 把 Q 当作引理1中的五，而 E 中的点不满足等 
式⑹.因此可以在凡= {/( n ) 0 r )} 中选取一列 {/ nW } 使得对于 [ a ，& l 中各点都收 
敛（因为在序列 {f {n) (x)} 收敛的地方，其子序列 {fn{x)} 也收敛).置 


^>{ x ) = lim / n ( x ), 

n—MDO 

则函数 if ( x ) 是一增函数. 

定理 （ E . 黑利）设在 [ a , b ] 上给定无穷个有界变差的函数/= {/ Or )}. 如果有 
常数反使 

|/( a :) U , V (/) < K 

a 

对于 F 中一切函数成立，那么从 F 中可以选出在 [ a ,6] 上处处收敛的函数列 {/ n ( x )}, 
其极限函数 if ( x ) 也是有界变差的. 
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证明 


设 f ( x ) € F , 置 


7r(x) 


X 




V (/)， u ( x ) = n ( x ) - f ( x ) 

a 


7 T (： T ) 与 <: r ) 都是增函数，它们是 


|7 r ( x )| ^ K y | i /( x )| ^ 2 K . 


应用引理 2 于 ( tt ( x )}, 中有收敛函数列 { n k ( x )} 


k 


lim n k ( x ) 


a ( x ) 


设 TTk ( x ) = V (/ fc ), 那么对于每一个 7 T fc ( iC ) 有 l / k ( x ) = TT k ( x ) - f k ( x ) 与之对应.再应 
用引理 2 于°{外⑷}，得到收敛函数列 { u ki { x )} : 


lim u ki ( x ) = (3{ x ) 


因此得到 F 中的一个收敛函数列 


fki ( X ) = 7 T ki ( X ) - V ki ( x) y 

其极限函数 

( p ( x ) = a ( x ) — /3( x ) 

是两个增函数之差，所以是有界变差的函数. 

定理证毕. 


§5. 有界变差的连续函数 


定理1 设 f ( x ) 是在 [ a ,6] 上定义的有界变差函数.如果 x = x 0 是 f ( x ) 之一 
连续点，则 X = Xo 也是 

7T(X) = V(/) 


的连续点. 

证明设； To < b . 先证 7 T (: C ) 在: r G 是右连续的.为此对于任一正数 e ， 在 [ x 0 , b ] 
中作如下的分点 

Xo < X\ < X2 < • - < x n = by 


使 


V = J 2\ f (^ i )- f ( x k )\> V ( f )~ e . 

M 产 Xo 
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因为加入新的分点，决不减少％所以不妨假定 


1 /( 怎 1) -/ ( 工 0)1 < 二 


由⑴， 


办 n— 1 

XQ a ^ 


k =0 

n—1 


6 

< k l/fe+i)- f(x k )\ 彡 2e + V(/) 

A;=l Xl 


因此， 


V(/) < 2^, 

Xo 

7r(xi) — 7r(xo) < 2e. 


故 


丌 (xo + 0) — 7r(x 0 ) < 2e 


但因 e 是任意的正数，所以 


丌 (xo + 0) 7r(a; 0 ). 


设 o；o > a ， 同样可以证明 tt(xo — 0 ) = 7 r ( a ： o )， 即 7 r ( a : Q ) 在: tq 左连续 
推论有界变差的连续函数可用两个连续的增函数之差来表示. 

事实上，设 /( re ) 在 [ a ，6] 上是一连续的有界变差函数，则 


7 r ( x ) 


X 




Y ⑺，"⑻=咖） - f ( x ) 


是两个连续的增函数. 

设 /( a :) 是在 [ a ，6] 上定义的连续函数.在 [ a ， 中插人分点 


x 0 


a < xi < a ：2 < • •. < x n = 6 ， [max(xfc + i — Xk) 




A ], 


作和 


V 




■ wm 

幻 /( 工知 +1) - / ( 工 fc)i ， 


Q 






fc =0 


fc =0 


此处表示/ ㈤ 在 [ Xfc , Xfc + i ] 上的振幅, 
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定理2 设 / ⑷在 [ a , 6] 上连续.如果 A — 0, 则上述之 V 和 0都 趋向于 f { x ) 
的全变差 V (/)®. 

a 

注意，这里并没有假定 / Or ) 是有界变差的. 

证明当分点加多时， V 决不减少.另一方面，于 ( x kl x M ) 中添加一个新的分 
点，则 V 的增加不会超过 / Or ) 在 [ x fc , x fc+1 ] 的振幅的两倍. 

取任何一数 A < V (/), 又作一个和 


V* > A. 


假设此地的和 P 是对应于下面的分点 


Xg = a < 3^1 < 3^2 < • • • < 


6. 


取正数 5 甚小，使当 |: c " - f I < J 时， 


|/(^)-/(^)|< 


- A 
4m 


那么，当 A 时，对任意分法有 


V > A. 


( 2 ) 


事实上，有了分法⑴之后，我们造一个新的分法（ II )，（ II )是由 a ) 加上分点 
{ xl } 而成.假设对于分法（ II )所对应的和是 Vo , 则 


V 0 ^ V \ 


⑶ 


另一方面，分法（ II )也可从⑴每次增加一个分点，共增 m 次而得.而对于每 


分点之添加， V 之增量小于所以 


2m 


Vg 一 V < 


v m 


A 


2 


将此式与 （3) 联系，乃得 


V>V 0 - ^ > A 


2 


2 


则 


①这里所述仅限于连续函数有效，例如在 [-1, +1] 上定义 / Or ) 如下： /(0) = 1， /( re ) = 0 (x # 0) 

Y (/) = 2, 


但对于 [- l ，+ lj 中任何一个分法而不以 0 为分点的话，则 

v = o, n = i. 
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因此， 知道当 A < J 时 （2) 式必成立，但因关系 K < V (/) 是常成立的，所以与 
(2) 式合并，即得 " 

limV = V (/). 

A—♦() <1 

现在已经不难证明关于 D 方面的事情了. 一方面显然是 


Q^V. 

如果对于某种分法，已得对应的/?，然后加入新的分点，使在新分点上， 
下面的 数值： 


⑷ 



数取 


m k = min {/( x )}, M k = max {/( x )} { x k ^ x ^ x k + i ), 

则对于加入新的点以后的分法而言，其所对应的和 w 就不小于仏由是 

0彡 V (/). (5) 

a 

由⑷和（5)，乃得 

lim /2 = V (/). 

A— 0 a 

定理2证毕. 

巴拿赫将上述定理用到连续的有界变差函数上去，得到一个非常有趣的结果. 

设 /0 O 在 [ a , 6] 上是连续的.又设 

m = min {/( x )}, M = m 3 x { f ( x )}. 

今于 [ m , M ] 上定义如下的函数 N ( y ) :设 m < y < A /， N ( y ) 是方程 

/( x ) = y 

的根的个数.如果对于某 y , 根有无穷多个，则定义 


N ( y ) = + oc . 


称函数 N ( y ) 为巴拿赫的指标函數. 

定理3 (巴拿赫）巴拿赫的指标函數是可测的，且 




N ( y)dy = V(/). 

a 


证明将 [ a , 6] 分成 2 n 等分，置 



dk = (a+(fc — a + (fc = 2,3，--- ,2 n ). 
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又作如下的函数 L k ( y ) ( k = 1,2,3, •• t 2 n ) :如果 


/( 工）= y 


⑹ 


在间隔心中至少有一个根，定 L k { y ) = 1;如果在心中方程 /( a :) = y 没有根，则定 “( 2 /) = 0. 
设/⑷在办的上确界下确界分别为 m fc ， Affc ， 则 L k ( y ) 在 ( m k , M k ) 中等于1，而在 [ m kl M k ] 
之外乃为0,因此函数 L k ( y ) 顶多只有两个不连续点，所以是可测函数.现在 



u ) k 表示 f { x ) 在闭区间士上的振幅， 
最后，我们作函数 



^ Vn ( y ) = L \ ( y ) + 厶 2 ( 2 /) + …+ ( y )， 

对于那些至少含有方程 （6) 的一个根的间隔厶来讲， N n ( y ) 刚好表示这种的个数.显然， 
N n ( y ) 是一个可测函数，并且成立 



所以由定理2,乃得 

lim f N n (y)dy = W(f). 

00 Jm a 

丙为 

Ni{y) < N 2 (y) ^ N 3 (y ) 《…， 

所以极限 

N m (y) — lim N n (y) 

n—^oo 

是存在的（有限或无穷). N ^( y ) 是一可测函数.由第六章§1中的莱维定理， 

[N m {y)dy- lim f N n (y)dy = V (/). 

Jm rwo ° Jm a 

如果我们能够证得 

矿⑷ = N(y )， 

那么定理完全证毕. 

从 

N n ( y ) 《 N(y )， 

得到 

矿⑼< N(y). 

设 g 是不大于 N(y) 的自然数.那么可以找到方程 （6) 的 g 个两两相异 的根: 


⑺ 


⑻ 


取 n 甚大使 




2 n 


< 0：2 < …< X q . 


< min ( x fc +i — x k ), 
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那么个根以分别在不同的厶中，因此 


从而得到 


^n(y) ^ q, 


N ’（ y ) 彡 q . 


⑼ 


当 N ( y ) = +oc 0^ f , 可取 g 任意的大，因此亦得 N m { y ) = + oc . 如果 N ( y ) 为有限，则可以取 
g = W ( y )， 而 （9) 式变成 


^(y) ^ N(y). 


再由 （8) 式即得 ⑺式. 

推论1 连续函数 f ( x ) 为有界变差的必要且充分条 件是: /( re ) 的巴拿赫指标函数 AT ( y ) 是 

可和的. 


推论2 设 f { x ) 是一连续的有界变差函数，那么使方程 f ( x ) = y 具有无穷个根的 y ， 其全 
体成一测度为零的集（在2/轴上) • . 

事实上，此时巴拿赫指标函数既为可和，所以是几乎处处为有限. 


§6. 斯蒂尔切斯积分 

此地我们要讲黎曼积分的一个非常重要的推广，就是斯蒂尔切斯 （ T . J . Sticltjes ) 
积分. 

设/(4与 .9(4 是在 [ a , 6] 上定义的两个有限函数.于 [ a , 中插人分点 



工 ◦ 〈工1 < 怎2〈 ♦ • • < 工?1 办， 

又在每一部分闭区间 [ x k , x k + l ] 中任取一点 a 而作和 

n— 1 

a ^^2 f ( M [ 9 ( x k + i ) - g ( x k )]. 

fc=o 

如果当 

A = max ( x fc+l - Xk ) —> 0 

曰寸，不论分法如何，也不论点 a 的取法如何， (7 常趋于同一个有限的极限/，则称此 
极限 J 为 f ( x ) 关于 g { x ) 的斯蒂尔切斯积分， 而用记号 

f f ( x ) dg ( x ) 或是（习 f f ( x ) dg ( x ) 

J a J a 

表 

确切地对于任一正数 e ， 有如下的正数如果当 A < J 时，不管分法如何， 
^的取法如何,不等式 

|(7 — 1\ < £ 
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成立的话，那么称 J 为 /( x ) 关于 〆 x ) 在 [ a ，6 j 上的斯蒂尔切斯积分. 

当 〆 rr ) = z 时，斯蒂尔切斯积分显然就是黎曼积分. 

斯蒂尔切斯积分具有下面几种显而易见的性质： 



2 . 



[ fi { x ) + f 2 ( x )] dg ( x ) 





fi ( x ) dg ( x ) + 




f {^) d [ gi ( x ) + g 2 { x )\ = 



f ( x ) dg x ( x ) + 



3. 假如 A : 与 Z 是两个常数，贝 IJ 



f b 

kf ( x ) dlg ( x ) = kl / f ( x ) dg ( x ). 

J a 

上面三式之 意是： 当右边存在时，则左边也存在，且两边相等. 
4•当 a < c < 6时，下面三个积分都存在的话，那么等式 



f ( x ) dg ( x ) + 



f { x ) dg ( x ) 


成立 • 

为了证明这个性质的成立，只要在作和 a 时，取 C 为的分点就行了. 

由/ /办的存在，不难证明 「 fdg 和 /^/办也都存在.但其逆不真，举例于 

J a J a J c 

T ： 


例 设 /( rr ) 和 g ( x ) 是在 [-1，+1] 上定义的两个函数: 

{ 0 (-1 < x ^ 0 ) 

1 (0 < x 彡 1)， 

则 0 

/ 1 f(x)dg(x), 

均存在，其值均为0 (因为和 a = 0). 但是积分 

J f(x)dg(x) 




0 


( 一1 ^ x < 0) 
(0 < x ^ 1), 



1 


f ( x ) dg ( x ) 


0 


并不存在.事实上，如果对于[-1,+11的分法不取0为分点的话，那么必有如下的 
i : Xi <0 < Xi + i . 于是 



f ( Ck )[9( x k+l ) - g ( x k )] 
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中只有第 i 项等于 m ) ， 而其余各项均为0,因为当都在0的一边时 
g ( x k ) = ^( xfc + i ). 所以 


o - = /(《曲(工 m ) - gM ] = / te )- 

由& < o 或& > o 而得 


O 




因此, a 的极限不存在. 

5.若/ f ( x ) dg ( x ) 与 J g ( x ) df ( x ) 中有 一 个积分存在，则另 一 个积分也存在, 
两积分之间， a 成立下面的等式？ 



f ( x ) dg ( x ) + 



g ( x ) df { x ) = [ f ( x ) g ( x )] b a . 


( 1 ) 


此地 


lf ( x ) g ( x)] b a = f ( b ) g ( b ) - f ( a ) g { a ). 


( 2 ) 


称公式 （1) 为分部积分公式. 

广 6 

要证明⑴，假设积分/ g ( x)df ( x ) 存在.于 [ a , b \ 插入分点 a = x 0 < Xi < x 2 < 

J a 

• •• < a： n = 6 •设： r fc 彡心 彡 i ，置 


n— 1 

^ — > : /(^fc)[^(^fc+l ) ^ 9{ x k)]- 
fc =0 


则 


n— 1 



(J 


^2 f{^k)g{x k +i) - f(^)9( x k), 


k =0 


/c=0 


从而 

n—1 

cr = - [ g{^k)[f(^k) - + f(^n-l)g{x n ) — /( 《 0)P ( 工 0). 

fc=l 

在上式右边添加上并减去 （2) 式，得 


a 


[ f ( x ) g { x)] h a 


n 


-{ g ( a )[ f ^ o ) - /( a )] + 5>( Xfc )[/( a ) - /« n - i )] 


fc 


括弧 { } 内的式子刚好是对应于积分 [" g ( x ) df ( x ) 的和，事实上，其分点就是 

J a 


a 彡《0彡 Cl 彡 （2 彡…彡 -1彡&， 
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ffn tt ， a ： i ， X 2, … ， x n — i，b 顺次是 [ a ，（ o ]， Ko ， Ci ]， …， [€ n - i ，6] 中的点 • 

当 max ( x fc+ i - x k ) 趋向于0时， 

max ( Ofc +1 -^) 

也趋向于0,因此括弧 { } 内的和趋向于 [ b gdf. 由是得 （1). 

J a 

很自然，我们要研究关于斯蒂尔切斯积分的存在条件，但我们在此地只讲一个 
定理 • 

匕 定理1 如果 /Or) 在 [a ， 6j 上是连续的，在 [a，6] 上是有界变差的，则 
f f(x)dg(x) 存在. 

J a 

证明因为有界变差的函数可用两个增函数的差来表示,所以此地不妨设 〆 w 
是一增函数. 

设 Xo = a < Zi < X2 < ■- < x n = b , 乂记 /( x ) 在 [ xk , Xk + i ] 之最小值与最大值 
为与 A 4. 置 

n — 1 n -1 

s = ~ 9(^k)}, S = y]M k [g(x k+ i) - g(x k )\ y 

fc =0 k =0 

贝 1 J 在中任取点“时，所作成的 a 适合 

5 < a < 5. (3) 

易知当添加分点时， s 不减少而 5* 不增加.由是不论怎么样的 s 决不会超过一 
个&事实上，假设对于 [ a , 6] 作分法 T 与 II 时，对于 I 的和为以及&，对于分法 II 
的和为的及知今合并 I 和 II 的分点，作第三个分法 III . 对于 III 作和 s 3 及 S 3 , 则 

各1 彡汽3 ^ *^3 ^ ^2. 

因此 ， Si < <^2. 

假设0?有 S 的上确界是 J : 

1 = sup { s }， 

那么 

s < / d 

因此，由 （3) 得 

\a — 1\ $ S — s. 

对于任意的正数 e , 必有正数当 | x 〃 - x '| < 5时，不等式 \f(x") - f(x f )\ < e 
成立. 因此，当 A < 时， 


— 77lfc (A ： = 0, 1, 2, ••- , Tl — 1), 
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由是 

S - s < e [ g ( b ) - g ( a )}. 

所以当 A < 5时， 

(t - I \< e [ g ( b ) - g ( a )]. 

此即表示 

lim a = I . 

A - >0 

故得 J = J " f ( x ) dg ( x ). 定理证毕. 

由此定理，可知任何有界变差函数关于任何连续函数的斯蒂尔切斯积分也是存 
在的. 

关于斯蒂尔切斯积分的计算将于第九章§6再说.于此我们光是考虑两个简单 
的情形. 

定理2 设在 [ a ，6 j 中 f { x ) 是连续的，而 5 ⑷处处有导数 V ⑷，且为 
(R) 可积，则 

(S) f f ( x ) dg { x ) = (R) f f { x ) g f { x ) dx . ⑷ 

J a J a 

证明在所设条件下， p ( x ) 满足利普希茨条件，所以是一有界变差函数•因此 
⑷式左边的积分存在.另一方而，因 g f ( x ) 几乎处处连续，所以 f ( x ) g , ( x ) 也几乎处 
处连续，所以 （4) 式右边的积分存在.现在证明 （4) 的两边相等 • 

设 

xo = a < x\ < X2 < m m 9 < x n = by 

对于 g ( x M )- g ( x k ) 用拉格朗日公式， 

•9( Xfc + i ) — — 5'( 无 fc ) (工 fc+i 一 3 < Xk < 工 fc + i )- 

假如就利用这些点 h 作为点“，对于积分 「 fdg , 作如下的 a : 

J a 

n— 1 

a = Z f ( x k ) g f { x k )( x k +i - Xfc )， 

fc =0 

那么这就是函数 / ㈤〆 (工）的 一 个黎曼和.将分点加密取极限即得等式（ 4 ). 

定理3 设 /(X) 在 [ a ,6] 上是连续的•设 

Cq ~ CL C\ < C2 〈 • • • 〈 Cm < = Cm+1* 
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若 p ( X ) 在区间 （ CdKcnQ )，. •• JCm — hCmXtWrn + O 中取常数值①，则 



6 


f ( x ) dg ( x ) 


f ( a )[ g(a + 0 )- g ( a )] 


a 


m 



[/( cfc ) b(cfc + 0) - g ( c k - 0)] 


k 


+/ (響 ）一# — o )】. 


( 5 ) 


证明 


因 


b m 

Y ⑷ = b( a + 0) - g ( a )\ + ^ 2 {\ g ( c k ) - g ( c k -0)| 


fc=l 


+\ 9 {ck + 0) - g { c k )\} + \ g ( b ) - g{b - 0)1 


所以 p ( a :) 在 [ a ,6 j 上是一有界变差的函数，因而在 [ a ,6 j 的每个子闭区间上是有界变 
差的.因此，等式 



b 


f ( x ) dg ( x ) = 


a 



Cjlc + l 


f ( x ) dg ( x ) 


( 6 ) 


k^0^ Ck 


成立，其中 Co 


a ， C m +i 




b . 


剩下来的事情是在计算积分 





/( x ) dp ( x ). 于 [ cfe , Cjt + i ] 插人分点 Cfc 




< 


Ck 


Cl < • • • < ^ n -l < Cn = Ck + lj 作成所对应的和 


G — f ( io )[9 (. c k + 0) — 9(Ck)\ 4 - /(《 n - i ) [分 (Cfc +1 ) — p(C* 十 1 — 0) j ， 


因为别的项都等于 0. 取极限时，即得 





f ( x ) dg ( x ) 




}{ c k )[ g{Ck + 0) — .9( ca ：)] + /( Cfc + 1 ) [夕 ( Cfc + 1 ) _ 分 ( C / c+1 — 0)]， 


Cfc 


以之代人 （6) 式，即得 （5). 


§7. 在斯蒂尔切斯积分号下取极限 


定理1 设在 [ a ，6 j 上 f ( x ) 是连续的， g { x ) 是有界变差的，那么 



b 


f ( x ) dg ( x ) 


a 


b 


<M(/).V ⑷， 

a 


⑴ 


其中 M (/) = max ]/( x )|. 


® 换句话说， i / Or ) 是阶梯函数. 


§ r . 在斯蒂尔切斯积分号下取极限 
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证明 


对于 [ a ，6] 的任意分法 : (fc = 0,1，2,…， n ) 及 [ xkyX k ^ i ] 中任意的心， 


一1 


f (^ k )[ g ( x k + i ) - g { x k )\ 


k =0 


一 i b 

^ M (/) • L \9( xk + i ) - 9( x k )\ ^ M ( f ) • V ⑷. 

^ a 


fc ^=0 


由是得 （ l ). 

定理 2 设 g ( x ) 是在 [ a , b ] 上的有界变差函数，而 { f n { x )} 是在 [ a ,6] 上的连续 
函数列，一致收敛于（连续）函数/(0；)，则 


lim 



6 


fn(x)dg{x) 




a 



b 


f { x ) dg ( x ). 


a 


证明 


置 


M ( f n - /) = max \ f n ( x ) - f { x )\. 


则由⑴， 



b 


fn ( x ) dg ( x ) - / f ( x ) dg ( x ) 



b 


a 


b 




a 


从假设 




― > 


0, 


即得所要的等式 


定理3 ( E . 黑利）设 /( x ) 是在 [ a ，6] 上的连续函数，在 [ a ，6] 上 g n ( x ) 收敛于 
有限函数 g ( x ). 假如对于所有的 n , 


b 


V((9n) ^ K < +oo, 


a 


那么 


lim 



b 


f ( x ) dg n ( x ) 


a 



b 


f ( x ) dg ( x ) 


( 2 ) 


a 


证明首先证明 


b 


V(. 9 ) < K 7 

a 


⑶ 


此即表示极限函数 g ( x ) 也是有界变差的.事实上，我们以任意的方式分割 la , 61， 
则有: 


〉: (工 fc+l ) —分 n (工 fc ) 1〈 K (71 = 1，2,3，.一）， 
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由此取极限（令 n — oo ) 即得 


171 — 1 


5^ | 夕 ( Xfc +1) -分 ( Xfc)l 彡尺， 


fc =0 


由于分法的任意性，便得 （3) 式. 

对于任一正数 e ， 于 [ a , 6] 中插入如下的分点 { x k } {k 
每一个小区间 [ x fc , x fc+1 ] 上的振幅都小于那么 




0,1,2 


4 • • 


， m ) 使 / Or ) 在 



6 


m — 1 


f ( x ) dg ( x ) 





a 


fc =0 


m 



工 fc+i 


f ( x ) dg ( x ) 





fc =0 



: k+i 


m — 1 


[/(X) - f { x k )] dg ( x ) 



E 刺 


Xk 


fc =0 





dg ( x )， 


X/c 


但 



工 lc + 1 


dg ( x ) 




9 ( x k + i ) - g ( x k ) 


Xk 


另 一 方面，对于 [ xk . Xk ^ ri ] 上的任何点: r ， 成立 


1 / ⑷ - f(xk)\ < 


因此 





[/ ㈤ 一 f ( xk )] dg ( x ) 


Xfc 


p Xfc+l 


所以 


一 1 


E 



工 fc + 


[/ ㈤ 一 f {^ k )} dg { x ) 


fc =0 ^ 




于是得到 



b 


rn—l 


f ( x ) dg ( x ) 


£ 


a 


Y1 f( x k)l9{^M) - g(x k )] + ( 1^1 < !) - 


/c=0 


同理可得 



b 


m 


f ( x ) dg n ( x ) 


£ 


a 


yZ f( X k)[9n{x k+ i) - 9n(^k)] (|^n| ^ l) 


fc=0 


但当 n > n Q 时, 


f( X k)[9n{Xk+l) - 9n{Xk)\ 


k=0 


m—l 


- f { x k )[ g { x k ^ i ) - g ( x k )] 


k=Q 


£ 

<5, 


. 在斯蒂尔切斯积分号下取极限 
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因此，对于这些 n ， 



f ( x ) dg n ( x ) - 



f ( x ) dg ( x ) < £ 


定理证毕. 


利用此定理，当 }{ x ) 为连续，为有界变差时,要计算 
以归到 g ( x ) 是一连续函数的情形. 



6 


f ( x ) dg ( x ) 的话，可 


事实上，设 g ( x ) 为任一有界变差的函数，作 g ( x ) 的跳跃函数 s ( x ) : 

s ( x ) = [9 ( a + 0) — g ( a )\ + [9 ( x k + 0) 


x^<x 


~9 ( x k — 0)] + [ g ( x ) — g(x — 0)]. 


那么由§3的定理7,将分解为 


9{ x ) 


s { x ) + 7㈤ ， 


其中 7(4 是一个连续的有界变差函数.从而得到 



f ( x ) dg ( x ) = 



f ( x ) ds ( x ) + 



f ( x ) d ^ y ( x ). 


现在，我们要指出，积分 



b 


f ( x ) ds ( x ) 是容易计算的.为此注意级数 


^ Z {\9{ xk ) - 9 ( x k - 0)| -f \ g ( x k + 0) - g ( x k )\} 


是收敛的 ®. 注意到这一点后，我们再引进函数 s n ( x ) 


置 S n { a ) 




0,而当 a < X 时令 


Sn ( x ) 




[d( a + o) — p ⑷ i 



XI ^ Xk + °) 


Xk <x 


— fj( x k — 0)] 4 - [ g ( x ) — g(x — 0)], 


①事实上，若 g ( z ) = 7 r ( x ) — i /( x ), 其中 7 r (: r ) 及 u ( x ) 都是增函数，而下面每一个（正项）级数 

OO OO 

y^A^( x k + 0 ) - - 0 )], + 0 ) - p(x k - 0 )] 


显然都是收敛的，剩下来只要再注意到 


\9(x k ) - g(x k - 0)1 + \g(x k + 0) — ^( x fc )| 

彡 [^{Xk + 0 ) — n(x k - 0 )] + [u(x k + 0 ) - - 0 )] 


就行了 • 
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但是式中的 A ; 不大于 n . 

那么容易证明，对于 [ a ，6| 中每一点 x ， 成立 


lim s n ( x ) 

n—oo 




s(x) 


另 一 方面， 


b 


V(Sn) 


a 


\ g{a + 0 ) - g ( a )\ 



w ， 

y ^ A \ 9 (^ k ) - 9 { x k -0)1 + | p ( x fc 十 0) - g { x k )\} 


k 


+1分(6) — - 0)|， 


b 


因此，对于一切 n ， 数列 V ( Sn ) 小于一个定数. 


所以 


a 



a 


6 fb 

f ( x ) ds ( x ) = lim / f ( x ) ds n ( x ) 


a 


但是函数 s n ( x ) 在区间 （ a ， A )，(〜&)，••• ，(: r n ，6) 中取常数，所以从 §6 的定 


理3, 



6 


f ( x ) ds n { x ) 




f ( a )[ g(a + 0) - p ( a )] 


a 


n 


+ ^ Zf {^ k )[ g ( x k + 0) - g ( x k - 0)] 


k 


+/ W [5(6) — 5( 办一 o )] 


(显然， s n ( x ) 在点 a ， a ； i ， … ，: r n ,6 之跳跃与 #(: r ) 在这种点的跳跃相同).从而 



= /( a )[ p(a + 0) - g ( a ) 


+ ^ 2 f (^ k ) lg ( x k +0) - g ( x k -0)] 

k=l 

+fmg(b)-g(b-o)l 


于是积分 / f { x ) dg ( x ) 的计算，归结于/ f ( x ) d ^ y ( x ) 的计算，而 7 ⑷是一个连续 

的有界变差°函数. a 

所可注意的，函数 p (： r ) 在区间内部的不连续点： rjt 的值 g ( x k ) 并不影响于积分 

[ f ( x ) dg ( x ) 的值，因为我们在作和 cr 时可以 不取以 作分点. , 


a 



§8. 线性泛函 
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§8. 线性泛函 

设 g ( x ) 是在 [ a , 6] 上定义的有界变差函数.那么对于 [ a , 6] 上定义的任一连续函数 /( rr ), 就 
对应一个数 

HI ) = f f ( x ) dg ( x ). (1) 

J a 

这些数满足下面两个 条件： 

1) wi+/ 2 ) = ^(/o+w 2 ). 

2) I 少 (/)| 彡 KM ( f ), 此地 MU ) = max |/( x )|, 而 K = W { g ). 

设 C 是 [ a , b ] 上定义的一切连续函数 f ( x ) 的全体.若对¥ C 1 中任一函数/，有数％/)与 
之对应，并且这些数满足条件 1) 与2)，则称少 (/) 是在 C 上所定义的线性泛函.并 R 可以证明, 
除了 1) 而外，在 C 上不存在其他的线性泛函. 

首先证明，对于 C 上定义的线性泛函 0( f ) 一 定满足 

W) = k4>{f). 

这个证明可用第七章§4对给定在 L 2 上的泛函所用的方法完成. 

定理 （ F . 里斯）设 C 7 是在 [ a ,6] 上定义的一切连续函数 /( x ) 所成之集， 0(/) 是在 C 上 
所定义的线性泛函，那么有一个有界变差的函数 g ( x ) 使等式 

$(/)=/ f ( x ) dg ( x ) ⑴ 

J a 

对于 C 中任何函数 f ( x ) 成立. 

证明我们不妨假设 a = 0, 6 = 1,因为将变 S 经过一个一次变换可把 [ a , 6] 化为[0, 1]. 

在第四章§5中曾经讲过 

X ； C ； x fc ( l - x) n - fc = l . 

fc =0 

当 a : € [0, 1] 时，上式各项都不取负值.因此，当 

e/c = 士1 ( A : = 0,1，2, • _ • ， n ) 


时， 

n 

Y^e k C^x k (l-x) n ^ k ^1. (2) 

k =0 

在 [0, lj 上定义的连续函数的全体仍记作 C ， 那么对于在 C 7 上定义的线性泛函 <?(/), 有常数 
K 适合 




利用 （2) 式乃得 

J2e k ^[C^x k (l-x)^ k ] ^ K. 
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如果我们把^安排得很好，使在上式左边的和中，每一项不取负值，那么 

J 2 \^ x k ( l ~ x ) n - k )\^ K . (3) 

失=0 

现在我们作如下的阶梯函数 g n { x ) : ' 

g n (0) = 0 

9 n ( x ) = < f [ C ! Jx 0 (l — x ) n- °] (0 < x < 士) 

9n ( x ) = ^[ CSx°(l - x ) n ~ 0 } + < P [ C \ x \ l ~ x ) 71 - 1 ] Q ^ 


g n (x) = J2^x k (l-x) n - k ] 

fc =0 

如⑴ =- a :) 一]. 

fc =0 

由 （3), 知一切函数 9 n ( x ) 本身及其全变差都小于定数 K . 因此由黑利的选择原理，从函数列 
{ g n ( x )} 中可以选取一个子函数列 {^ ni ( x )}, 使在 [0, 1] 中收敛于一个有界变差的函数以: E ). 
如果 f ( x ) 是在[0, 1] 上定义的连续函数，则由§6的定理3， 

f ( x ) dg n ( x ) = 


n 


n 


< x < 1 





从而 


此地 



f { x ) dg n ( x ) = 


少[月 n ⑷]， 


B n ( x ) = 



这是 f ( x ) 的伯恩斯坦多 项式. 

由第四章§5的 C . H . 伯恩斯坦定理， 

M(Bn — 0, 

但由线性泛函的定义， 



^(Bn) - <?(/)! = \<P{B n -/)!</£：• M(Bn - /)• 


所以当 n —► oo 时， 


HBn ) 


步(/)， 


从而得到 


lim 


n 



1 


f ( x ) dg 7 l ( x ) =少 (/) 


0 


但是当 n 经 ni , n2 , n 3 , 


而趋 + oo 时，由§7的黑利定理，得 


lim 


n 



1 


f ( x ) dg n ( x ) 




0 



1 


f ( x ) dg ( x ). 


0 
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由是 t 

Hf ) = f f ( x ) dg ( x ). 

Jo 

定理证毕. 


第八章的习题 

1. 函数 f { x ) 是有界变差的必要且充分条件乃是存在这样的增函数 ip ( x ) 使当 〆 < X 〃时， 

/( 〆 ’)- /(/) 彡 咖”）- 屮(工’). 

2. 设有限函数 f ( x ) 在集合£；的每一点具有导函数 /'( a :), 且 |/'(: r )| <尺，则 

rnf { E ) ^ K m * E . 


3. 函数 fix ) 满足条件 1/(2：〃） 一 /( 工 ')K /<>" - x'| a (a > 0) 时，称 f ( x ) 满足 Of 次的利普 
希茨条件.证明，当 a > 1时 f ( x ) = 常数.试作一个不满足任何次利普希茨条件的有界变 
差函数.又设 a < 1为已给，作一函数满足 a 次利普希茨条件但有无穷的全变差. 

4. 如果 f ( x ) 满足 a 次利普希茨条件， g ( x ) 满足次利普希茨条件，则当 a 十0 1时，积分 



b 


f ( x ) dg ( x ) 存在 （ B. 康杜拉里 （ B. KoHAypaph)). 


5 •设 f ( x ) 为连续， g ( x ) 为有界变差，则 
的连续点上是连续的. 



f ( x ) dg ( x ) 是一有界变差的函数，此函数在 g { x ) 


6. 对于数列 /io, Ml ， M 2 , …，作 AVn = /Xni = A k — A k fi n + i . 使得增函数 g ( x ) 


适合 



x u dg ( x ) = fin (n = 0, 1 ，2,…） 


⑴ 


的必要且充分条件是对于所有的 A : 及 n F 面的式子 


△Vn 彡 0 


都成立 （ F . 豪斯多夫). 

7. 承用前题的 id 号，使得有界变差函数 g ( x ) 满足⑴式的必要且充分条件是对于所有的 n ， 

J2c^\A n - k fi k .\^K 

k=0 

( F . 豪斯多夫). 

8. 证明§8的里斯定理实为上题豪斯多夫定理的一个推论. 

9. 如果对于任一正数 e ， 有一个正数(5,当 | ar " - a /| < 5时，不等式 \ f { x n ) - /( rr ')| < e 对于 
F = {/(: r )} 中一切函数 f { x ) 都成立，则称 F 是由等度连续函数所成之集.假设有常数 K 
使对于无穷集合 F 中任何函数 f ( x ) 成立 \ f ( x )\ ^ K , 那么在 F 中可以选出一列一致收敛 
的函数列 （ C . 阿尔泽拉 （ C . Arzela )- G . 阿斯科利 （ G . Ascoli )). 
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根据§5的巴拿赫定理，对连续函数证明等式 

◊(/) = ◊(/) + ◊(/)• 
a a c 


第九章绝对连续函数、勒贝格不定积分 


§1. 绝对连续函数 

与有界变差函数有密切关系但较狭窄的是绝对连续函数类. 

定义 设 /(: c ) 是在 [ a , 6 ] 上定义的有限函数.对于任一正数 h 假如有如下 
的正数5 :当 （ a , 6 ) 中任何有限个两两不相重叠的区间( 01 , 6 !),(^, 62 ), •• - ,( a n , 6 n ) 
适合 

n 

— afc) < 6 (1) 

fe=l 

时，不等式 

71 

5^{/( k ) — /(叫)} < £： (2) 

k= 1 

常成立，那么称 /⑷ 是定义在 hM 上的绝 对连续 函数. 

显然，绝对连续函数是在通常意义下的连续函数（取 n = 1 ). 其逆不真，详见 
下文. 

不改变定义的意义，上述绝对连续函数的条件 （ 2 ) 可以改为更强的 条件： 

n 

Y ^\ m )- f ( a k )\< e . (3) 

fc=l 

事实上,设 J > 0 是这样的数，使在条件 （ 1 ) 之下，不等式 

71 

^{/(6 fc )-/(a fc )} 

fc=l 
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成立.那么，对于任意一组满足 （1) 式的两两不相重#的区间 {( a fc ? M }( A ：= l ? 2,-.., n ), 
我们可以将它们分成两部分 A 及 B ， A 中的 ( a fc ,6 fc ) 满足 f ( b k ) - f ( a k ) > 0,而其余 
的区间都属于 R 显然， 

^2\ f ( b k )- f { a k )\= ^{ f ( b k )- f ( a k )} <|, 

A A 

J 2 lf ( b k )- f ( a k ) l = Y ,{ f ( h )~ f ( a k )} <|, 

B B 

所以 （3) 的确成立. 

由于不等式 （3) 中各项都不是负数，项数也是任意的，因此对于任一正数^有 
正数当任何有限个或可数无穷个两两不相重叠的区间 {( a fc ,6 fc )} 适合 

-a k ) <8 

k 

时,下列不等式同样也成立： 

^2\ f (^ k ) - f ( a k )\ <£. 

k 

我们将要证明上式中函数增量的绝对值还可代以函数的振幅. 

事实上，设在 [ a fc ,6 fc J 中之最小值，最大值分别为 m fc ， M fc ， 则 [ a fc ,6 fc ] 中有 
点 Ckfc，/?fc 使 

f { a k ) = m k , f { Pk ) = M k . 

由于区间 ( a k 義) 的长的和不会超过 ( a k , b k ) 的长的和，所以 

E [服) - / ㈣ 1 < 二 

k 

于是，如果 f ( x ) 是绝对连续的话，那么对于正数有如下的正数 h 当有限个 
或可数无穷个两两不相重叠的区间 {( a ky b k )} 适合 

- < S 

k 

时， 

k 

成立，此地 a ; fc 表示/⑷在 [ a ky b k \ 中的振幅. 

一个最简单的绝对连续的例子是满足利普希茨条件的函数 /( x ), 这是由于 


l / Oc")-/(OK K \ x f , - x f \. 


§ 1 . 绝对连续函数 
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定理1 如果函数 /( x ) 与 g ( x ) 绝对连续，则 f ( x ) ± g ( x) y f ( x ) g ( x ) 也都绝对连 

续.又若贞 x ) # 0,则^也绝对连续. 

9 W 

证明从 


|{/(6 fc ) db g ( b k )} - {/( a fc ) 士 g ( a k )}\ 

^ \ f {^ k ) — fi a k )\ + \ g ( bk ) — P ( afc )| 

知 f ( x ) ± g ( x ) 绝对连续. 

其次，设 \ f ( x )\ < A , \ g ( x )\ ^ 那么，从 

\ f { bk ) g ( b k ) - f ( a k ) g ( a k )\ ^ \ g ( b k )\ - \ f ( b k ) - f ( a k )\ + |/( a fc )| - \ g { b k ) - g ( a k )\ 

^ B \ f ( bk ) — f ( dk )\ + — ^( a fc )| 


知 f ( x ) g ( x ) 绝对连续. 

最后，设 〆 x ) 不取0,那么 \ g ( x )\ ^ a > 0, 


9(bk) 






Iff ㈣ 一咖 fc)l 

a 2 


所以 


9{ x ) 


绝对连续， 


g { x ) ~ g { x ) 


也绝对连续. 


何是，当 Fb ) 和 /( x ) 都绝对连续时，复合函数 F [ f ( x )} 不一定绝对连续.关于 


这个问题我们介绍两种简单的条件，保证 F [ f ( x )\ 绝对连续. 


定理2 设 f { x ) 是在 [ a , b ] 上定义的绝对连续函数，其值介乎 [ A , B ] 之间. 假 
如尸⑼在 [ A , B ] 上满足利普希茨条件，那么复合函数 F [/( x )) 是一绝对连续函数. 

证明设 |F(y 〃） - 彡 K \ y f, - y f \, 那么对于任何互不相重叠的区间组 

(dkj bk )， 成立 

71 n 

[>_] - F [ f ( a k )}\ ^ |/(6 fc ) — f ( a k )\. 

fc=l k—l 

这不等式的右边出 

n 

- afc ) 

fc=l 

适当小时可小于任何预先给定的正数，所以定理成立. 


定理3 设 / Or ) 在 [ a ，6 j 上是一绝对连续的严格增 函数. 如果厂⑼在[/⑷，/⑼] 
上绝对连续，那么尸[/( X )]在 [ a ,6] 上绝对连续. 

证明对于正数6有正数使当互不相重叠的区间组 （ A fc ， 汉0满足 

n 

J2(B k -A k )<8 
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时，有 

n 

^2\F(B k )-F(A k )\<s. 

k = 1 

然后，对于这样的取正数77使当互不相重叠的区间组 ( a k 7 b k ) 适合 



~ a k) <V 


k=l 


时，成立 


k=l 


当区间 ( a k , b k ) 两两不相重叠时，区间 ( f ( a k ) J ( b k )) 也两两不相重叠，当 

mm 

- a k ) < r ] 时，- / K )] < 因此 

fc=l fc=l 


^\^[ f ( bk )}- F [ f ( a k )]\< E . 

fc=l 

定理证毕. 


§2. 绝对连续函数的微分性质 

定理 1 绝对连续函数是有界变差函数①. 

证明设 / Or ) 是定义在 [ a , 6] 上的绝对连续函数.我们取如下的正数使当 
互不相重叠的区间组 {( a fc ,60> 适合-叫）< 5时， 

fc=l 

71 

^|/(6 fc )-/( a fc )|< l . 

k=l 

在 [ a ， 中插入分点 Ci : 






a < c\ < C 2 < 




< Cfsf 


b , 


Cfc+i - Ck < S (A: = 0,1，…， TV ~ 1). 


那么， 


Cic+1 b 

v (/)彡 1， V (/) < N 


a 


定理证毕 


①由是可知连续函数未必绝对连续.例如第八章 §3 中的 /( x ) : /(0) = 0 } f ( x ) = xcos —(0 < x 

^ 、 2 x 

<1). 


§2. 绝对连续函数的微分性质 
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推论 


若 / Or ) 在 [ a ， 6 ] 上是一绝对连续 函数， 那么在 [ a ， 6 j 上， f ( x ) 几乎处处存 


在有限的导数尸 Or )， 且 f f ( x ) 是一可和函数. 

定理 2 假如绝对连续函数 f ( x ) 的导函数 f ( x ) 几乎处处等于 0 , 那么 八 x ) 是 


常数 • 


证明 


设 （ a ， 6 ) 中的点 x 使尸 (: r ) 




0 的全体是 EA 9 ie > 0 ,x e E , 那么对于 


所有足够小的正数 / i 成立 


\ f{x + h ) - f ( x )\ 


h 


< e . 


(*) 


这种闭区间 [ x,x + h ] 依照维塔利的意义覆盖五[其中/ I 满足条件 （*) 1 . 因此对 
于正数 J 我们可以从这些闭区间中取出有限个两两不相重叠的闭区间 


di 




[x\ ^ X\ ^ 1 ] ? 




X 2 , X 2 -f h 2 ] 


• • • 


n 




[x n , X n -f- hfi\y 


它们位于 （ a ， 6 ) 内且使 m *[ E - E(di + d 2 + … + ‘)] < 6 •设抑 < : r fc+1 ， 那么 


[ a , xi),(xi + / ii ， x 2 )， 


• • ♦ 


， （Tn — 1 十九 n—l ， ) ? ( 工 n + ^rn 


⑴ 


是从 [a ， 6] 除去 dk(k 
实上，由 




1，2, 


， n ) 后留下来的区间，这些区间的总长一定小于&事 


，— * v ， • 

O = TTI/E ^ TTtdf^ 771 < ^ mdk + S 


即得 


w ▼ 

> : > b 一 d 一 S . 


但函数 /( X ) 是绝对连续的，因此我们可取 5 很小，使在诸区间 （ 1 ) 上函数增量 


之和 / h 于 e : 


{ fM ~ /( a )} 



w W 

X ^{/( 工 ifc + 1 ) - f { x k + hk )} + { f ( b ) - f ( x n + b n )} 


< £ 


( 2 ) 


1 


另一方面，由闭区间厶之定义，成立 


\ f ( x k + h k ) - f ( x k )\ < eh k , 


由是，从 Eh 




^2 mdk < b — a ， 得 


w ， 

y^{/(®fc + hk ) - f ( xk )} < e(b - a ) 


(3) 


由⑺及⑶乃得 


|/( fe ) - /( a )| < e ( l + &- a )， 
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因 S 是任意的,所以 

m = Ha ). 

设 a < x < 6,那么上面的结果可以用到 [ a , x ] 上来.就得到下面的 结果： 对于任 
意的 x e [ a , 6] 成立 

/( x ) = / ⑷， 

由是 f ( x ) 是一常数 ®. 

推论如果绝对连续函数 /(: r ) 与 g ( x ) 的导函数 f ( x ) 与 g \ x ) 等价，那么 f { x ) 
与 g ( x ) 之差是 一 常数 • 

事实上，使 /( x ) 或 P 0 r ) 至少有一个没有有限导数或使它们的导数不相等的点 
的集合测度为零，自 [ a , 6] 中除去这个点集，则在其余的一切点有 

[/ ⑷一 9 { x)y = 0. 


§3. 连续映射 


在第八章§2中我们已经讲过利用一个函数把一个点集映射到另一集的概念.现在我们要继 
续加以 讨论. 本节中所出现的函数 f { x ) 是在 [a,6] 上所定义的连续函数.这一点以下不再重复. 

定理 1 闭集 F 的像 /(F) 仍为闭集 . 

证明设如是 /(F) 中的一个极 限点； 

yo = lim yn [y n € /(F)]. 

n-^oo 

对于必有 x n e 使 

/(x n ) ― yn ， 

因为点列 { x n }c [ a , 6], 即有界，所以存在如下的收敛子列 { x nk } : 


因 F 是一闭集，所以 
因此 



xo G F y 
f ( xo ) e f ( F ). 


另一方面，由 f ( x ) 之连续性， 


limy nk = lim /( x nfc ) = /( xo ), 


因此 


yo = f ( xo ) ， yo e /(F). 


® 由此定理，知第八章 §2 中所举的连续函数 e ( x ) 不是绝对连续的. 


§3 .连续映射 
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所以 /( F ) 包含它的一切极限点. 

将此定理与第八章§2之定理1对照，得如下的 

推论 如果 E 是一个型的集，则它的像 f(E) 也是一个型的集. 

现在我们要研究如下的 问题: 经连续映射后，集合的可测性是否保持？要解答这个问题，首先 
引人下面属于卢津院士的定义. 

定义假如对于测度为零的任何集 e ，/( e ) 之测度仍为零，那么说 f(x) 具有性质 ( AT ). 

定理 2 使任意可测集 £； 的像 f(E) 仍是可测集的必要且充分条件是 f{x) 具有性质 （ A 0. 
证明设 f(x) 具有性质 (N). 设万是 [ a , 6] 中之任-可测集，则 

E = A + 

其中 Z 是一仏型的集，而 e 是一个测度为0的集 
由是 

/⑹=/⑷ + /( e ), 

所以 f[E) 是一可测集. 

现在假设 f(x) 不具有性质 （7 V ), 那么 [ a ,6] 中必含有如下的集 e 0 : eo 之测度为零，但 
m */( eo ) > 0. 

今在 /( eo ) 上取一个不可测的子集对于 B 中仟 一 点 y,e 0 有技 x 适合 f(x) = y . 由是 
得到 B 的原像 A,AC e 0 . 因之 m*A ^ me 0 = 0,所以4是可测的.但是 B = f(A) 是不可测 
的.这样，我们的函数 f(x) 能使可测集对应于不可测集. 

定理3 绝对连续函数具有性质 (7 V ). 

证明设/(4是-绝对连续函数，集 E 的测度是 0. 所要证的是 

mf(E) = 0. 


为此首先假定 a ， 6都不属于 E ， 则 


E C ( a , 6). 

对于任一正数 e ， 取如下的正数 <5 :当有限个或可数无穷个不相重叠的区间 {( a fc ,6 fc )} 的全 


长小于 (5 时， 


E(M fc — rrik) < e y 

k 


其中 m k , M k 分别表示在 [ a k 9 b k ] 上的最小值与最大值. 
因 mE = 0,所以有如下的有界开集 G : 


E C. G y mG < S. 

①要证明此事，只要对于每一自然数 n ， 作这样的闭集 F n C 五，使 rnF TL > m 五- i, 再设 

n 

oo 

/( e 0 ) 是一不可测集，则取 S = /( e 0 ), 否则依照第三章 §6 之末所示，亦可取得 /?• 
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并且我们不妨假设 G C ( a ，6) (因为含在此区间 内). 开集 G 是其一切构成区间（办，6；0 
的和，而构成区间之全长小于所以 


/⑹ C / ⑹ = [/ [( 叫 A)] C ^f([a k> b k ]) y 


k 


k 


从而 


♦/(EKEm./( [ 办，叫 ) 


k 


另一方面，显然有 


/([ afc ， bfc ]) = [7Tlrfc ， iVZ/cj ， 


因此， 


rn m f ( E ) ^ y ^( M k - rrtk ) < e . 


k 


因 e 是任意的正数，所以 mf ( E ) = 0. 

至于一般的情形，就是说 a , 6可能属于丑.因 为当丑 中除去点 a 及6时，在 f ( E ) 中顶多只 
除去两点 f ( a ) 及 /(6),所以并不影响 /( E ) 之测度. 

推论绝对连续函数把可测集映成可测集， 

综上所述，凡绝对连续函数一定是有界变差的且具有性质 ( AT ). 下面我们证明这两个性质实 
在是连续函数成为绝对连续的特征. 

定理4 ( S . 巴拿赫与 M . A . 扎列茨基 （ M . A . 3叩叫101*)) 如果连续函数 /( x ) 为有 
界变差且具有性质 （7 V )， 则 f { x ) 是一绝对连续函數 • 

证明假设 fix ) 不是绝对连续，那么必有正数对于此找不到如下的 S >0 使当任 
何互不重叠的区间组 {( a ky b k )} 的全长 


n 


— ( ik ) < ^ 


时成立不等式 


w 

一 rrik ) < 


现在取一个收敛的正项级数 f a , 对于每一个心取一互不相重叠的区间组 (4°,^) (fc = 


1,2, 


rii ) : 




a ) 


(i) 

k 


)^ ^0, 


其中分别表示 f ( x ) 在 (4^,6^) 中之最大值与最小值. 


置 


Ei = J2(a^\bi x \ 


易见 mA = 0,因此， 


mf(A) = 0 - 


⑴ 
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现在我们作函数 L ^ iy ) 如下： 如果方程式 


/( 工）= y 


( 2 ) 


在中至少有一个根，则定 L [ l \ y ) = l ; 如果 （ 2 ) 式在中无根，则定⑼ 




因此，这个函数当 



[ 1) ) 时等于 1 ，若在 [ m ^ , M [ 



M 


L { ^(y)dy 





(0 

fc 


⑶ 


置 n 

M ( y ) = 

1 

那么， Ni ( y ) 乃是如下的 ( 0 ^, 6 ^) 的个数：在这种区间中方程式 f { x ) = y 至少有一根.如果 
N ( y ) 表示 f ( x ) 的巴拿赫的指标函数，则 


但是由 （3) 式， 


Ni ( y ) ^ N ( y ). 



Ni ( y)dy 彡 e 0 . 

如果我们能证 明：在 [ m ， M ] 中几乎所有的 y 适合 


⑷ 


(5) 


lim Ni ( y ) = 0, ( 6 ) 

l—-►OO 

那么由于巴拿赫指标函数是可和的，所以从⑷及⑹式，得到 

r\t 

lim / Ni { y)dy = 0, 

Jm 

但此与不等式 （5) 矛盾.于是定理就证毕了. 

现在要证 （ 6 ) .以 B 表示使 （ 6 ) 式不成立的 y 的全体，又以 C 1 表示使 N ( y ) = + oo 的？/的 
全体，因为 N ( y ) 是一可和函数，所以 mC = 0 . 我们只要能够证明 

B-CC f ( A ), (7) 

那么定理就完全证明了. 

设 yo 6 B - C . 那么可以取这种 { i r }， 使 

N ir ( y 0 ) 彡 1 (r = l ，2,3，."） 

这就表示，对于每一个 r 存在如下的点: 

f ( x ir ) = y 0i x ir € E ir . 

但是因为 N ( y 0 ) < + 00 ,所以在中相异的点只有有限个，因此在其中至少有一个一今记 
作 xo ——在 { x ir } 中出现无穷次. 

于是我们找到了这种点抑，它属于无穷多个^之中，且满足 


f(x 0 ) = y 0 . 

但此时，显然 rro € 因此 l/o € f(A). 由是证得 ⑺式. 定理证毕. 

= min{/(x)}, M = max{/(a:)}. 
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定理 5 (r. M. 菲赫金哥尔茨）设 F ( y ) 及 /( x ) 是两个绝对连续函数，且 F ( y ) 是在 f ( x ) 

的函数值所成之闭区间上定 义的. 为使复合函数 F [/(： r )] 绝对连续的必要且充分条件是它为有界 
变差 

证明条件之为必要非常明显.要证明条件的充分性，只要注意到两个具有性质 （ A 0 的复 
合函数仍具有性质 （7 V ) 就好了. 


§4. 勒贝格不定积分 

设在 [ a ，6] 上，/⑷是可和的，则称 

^( x ) = C f f ( t)dt 

J a 

为/⑷的（勒贝格）不定积分，由于常数项 c 之不同而相异，所以/(0的不定积分 
的全体成一无穷集，这集中任何两个元素彼此差-•个常数. 

定理 1 不定积分少 (X) 是绝对连续函数. 


证明对于任一正数 e (由第六章§2定理 8) 有如下的正数 A 当可测集 e 的测 


度 me < S Brt 



< £. 


特别取 e 为不相重叠的有限个区间 （ a fc ，6 fc )， 当- a fc ) < 5时， 




但因 

从而得到 

定理 证毕- 



n 

- ^(a k )} 



< £. 


由此定理，知 ^ f ( x ) 几乎处处存在且为有限，并且此导函数是可和的.但是我们 
还有更确切的命题. 


定理2 不定积分 



的导函数几乎处处等于被积函数 f ( x ). 

® 这个定理首先被菲赫金哥尔茨在1922年所证明.到了 1925年为了想给它一个新的证明，扎 
列茨基建立了定理4, 巴章 赫此时也发现了这个定理. 


§4. 勒贝格不定积分 
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证明 设 P ，9 为二实数，但 p < } 设馬是 [ a ，6] 中如下的点: r 的 全体： ^( x ) 
存在且满足 

步 ’(x) > q > p > f ( x ). 

显然点集 E p ， q 是可测的，我们要证明 

mEp^q = 0 . ( 1 ) 

为此对于任一正数 e ， 取如下的正数5,当 me < (5 时， 

J f ( t)dt < e . 

又作如下的开集① Gc [ a ， b ] : 




mG < mE P} q + 6. 


设: r e E p ， q , 那么对于所有足够小的正数 / I ， 

步 (x + h ) — ^( x ) 

h 


> Q - 


( 2 ) 


因此， 点集 E p ， q 被这种闭区间集 [x ,x + h ] [其中 h >0 满足条件（ 2 )]依照维塔利的 
意义所覆盖.我们不妨假定这种闭区间都含在 G 中.因此，其中必有可数个两两不 
相交的闭区间 


[X!， Xi + /li j ， [ 工 2 ，工 2 + 打 2 j ， • • • 


适合 


771 < Ep,q _ 〉二 [ 工 fc ，工 fc ^k\ r 

fc=l J 




0. 


由 （2) 式， 


hk 



Xk+hk 


f { t)dt > q . 


Xk 


置 5 


E \ x k , x k + h k ], 则由上式， 


k 



f ( t)dt > q - mS 、 


s 


或者写为 



f ( t)dt > q [ mE P)(J + 9 e \ (0 彡 0 彡 1) 


s 


另一方面，由 S C G， 故 


⑶ 


S — E p 、q G G — Ep y q 


①不妨假定 ci ，6 两点均不属于 E p ， q ， 同时还假定 <5 < e . 
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且 TTl[S — Ep ^ q ] < S y 因此 

从而 ® 



f ( t)dt < e . 


S-E p% 



f ( t ) dt < 


s 



f { t)dt + e . 


E P 、 


但在 E p ， q 上， f ( t ) < p , 因此 


由 （3)，（4)，（5) 式，得 



f { t)dt ^ p - mE P)q . 


q [ mE p%q + 6 e ] < pmE Pyq + e , 


因 e 是任意的正数，所以 

qmE p 、 q 《 pmE Pyq . 

mq > p t 上式仅当 mE Ptq = 0时为可能.于是证得⑴式. 

假设五是如下的点: r 的 全体： [ a , 6] 中的点 x ， 使 ^( x ) 存在且满足 

少’⑷ > f ( x ). 


那么 

E = E p ， q ， 

(P ， 9) 

此地，对于所有有理数对 ( p ,9) 取和，但 P < } 由已证之⑴式，乃得 

(p ， q) 

mE = 0. 


(4) 


(5) 


换言之，如果>1表示使 ^( x ) 存在的: r 的全体，那么在4中几乎处处成立 

< f { x ). (6) 

注意到这个事实以后，置 

9( x ) = -/(X )， r { x ) = f g { t ) dt . 

J a 

那么 r [ x ) = -少 ㈤ ，尸'⑷在乂上是处处存在的，利用上面的结果，知道在乂中关 
系 

r f ( x ) ^ g ( x ) 

①由 m ( E p , q - 5) = 0,可知 / fdt = f fdt . 
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几乎处处成立.或者同样地， 


少’⑷> /( 工) • 

⑺ 

由⑹及⑺式，等式 


^'( x ) = }[ x ) 



在 A 上几乎处处成立，也就意味着在 [A 6] 上几乎处处 成立. 定理证毕. 

定理3 绝对连续函数是它的导函教的不定积分. 

证明设 F (: r ) 是 [ a ，6 j 中的绝对连续函数，则 F ^ x ) 几乎处处存在且为 可和. 


少 ( x ) = F ( a ) + J F \ t ) dt . 
这个函数亦为绝对连续，并且几乎处处成立 


少 ’( x ) = F \ x ). 

由§2定理2之推论， F ( x )~ 少 ( x ) 是一常数•但 F ( a )= 少⑷，所以 F ⑷与少 ( x ) 是 
同一函数. 

为了要把定理2加强，我们先给下面的 
定义假如在点 a : 处 f ( x ) # 土 oo 且 

1 rx+h 

lim-r / I/W - fM\dt = 0, 

h-^0 h J x 


则称点: r 为 /( t ) 的勒贝格点. 

定理 4 若 2 ；是 /(«) 的勒贝格点，那么不定积分 企 ( x ) = j f { t)dt 在点: r 具 
有导数 /( a :). ° 

证明从 

步 (x 1 -步⑷ _ f(x) = 1 j :\ m - f ( x )} dt , 


得 


^(x + /i) — ^(x) 

h 


-/ ⑻ 



\ f { t ) - f { x )\ dt . 


令 /i — 0,即得所要的结果. 

所当注意的是定理4的逆，一般不真. 


定理5 若函数 /( a ;) 在 [ a , 6] 上是可和的，那么 [ a ,6] 中几乎所有的点都是 /( x ) 
的勒贝格点. 
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证明 


设 r 是一有理数 • 因函数|/ ⑷ - r | 在 [ a ，6] 上是可和的，所以几乎对于 


所有的点 : c e [ a , 6], 


lim ― 

h — ►O h 



x+h 


\ f ( t )- r\dt = \ f ( x ) -r 


⑻ 


X 


设瓦 ( r ) 是 [ a ，6] 中不满足⑻式的点 x 的全体，则 mE ( r ) = 0 •设 { r n } 是有理 


数的全体.置 


E 


^£( r n ) + ^(|/| = + oo ). 


71 


W mE = 0. 若能证 [ a ,6] - JE ； 中之任何点是/⑴的勒贝格点，则定理就证毕了. 

设 e [ a , b ] - E . 取任一正数 e ， 又取如下的: 


\fM - r n \ < 


£ 

3 


则 


||/(^) - r n \ — \ f ( t ) — /( 工0川 〈吾 • 


因此 



X 0 + /1 


hl I0 lf{t) - rnldt -h, xo 



xo+h 


1/⑷一 f { x 0 )\dt 




但是因为 x 0 eE , 所以当 |/ i | < J ⑷时， 


h 



xo+h 


1/ ⑷一 r n \dt — |/( xo ) — r n \ 


Xq 


e 

<5, 


即 



Xo + k 


2 


h l xo 〈浐 


因此对于这样的/ I ， 


h 



xo + h 


l/W - f{xo)\dt < e 


Xq 


定理 6 可和函数 / ⑷的所有连续点是勒贝格点. 


证明设/⑷在点: r 为连续.那么对于正数 e ， 有正数&当 J 时， 


/⑷ 一 /㈣< e. 


但是当 |/ i | < 5时也成立 



h 


r 


\ f ( t ) — f { x)\dt < £. 


定理证毕. 

由定理1及定理3,知函数 < P ( x ) 为一可和函数的不定积分的必要且充分条件是 0( x ) 为绝 
对连续.与此有关的，是下面的 问题: 一 个函数如果是 L p {p > 1) 中函数的不定积分会具有怎样的 
特征？下面的定理，将回答这个问题. 
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定理7 ( F . 里斯） 为使 F ( x ) ( a ^ x ^ b ) 能表成 L p (p > 1) 中某函数 /(«) 的不定积分 


F ( x ) =C + 



X 




⑼ 


a 


其必要且充分的条件是不等式 


w ^ mm 

E 

k =0 


\F(x M ) ^ F(x k )\^ 

(: Efc +1 — : T fc )P 一 1 


^ K 


( 10 ) 


成立，其中 K 是一常数，与分法 a = Xo < Xi < X 2 < • • • < Xn = 6无关① 


证明条件 （10) 的必要性是很明显的 • 事实上，由赫尔德不等式[第七章§6,公式（1)1， 


\ F ( xk + i ) — = 



ifc+i 


f ( t)dt 


x k 


V 




Xk - 




x fc+i 


\f{t)\pdt y 




其中 g = 


P 


v 


. 由是 


\ F ( x k+l ) ^ F ( x k )r 

{Xk^\ - Xk ) p ^ 1 





x k + l 


\ m \ p dt , 


工 k 


所以 (10) 成立，并且 / c 可以取为 



6 


\ m\ p dt 


a 


证明条件 （ io ) 的充分性更复杂些.首先我们注意：从 （10) 式左边除去若干加项，不等式仍 


旧 成立. 因此对于含在 M 】 中两两不相重叠的区间组 { a k , b k ) (fc = 1，2, 


m m m 


，几）有 


n 


E 


k 


\ F ( b k ) ^ F ( a k )\^ 

(bk - ak )^ 1 


^ K . 


由和数形式的赫尔德不等式丨第七章§6公式 （8) j 有 


n 


n 


J2\F(b k )^F(a k )\^ 


k 


fc=l (bk — ^ifc) p 



V 





n 


E 


k 


\ F ( b k ) ^ F ( a k )\^ 

(6 fc — a #- 1 


<? 



n 


Yl^ bk 一 


k 


所以 


n 


<7 


V|F(6 fc )-F(aOI< VK 


k 



n 


- 叫)， 


k 


因此得到 F { x ) 的绝对连续性.所以 F ( x ) 可用⑼式表示，但是 /⑷ e L . 剩下来的是要证明 
f ( t ) £ L p . 


为此将 la ， M 分成 n 等分，设其分点为 a 4 n 




函数 fn ( t ) : 


a + — (6 — a)(fc = 0,1，…， n ). 再引人如下的 

n 


fn(t) = 


foO — nx [ n) ) 


x 


⑷ 

fc+i 


- 4 n ) 


( xi rk) < t < x ^) 


fn(x^) = 0 (/C = 0, 1， • • • ， 71). 


①若 p = 1，贝 IJ (10) 式是 F ( x ) 为有界变差的条件.这个条件是使 F ( x ) 可由⑼式[式中/⑴€划 
表示的必要条件,但不是充分条件. 
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那么容易 证明： 几乎处处成立 ® 


lim f n (t) = f(t). 


[例外的点可能是分点或是 F f ( x ) ^ /( x ) 的点] 


于此利用法图定理，得 



6 


a 


\f(t)\ p dt < sup I \fn(t)\ p dt^ . 


但是 



6 


\fn(t)\ P dt 


a 


g/ 5 1 1 /.(.)I^=£ |F 嘮 ) -， ))|p 


k=0 


k=0 




所以 



b 


\f(t)\ p dt < +oo 


a 


定理证毕. 


最后，我们考察不定积分的全变差. 

定理8 设/⑷是在 [ a 7 b ] 上的可和函数.若 


F ( x ) 





X 


f ( t ) dt . 


a 


则 


V ( F ) 


a 



b 


1/ ⑷ I 出 


a 


就是说，绝对连续函数的全变差等于其导函数绝对值的积分. 
证明设 X 0 = a < Xi < X 2 < • • • < = 乂 贝 1 J 


X ] i F ( x fc + i ) -印 fc)i 



fc =0 


fc =0 



工 fc 十 i 


f ( t)dt 





工 k 


Xlc + 


1/(01 也 




fc^O 


Xfc 



b 




a 


①实际上，假设 2 不是分点，且存在有限的 F \ x \ 那么不论如何分法，2：必定含在 


(n = l ,2 t ".) 中的某一个内， 由于〜 (n) 」 


fen + 1 


— ► 


n 


0,所以下面两式 


F (^ i ) - F ( x ) F ( X ) - F ( x ^) 


(n) 
fcrx + 1 




X ； — X 


x — X 




当 


时均趋向于 F\X). 但是 / n ( x ) = —^ t ~ } '巧聲 介乎上面两数之间，所以 


X 


⑷ 
fen + 1 


X 


(^) 


lim f n ( x ) = F \ x ). 


因此， 
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6 


V(F)^ 

a 



b 




a 


现在要证明上式的等号成立.记 ( a , b ) 




E } 


P 


E(f ^ 0), N = E { f < 0). 


则 



b 


\ fW\dt 


a 



= 1 f ( t ) dt — / f ( t)dt 

P J N 


取任一正数 e ， 由于积分的绝对连续性，有如下的正数 (5 :当可测集 e c hfci a 


me < 6时，成立 



\ f ( t)\dt < e . 


e 


设 F { P ), F { N ) 是分别含在 P 、 N 中的如下的闭集 


则 



m [ P - F ( P )} < S y m[N - F ( N )] < 6, 
\ f { t)\dt < f f ( t)dt - f f ( t)dt + 2 e . 

Jf{P) Jf{N) 


由隔离性定理（第二章 §4 定理3)，存在如下的开集 r ( p ) 及 r ( N ) : 


r{P) d f(p), r(N) d F(N), r(P). r(N) = 0, 

并且不妨假定上述两开集都含在 （ a , 6) 中.又取如下的有界开集及 A ( N ) : 
A ( P)D F ( P ) y A ( N ) D F ( iV ), m [^( P ) - F ( P )} < S } m [ A ( N ) - F ( N )] < S . 然后置 


G(P) = A(P)^ r(P), G{N) = A(N)- r(N). 

那么这两个集都是含在 ( a ,6) 中的开集且没有共同点，各各含有 F ( P ) 及 F ( N ) 并且 
满足 m [ G { P ) - F ( P )] < S , m [ G { N )~ F ( N )] < S . 因此， 



f f { t)dt - [ f ( f)dt + 4 e . 
Jg{p) Jg(n) 


点集 G ( P ) 是它的 $ 成区间的和集.假如在构成区间中取足够多的有限个区间， 
那么作其和集 B ( P ) = ，叫) ，且可使 B ( P ) 与 G ( P ) 测度相差小于&因此， 

fc=l 



f { t)dt — 



f ( t)dt < e 


B{P) 
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由于 



71 


f ( t)dt 


B(P) 





n 


k 


入 fc 




k 


所以 



n 


G ( P ) 


f ( t ) dt < — ^( Afc )] - I - e 


k —\ 


使 


同样，从 G ( AO 的构成区间中取足够多的有限个区间，… ，( a m ， r m )， 



m 


G(N) 


f(t)dt>Y^[nri)-F(a i )]-e. 


I 


比较上面的结果，得 



6 


n 


m 


a 


\ m\dt < Y ^ l ^ k ) - F ( X k )] - ^[ F(rO - F (^)]+6£. 


k 


i—1 


因此， 



b 


n 


\ f ( t)\dt < \ n ^ k ) - F ( X k )\+T \ F ( n ) - 


a 


k 


由于区间 ( A fc ,/ i fc ) 都不相重叠，又与 { a ^ n ) 亦无重叠，而 ( a ^ Ti ) 之间亦两两不相重 
叠，所以 


n m 6 

E — F (\ k )\+ J 2 l F ( T <) — ^ i)l < V ( F ). 

fc=l i -1 G 


因之， 



6 


b 


|/WM<< V(F) + 6e, 


a 


a 


但因 e 是任意的，所以定理成立. 


§5. 勒贝格积分的变量变换 

如所周知，在积分计算中变量变换的问题有着重大意义.此地我们只就勒贝格 
积分来研究这个问题,并且限于这种情形即积分的旧变量 x 是新变量 t 的严格 
单调的绝对连续函数的情形.为确定起见我们假定这个函数是增函数.这样，设 

x = (fi(t) \p^t^ ： q,a = (p(p)，b = ifi(q)]y 

其中 p ⑴在 [ p ， d 上是严格增的绝对连续函数. 

①更详细的问题在 J. 瓦莱-普桑 （ Valine-Poussin, Charles-Jean de la) “Kypc aHa^K3a 6ecKOHeMHo 
Majiux ”， t . 1， 298 页 ( rTTM , 1933) 中有说明. 
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引理1 

后的像，则® 


如果 E t 是含在 \p,q] 中的可测集，而 & 尽）是它经映射: r = (^) 



证明 E x 的可测已在§3中证过 • 当 E t = [ a ，/9]， 贝 lj (1) 式很显然，因为此时 
E x = [(fi(a),(p(p)\ ffi 

mE x = ^p(P) — c^(a) = / cp’(t)dt. 

J OL 


当尽 


( a ， 奶时，情况完全相似.因此 （1) 式当尽为开集时时常成立（在这种 


情 形下& 是开集).转到余集上去就可相信 （1) 式当拉是闭集时也成立.最后我 
们研究一般情形，当岛是任意可测集的时候.取 e > 0,找出这样的闭集&与开集 
G x 使得® 


F x C E x C G x C (a,b) y mF x > mE x — e } mG x < mE x 4 - e. 

设 F t 与 是集尺 与 Q 的原像.根据证明（显然，巧为闭集，为开集）有 

I = mF x , j ip’(t、dt = mG x . 

J Ft J G t 

因为 ^ o , 所以 

j if r (t)dt ^ j ip f (t)dt ^ j (p’(t)dt. 

J Ft J Et JGf 

因此， 

mF x ^ / (fi’(t)dt < mG x , 

JE t 

于是更加有 

mE x — e < j ip’ (t)dt < mE x + e. 

JE t 

由于 e 的任意性，引理证毕. 

引理2 设匕為含在 [a,6] 中的测度为零的可测集而 e t 为其原像.那么 e t 的 
这种子集即由不满足关系式③ 


〆⑷= 0 (2) 

讀 

的点所组成的集，有测度等于零. 


①为了使记号 〆 (《）处处有定义，我们如同在第八章中所述的那样约 定：在 没有导数的集 

(测度为 0) 上令 ip \ t ) = o . 

® 不失一般性，可以假定 p 与 (? 不属于 E t . 

③换言之, e t •是的子集，于此存在（可以是无穷大） ^( t ) > 0. 
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证明应该注意到，我们不能断定集 e t 的可测性①.造出（可以假定^ C («， 6)) 


列开集 


( a , b ) D D d ••• , De x , mG ^ 




0, 


又设 


E x 




如果 Gf > 是 gP 的原像， 而 E t 为 E x 的原像，则 6^ 是开的，且 


E t 


討)， 


从而 得出氏 的可测性.显然 mE x = 0. 所以，由引理1， 



ip ’（ t)dt 




0. 


(3) 


t 


如果记私中的那些不满足 （2) 的点 为尽， 则由 （3) 推得 ： mEl = 0. 剩下来只 
要注意到 e ? C 五卩就行了，但这是因为匕 C 仏与 e t C 馬. 


定理 


设 f ( x ) 是在 [ a , 6] 上②的可和函数.则 



b 


f ( x)dx 




a 



Q 




⑷ 


V 


证明 


首先假定 /( X ) 是在 [ a , 61上连续③的，因此 （4) 式左边的积分可以理解 


为依照黎曼意义的积分.用点 


a = xo < xi < • • • < x n = 6 

细分 [ a , 6], 又设 /( a :) 在 [ x fc , x fc +1 ] 上的最大值与最小值分别为 A 4 与 r ^. 如果 
^( tk ) = a ； fc , 那么当 t 时有 


m k ^ 伽⑷ 1 < M fc , 
从而由不等式 ^ 0 与关系式 



ip f ( t)dt = x k+ i - x k 


得出：积分 


f [ f At ) W ( t)dt 


介 f 数 m fc ( Xfc +1 - M ) 与 M k ( x k+ 1 - X k ) 之间. 于是，⑷式右边的积分介乎由函数 
f ( x ) 对应于分点组而产生的达布和之间.从而得到 （4). 



® 虽然 Wt ) 有反函数,但后者不一定是绝对连续的. 
©我们保持上面的记号. 

③因此显然在 b ，4 上连续. 
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现在假定 f ( x ) 是有界可测函数， \ f ( x )\ ^ M . 我们找出一列连续函数 { g n ( x )} } 
使得它们在 [ a , 6] 下几乎处处是 


Jim ^ n ( x ) = /( x ). (5) 

可以假定 \ 9 n ( x )\ ^ M . 那么⑷式当/换以如时是成立的.从而不难推得， 

f f ( x)dx = lim f gnl^W^i^dt. (6) 

Ja n -*°°Jp 

我们要证明，在上几乎处处有 

lim g n [ p ( t )}^{ t ) = fVp { t )\ ip '( t ). ⑺ 

n—>oo 

为此我们记那种违反 （5) 式的点: r 所成之集为这个集是可测的且 m e；c = 0. 
记 G 的原像为 e t ， 又设 < 为 e < 的子集，其由不满足 （2) 的点所组成. 

如果 tee t , M p ( t 私且 （7) 成立 • 同样，当 t € e t - e ;， 则 ^( t ) = 0 而⑺式 
也满足.因此，不满足⑺式的仅是 < 中的点，但由引理2有= 0. 

由于⑺式在 \ p , q ) 上几乎处处成立，因此乘积①是可测的.此外， 


9 nW { tW { t )\ ^ 脚’⑴， 


又 （7) 式保证了在 （6) 式中可以在积分号下取极限，从而得到 （4). 

最后假设 /( x ) 是任意的可和函数.可以假定它是非负的，因为可和函数是两个 


非负可和函数之差.置 


fn { x ) = 


| /⑻，当/⑷< n ， 

\ n , 当 f ( x ) > n . 


根据已证的事实 ， （4) 式当/换以 / n 是成立的.从而 



但是在 [ p ， ^上处处是® 


= lim J n [f{t)]ip f (t), 

n—oo 

此外，乘积 / nkWWW 当 n 增加时增加.因此，由第六章§1的定理10 ( B . 莱维）有 

f f[^{t)](fi f (t)dt = lim [ /n[wW]P’W 出， 

J P n —°°J P 

从而由 （8) 得出⑷ • 


① 这个事实之所以值得注意是：因子 /[ cp ( t )] 完全没有必要是可测的. 

② 这就保证了乘积 /( W〆 的可测性. 
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推论 我们有下面的公式 




f(t -h h)dt. 



f (kt)dt 


(fc # (})• 


§6. 稠密点、近似连续 

设 E 是一可测集.又设: To 是任意的点，/ I 是任意的正数，置 

E(xoj / i ) = 五 fl [xo — / i ，xo + / i ]. 

于是它也是一可测集.现在讨论比 

mE(xo, h) 

2h ~~ • 

很自然地我们称它为 E 在 ㈨ - h , x 0 +叫的“平均密度”. 

定义1 当 /I — 0时，称⑴式的极限为集£；在点 rc Q 的 密度， 以记号 


D Xo E 


记之. 

如果 D Xo E = 1, 则称 x Q 为 E 之一稠密点①.如果 D Xo E = 0, 则称 x 0 为 E 之 
一 稀薄点. 

可注意 的是： 在定义中我们并没有假定 rro G 五.并且，对于可测集，也不一定在 
每一点有密度. 

但是却有下面的 结果： 

定理1 可测集 E 中几乎所有的点都是 E 的稠密 

证明设 E 是一可测集.任取一个含有五的闭区间 [ a ,/?]. 又设 a = a - 1，& = 
/? + 1，则当 rr e E ,/ i 彡1时 ， [x ~ h , x ~h h ] 全在 [ a , 6] 中.此后对于九，如没有特别说 
明，均指/ I 彡 1. 


作点集么’的特征函数 cp ( x ) :在 [ a , 6] 上的点，规定 



x E E f 
xeE . 


①也称为“密集点”，原文为 “TOMKa njioTHOCTM ”， 对应的英文为 density point 或 poin of density . 

今依照《数学百科词典》 2 卷 48 页译为此名.——第 5 版校订者注. 
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这个函数是可测的且为有界的.置 


步 (X) 





在 la ，6 j 上几乎所有的点，成立 


少’( X ) 




♦)， 


并且特别对于 E 中几乎所有的点，成立 


作) 


1 . 


( 2 ) 


今证凡满足 （2) 之点是 E 之稠密点.事实上，在这种点上， 


lim 


步 (x + h) — ^(x) 


h 


lim 
h—c 


^(x) — ^(x — h) 


h 


从而得到 


lim 


步 (x -f /i) — ^(x — h) 


2h 


但是 


^{x + /i)— 少 (x — h)— 



x+h 


(p(t)dt 




mE{x, h). 


所以 


D X E 




lim 


mE(x, h) 


2h 


定理证毕. 


有了点的稠密性的概念以后，可将函数的连续概念作一个重要的推广. 

定义2 设 f { x ) 是在 [ a ，6] 上所定义的函数.设 : ro € [ a , b ]. 假如 [ a , 6] 中存在如 
下的一个可测集五，以: ro 为其稠密点 © ，且 f { x ) 沿着£在吻是连续的，则称 f ( x ) 
在吻为近似连续 . 

显然； 函数的所有连续点都是近似连续点.可测函数可以没有连续点，例如函数 
在有理点取值1,在无理点取值0,这个函数没有一个连续点，但是却有下面的 定理: 


定理2 ( A . 当茹瓦 


/(x) 是在 [a,6 ] 上定义的几乎处处为有 


限的可测函数，那么在 [a,b] 中几乎处处为近似连续 . 


证明 


对于 e 〉0,由卢津定理，必有连续函数 ^( x ) 适合 


mE{f ^ (p) < £. 


® 如果 



，则 只要 ㈣ — 


时，即右方密度等于1时，称 



为 E 之稠密 


点.同样，对于点&，则只要考察左方密度. 
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设4是点集 E (/ =⑷中稠密点的全体，则由定理1, 

rnA = mE(f = if ) > b — a — e . 

若 xo e A ， 则 / Or ) 在: r 0 显然是近似连续，只要把⑷取作定义2中的 
E 就行.设汗是 /( re ) 的一切近似连续点的全体，则内测度 

m^H ^ mA > b — a — e , 

令 e — 0,则得 

m,H ^ b — a . 

S H C [ a , 6], 所以 

6 — a 彡 ( m.H 彡 6 — a ， 

因此， // 是一可测集 ， mH = b - a . 定理证毕. 

注意上面所定义的密度概念可以有如下的推广.假设心 > 0, / i 2 > 0, £；( xo ,/ ii } 
/ 12 ) = E • [xq — h\yXo + / 12 ], 如果比 

mE(xoj h ' ， h 2 ) 
hi + fi 2 

当 h 与 / i 2 独立地趋向于 0 时有极限存在，则称此极限为 F 在抑的密度.但是这 
个推广的定义，并不改变点集五的稀薄点集，也不改变五的稠密点集.事实上，假 
设 x Q 是依照定义1的 E 的稀薄点，那么对于> 0, Zi 2 > 0,取九 = maxd / i 2 ), 则 

E ( x 0 , h l 7 h 2 ) C E { xo y h) y 


因此 


^2 


因为上式右方当 /i 


―> 


rnE{xQ,hiJi2) 


h \ + / i 2 

0时趋向于0,故 


mE ( xo 1 h ) 

2 h 


lim 

hi — ^0 

P12 —0 


mE[xo ， hri ， ^2) 

hi + / i 2 



所以依照推广的定义， xo 也是五的稀薄点.其逆显然是真的.所以我们用上面的定 
义1来定义密度.至于近似连续点的定义不论密度采取何种定义，都没有关系. 


§7. 有界变差函数及斯蒂尔切斯积分的补充 

设 f ( x)(a ^ x ^ b ) 是连续有界变差函数.它的导函数 f ( x ) 几乎处处存在且 
f ( x ) 为可和.置 

( p { x ) = f { a ) + f f ( t ) dt , r ( x ) = f { x ) - ( p ( x ). 


则 
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/( x ) = ip { x ) + r ( x )， 

其中 POE ) 是一绝对连续函数[并且/⑷= ^( a )]; M r ( x ) 是一连续的有界变差函数， 
其导函数几乎处处等于 0. 显然的，只有当/⑷自身为绝对连续时， r ^) 为 a 

定义 导函数几乎处处等于0而本身不等于常数的连续有界变差函数，称为奇 

异函数. 

显然的，奇异函数一定不是绝对连续的，否则由§2定理2知其必为常数.在第 
八章§2之末所述的函数 G ( x ) 就是一个奇异函数. 

定理1 连续有界变差函数 /(: r ) 可以唯一地表示 如下： 


/(x) = (f(x) + r(x) y 

其中是一绝对连续函数，(^⑷= /( a )， 而 r(x) 是一奇异函数或是 0. 

证明 表示的可能性已在上面讲过.所要证的乃是它的唯一性.如果有两种 
表示： 

/( x ) = ip(x) + r(x) = (pi(x) + ri ( x ) 5 

那么 

(p{x) — = r\(x) — r(x). 

从而绝对连续函数 (f(x) - ^(x) 的导函数几乎处处等于 0. 因此 ，- v ?!( x ) 
乃为常数•但 = (fi(a) = /( a )， 所以 


p ( x ) = ( fi ( x) y 


而 r ( x ) = ri ( x ). 

定理 2 假如 f ( x ) 是一增函数， f ( x ) = cp ( x ) + /'( a ;)， 则 ( p ( x ) 及 r ( x ) 都是增 
函数. 


证明 在尸⑻存在之处，显然 尸⑻彡 0. 因此函数 

V?(x) = (f(a)+ I f\t)dt 

J a 

是增函数的.由第八章 §2 之定理5,知道 

f\t)dt ^ f(y) - f{x) {y > x ), 



因此 


这就是 r ( x ) ^ r ( y ). 


^{ y ) - 咖）< /( y ) 一 /⑷， 
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推论连续增函数 f ( x ) 成为绝对连续的必要且充分的条件是 



6 


f \ x)dx = f ( b ) - f ( a ). 


⑴ 


a 


条件 （1) 的必要性是很明显的.反过来，假如 f ( x ) 不是绝对连续，而 f ( x ) 
+ r ( x ) ? 其中 if ( x ) 是绝对连续函数， r ( x ) 是奇异函数，则 


/ ⑼— /( a ) = if ( b ) - ( p ( a ) + r ( b ) - r ( a )， 


或是 

f { b ) - f ( a ) = f f ( x)dx + r (6) - r ( a ). (2) 

J a 

此地的奇异函数 t ■(: r ) 是一增函数但是不等于常数，所以 r (6) > r ( a ), 因此 （1) 式不 
能成立.由此证得条件 （1) 的充分性. 

在第八章§3,我们证 明了： 凡有界变差函数可以表示为它的跳跃函数与一个连 
续有界变差函数的和. 

今将此结果与定理1结合起来，就 得到： 凡有界变差函数 /( x ) 可以写成如下的 
形式： 

f ( x ) = < p ( x ) 4- r ( x ) -h s ( x )， 

其中是一绝对连续函数， r (: r ) 是一奇异函数，而 s (: r ) 是 f ( x ) 的跳跃函数（自 
然可能有某些项是不岀现的). 

在第八章§7 ， 我们对于斯蒂尔切斯积分 

[ f { x ) dg ( x ) 

J a 

当分 Or ) 是一连续函数时给以计算.如果 Wo :) 绝对连续,那么上述积分可以归到勒贝 
格积分的计算. 

定理 3 假如在上 f ( x ) 是连续函数， g { x ) 是绝对连续函数，则 

( S ) f f ( x ) dg ( x ) = ( L ) / f ( x ) g \ x ) dx . (3) 

J a J a 

证明上面两积分的存在是很明显的，今要证明两积分相等.设 a =抑< & < 

X2 < - • < x n = b , 作和 

n— 1 

^ f (^)[ 9 ( x k + i ) - g ( x k )], 



估计 (7 与积分 


之差，因为 
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g(x k+ i) - g(x k ) 



g\x)dx, 


所以 



b 


-i 


f{x)g\x)d 



a 





[/(6：) — f(x)]g f (x)dx 


⑷ 


k 


设 /( a :) 在 [ xfc , x / t + i ] 上的振幅是 u ； fc ， 则由⑷得 


(T — 



b 


f(x)g\x)d 



a 


n—l 







\g\x)\dx ^ 




6 


\g\x)\dx. 


a 


其中 


max { a ； fc }. 当 [ rrjt ，: r fc +1 】 之长都趋向于 0 时 ， or —► 0, cr 趋向于 / f(x)g(x)dx. 


但由定义 lima 



b 



b 


a 


f(x)dg(x), 定理证毕. 


a 



6 


这样一来，关于斯蒂尔切斯积分， f(x)dg(x) 的计算，只有当 〆 : r ) 的分解中有 


a 


奇异函数存在时，不能用勒贝格积分及级数的和表示. 

与定理3相似可证 

定理 4 当/ ㈤ 在 [ a ,6] 上有有界变差，而 g{x) 为绝对连续，则公式 （3) 成立. 

事实上，在这个情形下两个积分的存在是显然的.不要什么新的说明同样可以 
得到⑷式. 如果叫 是函数/⑷在 [x k ,x k+1 ] 上的全变差，则 （4) 式引向估计 



b 


f{x)g ; {x)dx 


a 


一 1 




k 



\g\x)\dx ^ /?V(/) ? 


a 


其中 /? 表示积分 



工 fc + i 


\g\x)\dx 中的最大值.剩下来只要注意到当差 以 +1 - a 的 


最大数趋于零时趋于零. 

利用定理3 ( 或 4) 可以得到勒贝格积分的种种性质.例如 

定理 5 ( 分部积分法） 假如 /(: r ) 与 g(x) 都绝对连续，则 



b 


a 



b 


f(x)g f [x)dx -f / g(x)f\x)dx 


[f(x)9(x)] b a . 


(5) 


a 


要证明此定理，只要将公式的左边写成 



6 


f(x)dg(x) 



a 



b 


g{x)df{x) y 


a 


然后用第八章 §6 的公式 （1) 即可. 
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但是，关系式⑼也可直接证得，只要从绝对连续函数 f ( x ) g ( x ) 几乎处处有有 
限导数等于 

f { x ) g '( x ) + f \ x ) g { x ) 

就可引出. 


§8. 求原函数的问题 

在第五章§ 5 ，我们已经解决了如下的 问题: 假如/⑷是一连续函数，它的导数 

尸⑷ 处处存在且为有界，则 /( rr ) 是 f ( x ) 的原函数.现在我们要研究下面的 问题: 
当 f f ( x ) 处处存在（不一定有界）时等式 

fM = /(^) + I ( 1 ) 

J a 

是否一定成立？当 /(: r ) 是绝对连续时，那么 （1) 式显然成立，此时 f f ( x ) 只是几乎 
处处 存在. 但是一般地说，即使/(4是一个连续的增函数，等式⑴也未必成立.如 
第八章§ 2 中之 9{ x ), 其导函数 G \ x ) 几乎处处等于0, (1) 式仍不成立.现在我们 
要讨论的问 题是： 尸 (: r ) [不说 f ( x )\ 满足怎样的条件时， （1) 式能成立. 

定理 1 假如 f ( x ) 处处存在且为有限，那么当 }\ x ) 为可和时，公式 （1) 成立. 

首先证明两个 引理： 

引理 1 设 ^( x ) 是在 [ a ,6] 上定义的有限函数，它在每一点的一切导出数都不 
是负数，那么 ^( x ) 是一增函数. 

证明 设 e 是一正数，置 

^ i ( x ) — ^( x ) + ex . 

假设 

<?i(6) < (2) 

那么，当 c = ¥时，下面两数 

少 1 ⑻一步 i ( c )， 步 i ( c )- 少 i ( a ) 

至少有一个是 负的设 [ai)6l] 表示 [ a ， c ] 或 [ c ，6] 中之 一个， 满足 


少 i(6i) < ^i(ai). 

置 Cl = £L±^i, 那么两数 

# 

少 1(M — 步 l(Ci )， ^i(ci) - (ai) 
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中至少有一个是负的.设 [ a 2 j b 2 ] 表示 [ ai , ci ] [ ci , bi ] 中之一个，满足 

步 1( & 2) < 少 l( a 2)- 

将此手续继续做下去，就得到一列如下的闭区间 {[ a n ,6 n ]}: 

步】 （ &n) < ^1 (^n) ([fl n ,6 n ] CZ [fln-1 ，办 n-1])‘ 

假设: r Q 是一切闭区间 [ a n , 6 n ] 的共同点，则对每一个 n ， 

^l(b n ) - 少 1( 工 0 )， 少 1(X0) — ^1 (On) 

中有一个是负的.如果少“6„) < A ( x 0 )， 则置 h n = b n - x 0 ; 如果 A ( M 彡少 1 (邶)， 
则置 h n = a n — Xq . 那么 

A ^1(X0 + h n ) - ^l(Xo) 

△n = - 7 - < 0 - 

选取子列 { A n J 使它有极限（有限数或无穷大)，那么就得到 6(4 在吻有导 
出数彡0: 

D^xo) < 0 , 

这是不可能的，因为 

D^i(x) ^ e 

在 [ a , 6] 上处处成立. 

因此， （2) 式不能成立.所以 

必 (6) 彡❼⑷， 

即 

少 (6) + eb ^ 少 ( a ) + ea . 

令 e — 0,乃得 

^(6) ^ ^( a ). 

设 a 彡 a : 彡 2 / <6,则同样可得 0{ y ) ^ ^( x ). 引理证毕. 

引理 2 设 ip ( x ) 是在 [ a , b ] 上定义的有限函数.如果在 [ a , 61上几乎每点， p ( x ) 
的一切导出数都不是负数，并且在 [ a ,6] 上不论哪一点，没有一个导出数会变为 一 00 、 
那么 ip ( x ) 是一增函数 • 

证明 设 E 是 [ a ，&] 中之一点集，在五中任何点 p ( x ) 至少有一个导出数是负 
的.由假定， 


mE — 0 - 
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由第八章§2的定理6,存在如下的连续的增函数 a ( x) y ft E 中任何点 X ， 


CT f (x) = +00. 


设 e 〉 0. 



^( x ) 




(p(x)+ea{x), 


则可证在中任何点 少 ( x ) 不取负的导出数.事实上，由于 cr ( x ) 是一增函数， 


少 (x + h)— 步 (x) 、 <p(x -h h) — cp(x) 


h 


h 


因此当 a : 百五 时， 


D ^{ x ) ^ 0. 


但当 X e E ^( x ) 是存在的且等于+00,因为 CT f ( x ) = +00而当 /in —► 0时， 

^>{x + h n ) - (f(x) 

/ l n 

是有下界的（否则存在导出数 Dp = - oo ). 因此对于所有的 a :， 成立 


D^(x) ^ 0 . 


因此，由引理1,知少⑷是一增函数 • 就是说，当 x < 2/时， 


或是 


令£趋向0,乃得 
引理2证毕. 


少 (x) < 0(2 /)， 

p(x) + ea(x) ^ ip(y) + ea(y). 


定理1的证明我们作函数 ip n ( x ) 如下: 


则 


f ^ n { x ) = 



/’⑷， 

n ， 


f f {x) ^ n, 
/’(x) > n. 


Pn ⑷ I < 1/’( 工 )1 ， 


( 3 ) 



所以 < f n ( x ) 是可和的.置 
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则可证明 Rn ( x ) 是一增函数.为此首先注意几乎处处成立 


Rn ( x ) = f \ x ) - < Pn ( x ) > 0. 


因此使函数 Rn ( x ) 至少有一导出数取负数的点: r 的全体是一个测度为零的集.另一 

方面，因 (fn{x) < n , 所以 


h 





(pn(t)dt ^ n, 


X 


于是 


Rn{x + /l) - Rn{x) ^ f{x + /l) — f(l) _ 

- ^ -:- n 


h 


h 


因此函数 i ^( x ) 没有一个导出数是 - oo . 所以由引理2, /^( x ) 是一增函数.由是 


Rn(b) > Rn{o). 


或是 


fib ) - f ( a ) ^ 



b 


^ p n ( x)dx 


a 


但是从 


lirn ^^ Cx ) = f \ x ) 


与 （3) 式，即得 


lim 


n 



b 


( p n ( x)dx 


a 



b 


f \ x)dx 


a 


所以 


f(b) — /⑷ > 



b 


f f (x)dx 


a 


同样的讨论施之于函数-/ ㈤ 的话，则得 


/(6) - /( o ) < f \ x ) dx . 



a 


因此， 


f ( b ) = f ( a ) 




b 


f ’（ x)dx 


a 


定理已经证毕，因为上面的6换以 a < x < 6中之任意的 x 也是成立的 

最后我们介绍两个例子. 

设在 [0,1] 上定义如下的函数： 



3 . 


f ( x ) = x 5 sin — (x > 0)， 

X 


/( 0 ) 


0- 
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这个函数处处有有限的 导数: 


w , 、 3 1 . 1 — 丄 1 

f ( x )= 二 x 5 sin - x 2 cos — 

J w 2 x x 

f(0) = 0. 


( X 〉 0)， 


这个导函数是可和的，因为 

因此函数 /(X) 满足定理 1 中所有的条件.但是 f f ( x ) 不是有界的，所以不能应用第 
五章§5中所述的定理. 

II . 设在 [0,1] 上定义了函数 


f ( x ) = x 2 cos (x > 0), 

/(0) = o . 工 


这个函数也处处有有限的导数 f ( x ), 但后者不是可和的.事实上，当0 < a < 
< 1时尸 ( x ) 在 [ a ,0] 中为有界，因此 



特别取 


则 




2 


4n + 1 ’ 


/?n 


\/2 n 



但闭区间 [ Qn ,/3 n ]( n = 1,2,3,-..) 是两两不相交的.这就是说，如果 



E = y^[a n ， /?n: 

n=l 


则 



\ f \ x)\dx ^ ^2 


2 n 


= + oc . 


所以 f \ x ) 不是可和的.因此依照勒贝格的积分，从导函数的积分，不一定可以获得 
原函数.佩龙-当茄瓦积分是勒贝格积分的拓广，依照此种积分手续完全可以解决这 
个问题.这个手续将在第十六章中叙述. 


第九章的习题 
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第九章的习题 

1. 可和函数在它的每一个勒贝格点是近似连续的，但其逆不真. 

2. 对于有界的可测函数而言，勒贝格点与近似连续点相同. 

3. 设在点 x 0 J ( x ) 是其不定积分的导数， 笮是 在此假定下，函数 f ( x ) 在点 x 0 未必是近似 
连续. 

4. 假如 f ( x ) 之所有导出数都满足不等式 \ Df ( x )\ ^ K , 那么 f { x ) 满足利普希茨条件. 

5. 假如函数 F [ f ( x )] 对于所有的绝对连续函数 f ( x ) 常为绝对连续，则 F { x ) 满足利普希茨条 
件 （ r . M . 菲赫金辨尔茨). 

6•设 f { x ) 是在 [ a , 6) 上定义的函数.如果对于任一正数 I 常有这样的5 :当有限个的区间 
{( a fc ,6 fc )}, 其全长小于6时，不等式 

f ^{ f ( b k )- f ( a k )} <e 

k—1 

常成立，则 f ( x ) 必满足利普希茨条件 ® ( r . m . 菲赫金哥尔茨). 

7. 用直接的方法证明下述巴章赫列茨基定理的特殊 情形： 如果连续的严格增函数具有性质 
( N ) } 则此函数是一绝对连续的 函数. 

8. 设 /( nr ) 在 [ a , b ] 上是连续的，而是如下的这种点的全 体：在 中各点 f ( x ) 至少有一个 
导出数不是正的.假如 E 之像 f ( E ) 不包含任何闭区间，则 f ( x ) 为增函数 （ A . 济格蒙徳 

(A. Zygxnund)). 

9. 利用上题结果，推广§2之引理2:如果 /(： r ) 在 [ a , 6] 上是连续的，几乎在 [ a , b ] 上每点， /( a :) 
之一切导出数都不是负的，而 f ( x ) 至少有一个导出数取 - OO 的点 I 之全体至多是可数的, 
那么 f { x ) 是一增函数. 

10. 设连续函数 f ( x ) 的导数 f ( x ) 处处存在 ， R f \ x ) 是可 和的.假如 E (\ r \ = + oc ) 至多是 
一可数点集，则 f ( x ) 为绝对连续（利用上一习题的结果). 

11. 处处具有有限导数的函数具有性质 ( N ). 

12. 连续的严格增函数 f ( x ) 为绝对连续的必要且充分的条件是: f ( x ) = + oo 之点 rr 的全体 E 
之像 f ( E ) 成一测度为零的集 （ M . A . 扎列茨基). 

13. 连续的严格增函数 / Or ) 之反函数成为绝对连续函数的必要且充分的条件是 mE (/' = 0) = 0 
( M . A . 扎列茨基). 

14. 设在 [ a ,6] 上已给可和函数 f n ( x ) ( n = 1,2,3, •••)• 如果对于每一可测集尺 C Ml 存在着 
有限极限 lim / 众 Or ) da :， 则存在若这样的可和函数 /( x ) 使得对于仟意的有界可测函数 

n—^oo J E 

9( 工）有② 

pb 广 b 

lim / fn ( x ) g ( x)dx = / f ( x ) g ( x ) dx . 

Ja • Ja 


® 这个结果表示在绝对连续的定义中，不能将区间 ( a ky b k ) 需为两两不相交的条件除去. 
© 这个问题可以用第九章的方法来解决.用十三章的材料可以更简单些. 


第十章奇异积分、三角级数、凸函数 


在本章中我们打算将实变函数论方法用到特定的分析问题上去.顺便也讲授函 
数论中的一些新的知识. 

蠡 


§1. 奇异积分的概念 


为了使读者便于认识奇异积分这个重要概念的基础知识，我们先从例题谈起. 
设有函数 


少 n (亡，工） = 


n 


7T 



n 2 (t — x ) 2 


⑴ 


固定 n 和 s ， 而0 < t < 1. 那么这个函数是 t 的连续函数.于是对仟意可和函数 /( t )(0 ^ t ^ 1) 
可以置 


/ n (X) = 


n 


7T 



1 


f(t)dt 


o 


+ n 2 (t — x ) 2 


⑺ 


设 0 < x < 1 .假如 /( O 在 f = o : 是连续的话，那么我们可以证明 


lim f n ( x ) = f ( x ). 


⑶ 


为此首先注意到，当 n — oo 时， 




dt 

1 + n 2 (t — x ) 2 


\ 厂 (1 - x ) dz ^ l f + °° dz 

丌 J— nx 1 + Z 2 — TT 7.00 1 + Z 2 



闵此，要建立⑶，只要证明 



<Pn(t } X)dt 




n 


7T 



o 


則一 /⑷ 

+ n 2 (i — x ) 2 


dt 


⑷ 
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当 n — oo 时趋向于0就 够了. 

为此目的，对于任意的 e > 0,取5 > 0,使当5时，|/(0 -/( x )| < £. 不妨假定 
0 <x — 5 <x + 5< l . 



n 厂 - 6 /⑷ _/⑷ df , n /⑴一 /⑷ dt 

7 T J 0 1 + n 2 (t - x ) 2 7 T 人-6 l + n 2 (t — X ) 2 


n / 

+ -Ls 


/ ⑴一 f ⑷ df 

1 + n 2 (t — x ) 2 


A n + B n + Cn- 


首先估计 


\ B n 


^ - 
7T 



a :+5 


x 


1/ ⑴- / ⑷ 1 
.6 1 - \- n 2 { t - x ) 2 


n 


dt ^ £ 9 一 


rr 



x - f -5 


dt 


6 


1 + n 2 (t — x ) 2 


< 


E 


7T 



+ oo 


dz 


1 + z 


2 


=e 


在积分 An 中 |t — X > 5,因此 


Mn | ^ 


n 


x(l + n 2 S 2 ) J 0 


6 \m ^ f(x)\dt < ^ A{s) 


y 


71 


其中 4(5) 与 n 无关.同样可得 


| Cn |< ^ l , 由是， |rnl 〈^綱 + ⑽ 



) 


n 


n 


因此，当 n 适当大时， 

r n | < 2 e . 

故当 n — oo 时， r n 趋向于0,于是证得 （3). 

不难了解 （3) 式的成立基于 ^ n ( t , x ) 的哪些性质.关键在于，当 x 与 t 的值多少有些可觉察 
的距离时，对于非常大的 n ， ^ n ( t , x ) 之值非常的小.因此，积分 （2) 的值是由被积函数在: c 附近 
的函数值所支配，但当点 < 靠近 x 时， /( t ) 之值几乎等于 /( x ) (因当 t = z 时，它连 续). 所以当 
n 很大时，将 f { x ) 代替 /( t ) 时，积分 （2) 之值改变得很少，就是说，积分（ 2 )几乎等于 

dt 

1 + n 2 (< — x ) 2 T 

再应用 （4)， 所以就几乎等于 /( x ). 

如上的函数 X ) (n = 1，2,3, • • •) 称为核 • 核之准确定义如下： 

定义设函数1(纟， x ) (n = 1，2,3, • • •) 定义于正方形： ci <*<6， a < x <6 ; 对于每一个 
固定的 a :， 关于《是可 和的. 当 a 彡 a <: r </9 彡时， 



lim / <P n {tyX)dt = 1> 

n 〜°° Jex 

则称函数 Mt . x ) 是一个核 ■ 

若 < P n { t , x ) 是一个核，称具有形式 


fn{x) = ( ^n(t y x)f{t)dt 

J a 
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的积分为奇异积分. 

这种积分的理论有很多用处.这理论的主要问题在于建立当 n — oo 时积分 f n ( x ) 的极限值 
与函数 /( t ) 在 t = a : 的函数值间之关系.由于改变 /( t ) 在一点的函数值时并不影响 f n ( x ) 之值， 
所以必须要求 /( t ) 在点 t = x 之函数值 f { x ) 与它在近旁点的函数值有关系.这种关系中最简单 
的形式乃为/(0在 t = o : 为连续.此外，如/(0在 t z 为近似连续，如 a : 点为/(0之勒贝格 
点等等. 

此地我们要引人勒贝格的一个定理，以备将来之用： 

定理1 ( H . 勒 贝格） 设在 [a, b\ 上有一列一致有界的可测函数 pi ⑷，外⑷，仰⑴ ，…： 


V ? n (0 l < ^ 


(5) 


假如对于 [a, 6] 中所有的 c 成立 


lim 





( 6 ) 


那么，对于 [ a ,6] 上可和的任何函数 f ( t ) y 等式 


lim 







⑺ 


成立. 


证明设 [ a , p ] 是含在 [ a y b ] 中的一闭区间，则由 （6) 式， 


lim / ^>n(t)dt = 0. 
一°° Jp 


⑻ 


首先假设/⑷是一连续函数.对于 e > 0,于 [ a , 6] 中作如下的分点 ： xo = a < xi < X2 < 




< = 6,使/⑷在 l ^ k ^ ijXk ] 上的振幅小于= 1,2 


， m ). 那么 



—罾擊 MB 

f{t)(Pn(t)dt = > : 



x k-fl 


[/ ⑴- f ( Xk )]^ n ( t)dt 


X k 





X k^l 


(^71* (亡) • 


k—Q 


x k 


但是 



®/ c+l 


[/(0 一 f {^ k )]^ n ( t ) dt \ ^ Ke ( x k +i - x k ) y 


x k 


所以⑼式右方第一和式不大于 Ke(b - ci ). 对于⑼式的后一和式，由 （8) 可知当 n 
向于0,所以当 n > no 时亦小于 e . 所以对于这种 n , 


⑼ 


oo 时趋 



f { t ) ipn ( t)dt < e [ K{b 一 a ) + lj ， 


由是， CO 式当为连续函数时成立. 
其次，设/(0是一有 界可测 函数： 


f ( t )\ ^ M . 


§1. 奇异积分的概念 


• 275 • 


设 e > 0,由卢津定理，有连续函数适合于 


mE(f ^ g ) < e , \ g ( t )\ ^ M . 


于是 



f ( t )( f n ( t)dt = f [ f { t ) - g ( t )] ip n ( t)dt 

J a 


+ 



9{t)ifin{t)dt y 


但 



[f(t) - g{t)\(fn{t)dt = f [f(t) - g(t)](fin(t)dt < 2KMe 

JE(f^g) 


而积分 



g ^ dt 由已经证明之结果，当 n 充分大时，其绝对值小于 e . 因此对于这种 



f { t ) ifn { t)dt < (2 KM + l ) s } 


由是， （7) 式当 /( t ) 为有界可测函数时成立. 

最后，设 /“） 是…任意的可和函数. 

对于 e > 0,由于积分的绝对连续性，存在如下的 <5 > 0 :当 [ a ,6] 中的可测集 e 的测度 
me < <5时， 

/ 1/⑴< e . 

然后用第四章§4的定理1 ,作有界可测函数 g ( t )， 使 


mE(f ^ g ) < 8. 


不妨假设， 〆 0在点集五 (/ 一 P ) 上取值 0. 那么 



f(t)(pn{t)dt = / [/ ⑷一 g(t)](p n (t)dt + 



g { t )( pn { t ) dt , 


但 


f [f(t) - g(t)]ipn(t)dt — f f(t)^ n (t)dt ^ Ke, 

a JE(f^g) 


又当 n 足够大时 



g ^ ndt 小于 e ， 因此对于这种 n ， 



f{t)^p n {t)dt <{K + l)e. 


定理证毕. 

例设 ^> n ( t ) = cosni •则 



( p n ( t)dt 




sin nc — sin na 

n 


此时 Wn ( t )} 显然满足定理 1 中所说的两个条件.同样的，对于 ^> n { t ) = sinni , 也是如此.因此 
证得下面的 定理： 
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定理 2 (黎曼-勒贝格） 设 /( t ) 是 [ a y b ] 上的任一可和函数，则 


n f / (0 cos — lini J /( t ) sinntdt = 0. 

特别是，可和函数 f ( t ) 的傅里叶系数 



当 n — ► oo 时趁向于 0®. 



f ( t ) cos ntdt ， 



f ( t ) sin nidi 


如果关系 （ 7 ) 对于任一在 [ a ,&] 上为可和的函数 / ⑷成立，那么称序列 {#„(«)} 弱收 

敛于 0®. 


§2. 用奇异积分在给定点表示函数 

今后若没有特别说明，都假定核当 n 及 z 固定时是 t 的有界函数.那么奇异积分 

/n(x) = f < P n { t y x ) f ( t)dt 

J a 

对于任何可和函数/(纟）都有意义. 


定理1 ( H . 勒贝格） 如果对于固定的 X 及任意的6 > 0,核 < P n ( t , x ) 在两个区间 

[ a,x - S ], [x + 6 y 6] 


中都弱收敛于0,且 
而 //( a :) 与 n 无关， 



6 


\^n(t,x)\dt < H{x), 


a 


那么对于任意可和函数 f ( t) y 在其连续点 rr ， 成立 


lim f n ( x ) = f ( x ). 


证明因 < P n { t , x ) 是一个核，所以 



所以只要证明 

lim [ [/ ⑷—/⑷]少 n ( t ， x)dt = 0 
n ~"°° Ja 

就 行了. 为此目的，对于 e > 0, 取 5 > 0 使当<(5时， 




E 


3丑 ( x ) • 


那么对于任意的 n ， 



x-f 6 


[/ ⑴ - f { x )]< P n ( t , x)dt 


X 


< 


3 


①当/⑴为 平方可 和时，这个命题从 E (« n +^)< OC 可以明白. 
⑦此地与泛函分析中的定名有些出入. 
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但当 n — oo 时，两积分 

[[ f ( t ) - f ( x )]^ n ( t , x ) dt , [ 1/(0 - f ( x )]^ n ( t , x)dt 

Ja J x+i 

都趋向于 0. 因此必有 no :当 n > n 0 时，两积分的绝对值都小于 f 因此当 n > n 0 时， 

[ [/(0 - f(x)]<P n (t,x)dt < £. 

J a 

定理证毕. 

这个定理是关于可和函数在连续点的表示.但是可和函数可能没有连续点，所以这个定理的 
重要性大为减少. 

对于可和函数在下面的一些点处，上面的表示问题较为 重要： 在其函数值等于该函数不定积 
分导数的那 种点； 或者是该函数的勒贝格点.因为我们已知这两种点都几乎填满函数的定义闭区 
间®.下面我们要研究这种表示问题. 


引理 （ M . II . 那汤松） 设 f { i ) 是在 [ a ，6] 上定义的可和函数，且具有如下的 性质: 


M 


sup 

0<h^6-a 


{ 


h 




f ( t)dt > < +oo 


⑴ 


那么对于任何一个在 { a y b } 上为可和的非负的减函数 g ( t ), 积分 



f ( t ) g { t)dt 


⑺ 


是存在的（在 t = a 可能是积分的反常点）且成立 



f { t ) g ( t ) dt \ ^ M 



g { t)dt 


⑶ 


所可注意 的是： 在引理的假定中，不排除 g ( a ) 




+ oo 的情形 • 如果 g ( a ) < + 00 ,那么 y ⑴ 


乃为有界.于是积分 （2) 常存在且是普通的勒贝格积分. 

要证明引理,不妨碍一般性可假设贞 6) = 0. 事实上，如果不是这样，那么替代我们引进 
一 个函数 g m ( t ) 如下： 


9 m {t) = 


g ( t ), 如果 a ^ t < b ; 


0, 


如果 t = b . 


如果本定理对于 〆 (*)是真的，那么对于 g ( t ) 也是真的，因为将 g \ t ) 改为 g ( t ) 时并不影响我们 
的积分值.所以不妨假定= 0. 


设 a < a < b ， 在 [ a ， bj 上函数 g ( t ) 为有界，则积分 



f ( t ) g ( t)dt 


⑷ 


①对于可和（更一般为可测的）函数的另外一种“正则点”是近似连续点.但是这种点对于奇 

异积分理论而言/、很有兴趣，因为在 I . Natarison , Sur la representation des fonctions aux points dc 
continuity approximative par des infegrales singulieres (那汤松，有关函数在近似连续点用奇异积分 

的表示)， Fund . Math .， 18，1931, 99-109 贞中已证：不存在这种奇异积分，它可以表示任何可和函 

数在其所有近似连续点的值. 
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当然存在.如果置 


m 





t 


f ( u ) du ， 


a 


则积分 （4) 可以用斯蒂尔切斯积分 表示: 



f { t ) g ( t)dt = [ g { t ) dF { t) y 


OL 


ot 


由分部积分法，乃得 



Ht ) g ( t)dt = - F ( a ) g ( a ) + T F ( t ) d [^ g ( t )]. 


CX 


Ot 


由 （1) 式， 


1^(01 < Af (亡一 a )， 


又因 WO 是一减函数，所以 


9M(a - a) < 



Q 


g ⑴ dt 


a 


因此， 


\ F ( a ) g ( a )\ < M 



a 


g ( t)dt 


a 


另一方面， - g { t ) 是一增函数，所以由 （5) 式， 



b 


F ( t ) d [- g ( t )} 


Or 



b 


< A / / (t — a ) d [— g ( t )] 

CL 


将上面右边的积分由分部积分法改写为 



(t 一 a ) d 卜 p ⑴]= g ( a)(ck 二 a ) + / g ( t)dt 


a 



b 


Ol 


由此与 （6)， 就得到 



6 


(t 一 a ) d [- g ( t )} 


IX 


b 

彡 / g ( t)dt 

a 



综合上面所述，乃得 


⑹ 


⑹ 



b 




< M { / g ( t)dt + f g { t)dt 


⑺ 


a 



这个不等式虽然在假定 Wb ) = o 
也是 真的. 因此我们吋以将上限&换以艮其中 a < < 6.当 a 及均趋向于 a 时，就得到 


lim 



6 


f ( t ) g ( t)dt = 0, 


Of 


因此知道积分 （2) 是存在的.于（7)，令 a — (1，即得 （3) 式.引理因此证毕①. 


① (3) 式中的 A / 不能再减小，因为当 /( t ) = 1时， （3) 式变成等式. 
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定理2 ( n . M . 罗曼诺夫斯基 （ n . M . PoMaHOBCKMH)) 


设核是正的且具有 


如下的 性质： 固定 n 与 x 时， f 的函数在 [ a , x ] 增而在减，那么对于任何可和函数 
/⑴，当 /(rr) 为 f { t ) 之不定积分在 f = a: 的导数时，等式 


lim 



f [ t )< P n ( t ， x)dt = f ( x ) 


⑻ 


成立. 


证明 


因为是一个核，所以只要证明 


lim 



[/ ⑷一 f(x)]^n(t,x)dt 




⑼ 


就够了. 


将 （9) 中积分分成两 部分: 



及 



. 此地只研究第二部分，对于第一部分可以同样处理 


对于 6>0 ,取这样的正数 <5 :使当0 < /I < 6时， 


h 



X + /l 


[/ ⑷一 f(x))dt < e, 


此事之可能，由 T /&) 为/(0的不定积分在尤 
那么应用前述之引理， 


的导数 



+S 





x - f <5 


^ P n ( t ， x)dt ^ 



4>n(t y x)dt, 


因 


lira 



x)dt = 1, 


所以 



4> n ( t ^ x ) dt (n = 1,2,3, 


) 是有界的.因此存在如下的 K ( x ) 



< P n ( t ^ x)dt < K ( x ). 


于是， 



x+S 


[/ ⑴一 f{x)](Pn(t } x)dt\ < eK{x) 


另一方面，如果 a: + (5 < t < fe， 则 


^n(t,x) ^ ^>n(x + S,X) < 



X + 6 


^n(tjX)dt < 


K(x) 


( 10 ) 


所以函数外⑷ 




^ n ( t , x ) 在闭区间 [x + 5,6] 上为一致有界即满足§1中定理1之条件 （5) .又 


那边的⑹式所述条件也是满足的，因为 <Pn{t,x) 是核.闵此少 n(t，0：) 在 [x + (5,6] 中弱收敛于 0. 


所以当 n 适当大的时候， 


[/ ⑷ - f(x)]<Pn(t,x)dt\ < E. 


: C + ' 


对于这种 n， 将此式与 （10) 式合并，乃有 



/⑷一 f{x)]<Pn(t,x)dt\ < e[K{x) + 1 . 
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因此 


lim 



6 


[/ ⑷一 f(x)\^ n (t,x)dt = 0 


(11) 


X 


定理证毕 


我们将此定理应用到魏尔斯特拉斯积分 



(x) = 


71 





b 


(t-x) 


mat 


a 


函数 



( f ， x ) 




—n 2 (t — x ) 2 




是核，因为当 a < a : <0 时 



0 



(t ， x)dt = 


a 







dz 


( Q — X ) 





dz = 1 


这些函数 Wnit . x ) 是正的，且在 a 彡 < 彡 X 是增的，在 X 彡尤彡6是 减的. 因此，对于所有的 
f { t ) € L , 对于每一点 re , 当/( X )是 /(0 的不定积分在< = ： r 的导数时，成立 


lim 



( X ) — f ( x ). 


为便利计，我们规定下面一个名称，如果有如下的关系 


\^{t y x)\ ^ ^(t } x) 

并且 少 ha :) 当 3：固 定时在 [ a , x ] 为 t 的增函数 ，在 M ] 为 f 的减函数， 则称 ！/^, a ：) 是 ^( t , x ) 

的峰形优函教. 

定理3 ( 几 K _ 法捷耶夫（几 K . 伞 aAAeeB)) 如果核 ^ n { t y x ) 对于每一个 n 有一个峰 


形优函教 ^ n ( t , x ), 且有 K ( x ) 适合 



6 


少 n(t ， X)dt < K ( x ) < +OC 


a 


时，那么对于任何函教 f { t ) e L ， 当 i = o : 为 f ( t ) 的勒贝格点时， （8) 式 成立. 

证明于此只要证明 （11) 式成立就够了 • 对于 e > 0, 取这样的正数 <5, 使当 0 < h 彡 (5 时， 


h 



x+h 


\ f ( t ) - f ( x )\ dt < e . 


x 


根据引理，乃有 





{/ ⑷ - f(x)}^n(t,x)dt 


X 







1/(0 - f(x)\^n(t,x)dt 


X 





: r 十6 


^ n ( t , x)dt < e - K ( x ). 


X 


另一方面 ，在 [: r + 5,6!中， 函数列 ^{ t ) = < p n ( t y x ) 弱收敛于 0. 因为当 [x + 5,6] 时， 


| 少 n(t ， X)| < ^n(t,x) ^ 少 n(X 十厶， X) ( 



' (一〈甲 



§3. 在傅里叶级数论中的应用 
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注意到这个事实以后，知道法捷耶夫定理之证明与上述定理2之证明相同 


§3. 在傅里叶级数论中的应用 


在第七章§3中，我们已经定义过函数 /( x ) 关于任一规范正交系 { oo k { x )} 的傅里叶级数.特 


别，取规范正交系为三角函数系 


1 cosx sinx cos 2 x sin 2 x 

及 下 、 j "7^"， 


⑴ 


则 f ( x ) 的傅里叶级数就是 


do 


+ ^2 ( a fc cos kx + bk sin fcx ), 


( 2 ) 


其中 


ak = — I /( x ) coskxdx ^ = — / f ( x ) sin kxdx 

7 T J _ 7 T /_ 


⑶ 


在第七章中我们假设 f ( x ) e l 2 . 这个假设保证我们对于任一规范正交系，函数 f ( x ) 的傅里 


叶系数 


Ck 




/ f ( x ) u ; k ( x)dx 


是存在的.但是 （1) 中一切函数是有界的，所以只要 f ( x ) 是可和函数，那么 （3) 式所表示的系数 
以及 （2) 式总是存在的. 

关于 （2) 式的收敛问题之讨论，需要研究几个奇异积分.事实上，设 


S n ( x ) = ^ + ^2 ( a k cos kx + bk sin fcx ), 


则由⑶式， 


S n { x ) = ^ / - + cos ^ x ) 


f{t)dt 


利用熟知的公式® 


+ COS koc = 


. 2 n + 1 
sin ——-—— a 

2 


Cl , 
2sln 2 


⑷ 


® il . K . 法捷耳 P 夫 （“O npeacTaBJieHMH cyMMHpyeMux ^yHKUMit CMHryjiHpHWMM MHTerpajiaMM 
b TOMKax Lebesgue ’ a ”, MaTeM. c6ophmk ， 卷 1 (43)， JV ’ 3，1936， 351 〜 368 页)证明，要 （8) 式对于 

所有 /⑴ e l 在 t = x 为勒贝格点成立的话，定理中的条件也是必要的. 

® 这个公式是容易导出的.为此只要将下列诸式边边 相加： 


sin 


k -f — I a — sin (k 一 — ) 

2/ V 2J 


Of 

a = 2 sin — cos ka (fc = 1 ， 2, • • • , n) 

2 


ot a 

sin — = sin — * 
2 2 


这就给出 


sin 


n + - j a = 2 sin — - + cos ka ， 

2 / 2 2 


从而得到 （4). 
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所以给出如下形状的 和式: 


S n ( x ) = 


2 tt 



Sin ~2 1 (卜 x ) 


X 


f { t)dt 


( 5 ) 


sin 


称这个积分为狄利克雷奇异积分. 

现在我们不预备讨论 （2) 式的收敛问题，读者如有兴趣，可参阅 A . 济格蒙德 （ A . Zygmund ) 
的三角级数论①.但是我们要讨论一下级数 （2) 依照切萨罗 （ Ces ^ ro ) 方法求和的问题.此法是 
求最初 n 个 Sk ( x ) 之算术平均 


a (工） = $0(3：) + 5i(X) + … + Sn-ib) 

71 


⑹ 


的极限 • 显然，当 （2) 式在点 rr 收敛于 S 时，则 a n ( x ) 亦收敛于 5. 但当 （6) 式的极限存在时，级 
数 （2) 却未必收敛⑦. 


利用 （5) 式，将 a n ( x ) 写为 


^ n (^) = 


2 nn 



fc =0 Sin 2 


由于 


cos 2 fca — cos 2 (k + l)a = 2 sinasin (2 /c + l)a (k = 0,1, 


，n — 1 )， 


所以 


2 sin a sin (2 A : + l)a = 1 — cos 2 na — 2 sin 2 not 


k =0 


因此， 


sin (2 fc + l)or 


sm 






sin a 


利用 （7) 式，乃得 


⑺ 


X 




sinn 


2 似匕 sin^ 

L 2 


f ( t)dt 


称积分 （8) 为 费耶尔 （ L . Fejer ) 奇异 积分.我们要证明它满足法捷耶夫定理中的条件 


首先，依照公式 （3) 得函数/⑷ 




1的傅里叶系数为 


⑻ 


ao = 2, a/c = 5^ = 0 (fc = 1 ， 2, • • • )• 

所以，对于这个函数 

5 n ( x ) = 1 (n = 0,1，2, …）， 

① A . 济格蒙德， TpnroHOMeTpH^ecKMe pnAhi . rOHTM , 1939. 

⑦参考例如 M . M . 普立瓦洛夫， PHAhi 伞 ypbe ， OHTM , 1934,或 JI . B . 康托罗维奇 （ JI . B . 
KaHTopoBHM), O 叩 eAejieHHue MHTerpajiu n paAbi ^ypbe, H3 几 JITY , 1940,或 r ， M . 菲赫金哥 

尔茨,微积分学教程，卷 3, rTTM , 1949 ( 第8版中译本， 北京： 髙等教育出版社，2006年). 
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因此 ( T n { x ) 


用费耶尔积分表 7 F 0* n ( X )， 得 


2T17T 



7T 


sm n 


— x 

T " 


X 


sm 


2 


2 


df = 1 


⑼ 


我们考虑点 X € (- 7 T ，7 T ) •设一 7 T ^ a < X <^^7 T , 则当 f € [- 7 T ， a ] 时， 


sin 


2 


x 


^ max 


1 


2 


. o o ： — x 1 ,2 — 兀 一 ： r 

sin —-— sin — 


雄， Q ?)， 


2 


2 


因之， 


2n7r 



a 


7T 


, t — X 

smn —-— 

2 


rr 


sin 


2 


2 


dt < 


A ( x , a ) 


n 


其中 i 4( a :， a ) 与 n 无关. 由是， 


lim 

n—^oo 丌 



a 


7T 


X 


sm n - 


2 


t 一 x 
sm _ 


2 


2 


dt = 0 


同样可证 [/?，7 T ] 上的积分，当 n — oo 时，趋向于 0 . 将此两结果与 （9) 式联系，得到 


lim -—— 

n—oo 2ri 丌 



0 


ot 


X 


sinn 


2 


t 一 x 

sin - 


2 


2 


dt = 1 


因此，函数 


2 n?r 


x 


sinn 


2 




sm 


2 


2 


1* 


>\ 


2 

2 

n 

•1 

s 


但 


2 

z 


>\ 


2; 


2 


而 

从 

kl 

</ 

it 

n 

I si 

为 

因 



2 




2 

z 

2 


II 


\~ / 
llz 2 



12 


y 


核 


数 

函 

优 

形 

峰 

的 

它 

出 

造 

易 

容 

核 

此 

于 


>\ 



个对 

1 


廳 


故 
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另一方面， 当间彡 会时， | sinz | ^ l \ z \. 所以① 


t 


sin 


2 




(t 一 x ) 


(11) 


由 （10) 及 （11) 式，乃得 


2n7r 


smn 


t 


2 


sm 


2 




2 n 2 (t — x ) 


717 T 


2nn n 2 (t — x) 2 + 4 (t — x) 


2 


n 2 (t — x) 2 + 4 


函数 


nn 


n 2 (t — x) 2 + 4 


是费耶尔核的峰形优函数.因 



7T 


2 (t — x) 2 + 4 


dt < 



ndz 


z 2 + 4 


2 ， 


故优函数的积分小于一个绝对常数. 


因此，费耶尔积分满足法捷耶夫定理中一切条件.由是证得如下的定理. 
定理1 ( L . 费耶尔- H . 勒贝格）在[― 7 T ，+7 rl 上，等式 

lim ( j n ( x ) = f ( x ) 


( 12 ) 


几乎处处成立. 


这个关系式对于 /( t ) 的任一勒贝格点成立，当然对于 f -7 T ，+7 rj 中 /(<) 的连续点也成立. 

在第七章中我们曾经讲过三角函数系是完全的.由是，傅里叶系数 （3) 个个是0的心 2 
中的函数 f ( x ) 必定等价于0 . 现在我们可将 f ( x ) e l 2 之限制拿掉，得到下面的 定理： 

定理2 若可和函數 f { x ) 之一切傅里叶系数为0,則 f ( x ) 等价于 0. 

事实上，此时 ( Jn { x ) = 0,所以当 （12) 成立时， f ( x ) = 0. 因此，由定理1， f ( x ) 几乎处处等 
于 0. 

从定理1可以得到 S n ( x ) 的种种性质. 

因为 


所以 


一 (ak cos kx + bk sin fcx ) ， 

Tv 


n 


k 


S n ( x ) — a n { x ) = — (ak cos kx + bk sin kx ). 


(13) 


①因为 - TT < X < TT，-TT 彡 t 彡 TT , 则 ^ 可能大于但这并不重要，事实上，置 

max {—7 r , x — 7 r} f b = min {7 r , : c + 7 r } 时，不难看出费耶尔积分 （8) 与积分 



sinn 


2 


sm 


2 


f ( t)dt 



之差，当 n — oo 时，趋向于0 因为例如当- tt 彡*彡 a 时， 

论戊二好了 • 



^ Sin z ^ ) •因此，讨 
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从而 


7T 



7T 


n 


k 2 


[ iSn ( X ) - (7 n (x)] 2 dx = ^ ^(afc + 


(14) 


当自然数数列〜，/1 2 ，吻，."满足不等式 


n i+ i 


rii 


> A > 


(15) 


时，称此数列是缺项的.我们有下面的定理. 


定理 3 ( A . H . 柯尔莫戈洛夫） 设 /( 工） € 厶 2 ， { 叫 } 是一缺项增的自然數列，那么在 [-7 T ，7 rj 


上几乎处处成立 


lim S ni ( x ) = f ( x ). 


证明 由费耶尔-勒贝格定理，只要证明几乎处处有 

lim [5 ni ( x ) - a n ( x )] = 0 

i 一 oo 

就 好了. 为此（由第六章§1定理11之推论）只要证明下式成立: 



7T 


(5 n 


a ni ) 2 dx < + oo , 


或是 




~2 ^ 2 ( a k + ^k) 

1 = l 


< 4 -oo 


置 Uk = fc 2 (d + 6 j )， 和 Q 可以 写为: 


ni 




Uk 


k 


打 1 


n 2 


+ 


n\ 




k 


n \ 



Uk 


n l 


k=ni +1 
n 2 


+ 




Yl Uk ^~ 


n 3 


k 


nl 



u k + 


k=rti +1 


ni 



Uk 


A:=n2 + 1 


+ 


• • 




将此和以纵列相加，则 


oo 


oc 


^ = E E 


n 





(no = 0) 


fe=ni_i + l 
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从而得到 


Q < 


A 2 


A 2 




( a 艺+ 6《) 


A 2 




1 k 




A 2 - 1 


y^( a k + b 2 k ) < +oc ， 


因为级数 E(d + 喊）是收 敛的. 定理 证毕. 


值得注意 的是： 这个柯尔莫戈洛夫定理和第七章§3中所讲的拉德马赫定理及卡契马什定 
理有密切 关系. 就是说：在这两种情形下都是要设法找这种{^}使得函数 f ( x ) 之傅里叶级数 

oo 

5 Z c ^ fc ( x ) 的部分和 S ni ( x ) 几乎处处收敛于 f ( x ). 不过第七章中两定理的下标 n : 仅与系数 
c : 有关系，而并不与 cj k ( x ) 有关. 此地的定理，虽然限定了三角函数系，但是下标〜与系数 


无关 • 


定义若 { n x } 是一缺项的自然数列，则称三角级数 


OC 


y ^( an t cos riiX + b ni sin rnx ) 


是一缺项的三角级数. • 

定理 4 ( A . H . 柯尔莫戈洛夫）若可和函数 f ( x ) 的傅里叶级数是缺项的，那么此级数几 
乎处处收敛于 f ( x ). 


证明若 rii 彡 n < rii + i ， 则 


( 工） = Srii (^)? 


因为 


+ 1 






= • • • = 


6 n = 0. 


因此只要能够证明 


lim Sn t (x) = f(x) 




几乎处处成立就行了.但是要证此事，只要证明 


lim [5 n t ( x ) — cr nx ( x )] = 0 

i—^oo 



几乎处处成立就够了. 

我们顺便指出，对 f ( x ) G L 2 的特殊情况，由定理3,等式 （*) 从而连同本定理确实几乎处处 
成立. 

现在我们来证明成立.回顾 （13) 式，乃得 

| 心 (X) - a ni ( a;)| 《 f l (| a ,| + 队|). 

t[ Ui 

若 fc 不是 Til , 712,713, •• • 中之任一数，则 



= bk 


= 0 . 


|5n ‘⑷一 艺 (kl + kl). 

rn=l 


因此， 
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由黎曼-勒贝格定理 （§1), 


lim a nm = lim b 


= 0 


所以对于 e 〉0,可以找到 m 0: 当 m > m 0 时， 


kn m | + \ b nnx \ < e . 


因此，记 


m 0 


> : n m(|a nm | + |6u m I) 


为 M 的话，那么当 i 〉 mo 时， 


\ S ni(x) - (J ni {x)\ < 


M 

Tli 



e 



m 0 + l 


Tim 

n t 




(16) 



叫 < 7 


所以 


^■^71 

2^ T 


mo + 1 


rix 


< 



mo + 1 


A 


< 




A 


fc =0 


A~1 


从 （16) 式，乃得 


\ S ni ( x ) - t 7 ni ( a :)| < 


M 

n t 


A 



A-l 


£. 


M 


取 < 足够的大，则卜，于是对于这种，就有 


\SnAx) - (Jn^x)] < 


A 



A 



定理因此证毕. 


附注对于傅里叶级数，泊松-阿贝尔 ( Poisson - Abel ) 的求和法也是著名的①.这个方法是 


首先作一个辅助级数 


S r ( x ) = j + ^^ r k (ak coskx + bk sin kx) y 

fc-i 


此级数当 0 < r < 1 时是收敛的.当 r — 1 - 0 时，假如极限 


把 ，( x ) 


存在，则以此极限值为级数 


OQ 
2 


+ ^^(aic cos kx + bk sin kx ) 


(17) 


k 


① M . M . 普立瓦洛夫： Ph^u < t > ypne , exp . 108; Jl . B . 康托罗维奇： OnpeaejieHHue MHTerpajiu 
m p^Abi 办 ypi > e ， exp . 217; 菲赫金齊尔茨 ： Kypc AM^^epenuwajifeHoro m MHTerpajiLHoro mc- 
MHCJieHHH T . 3, exp . 723 (有中译本，微积分学 教程， 第三卷. 北京： 髙等教育出版社，200 6 年， 
497页). 
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的广义和. 

不难证明，当级数 （17) 依照切萨罗-费耶尔的求和法可求其和时，那么此级数依照泊松-阿贝 
尔的求和法亦可求和，且两者之和相等因此，可和函数 /( x ) 的傅里叶级数依照泊松-阿贝尔的 
求和法几乎处处可以求和.这个事实的证明也可以不应用费耶尔-勒贝格定理，而是利用罗曼诺夫 
斯基的定理 ® 于泊松的奇异 积分： 

Sr ( x )= ^£ j {ty 1 . -2二:;)";， 

我们在此地不详细说了. 


§4. 三角级数及傅里叶级数的其他性质 


任意的三角级数 


ao 


+ (ak cos kx + bk sin kx) 


不一定是某一可和函数的傅里叶级数，甚至于当系数 a nj b n 趋向于0时，亦未必是一个傅里叶级 
数.为了说明此事，首先讲几个命题.这些命题的本身也是颇饶趣味的. 


引理1 ( N . 阿贝尔）设 ai , a 2, 


y (in 已给定 ， W 


Sk 






假设 


\sk\ ^ A 


(fc = 1,2, 


m • 0 




則当 9 l > 分2 > 


• # • 


> 


> 0 时， 


w m 

^ dkQk ^ Aq\ 


证明若 A : > 1，则 ak = Sk — 

n n n n 

y^afcgfc = siqi + — — ^ Sk^iqk 


fc =2 


fc =2 


因此， 






一 qflc+1) + 5n9n* 


从而 


一 Qk + l ) + q n 




乂 <71， 


此即所要证之结果 


① M . M . 普立瓦洛夫 ： PsiAhi 少 ypte ， CTp, 110; JL B . 康托罗维奇： Onpe^ejieHHue MHTerpaJihi 

psiAhi 少 ypi > e , CTp. 218; 菲赫金哥尔茨：中译本，微积分学教程，第二卷，502 页. 

⑦根据罗曼诺夫斯基定理，可以得到比费耶尔-勒贝格更强一些的结果 •即， 他证明了：在/(4 


等于/⑷的不定积分在 


的导数的那些点， /( rr ) 的傅里叶级数依照泊松-阿贝尔的求和法可 


以求和（应用费耶尔_勒贝格定理，不仅能得到在勒贝格点收敛). 
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定义级数 


ai + Cl2 + C13 + 




满足条件 


n 


E 


ak 


k 


^ A 


(n = 1，2, 3, 


9 9 9 


时，称此级数 ^ a n 满足阿贝尔条件 


n 


引理2 固定 z ， 下列两级数 


cos x + cos 2 x + cos 3 x + 
sin x + sin 2 x + sin 3 x + 


• • • 


• • • 


(x # 2 kn ) 

( x 是任意的) 


都满足阿贝尔条件. 


证明置 


n 


n 


A n = cos kx , Bn = E sin kx . 


k 


k 


为了与以前不重复起见，我们用另外的方法来估计上面两个和.置 


n 




e kxi = 


e ii 一 e (n+l)xi 


k 


1 一 e 


XX 


y 


则 An 及队 依次为 C n 的实数部分与虚数部分. 


由于 


|Cn| 彡 


2 


1 - e xi 


sin 


x 

2 


因此 


1^1 ^ 


sin 


x 

2 


1 


\Bn\ ^ 


sin 


x 

2 


所以引理当 a : # 2 fc 7 r 时已证得.若 :r = 2 kn y 则直接可见 B n = 0 


定理 1 ( N . 阿贝尔） 设级数£办满足阿贝尔条件，则当 

1 


qi > q2 > 


• •參 


> qn > 




， lim q n = 0 


时，级數 y ^ akQk 收敛. 


k 


证明置 


n 


= 〉: 0 >kQk y 


k 


则由引理 1 (阿贝尔引理)，当 m > n 时， 


\Sm — Sn\ = 


m 



ctkqk 


fc=n+l 


^ 2yl 分 n +! 


所以当 > i 足够大时可以小于任意小的数.定理因此证毕. 
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推论若 


则两级數 


都收敛. 

例如级教 


Qi > Q2 > …> q n > …， lim q n = 0, 





cos nx 



(rr / 2 kn ), ^ q n s\nnx (x 是任意的) 



OO 

E 

n—2 


sin nx 
Inn 


(i) 


对于所有的 X 是收 敛的. 但是下面我们要证明，没有一个可和函数是以级数 （1) 作为它的傅里叶 
级数的.为此需先证 


引理3 设 



sin kx 

k 


则不论 rr 及 n 如何，成立下面的不等式 


| ^ n ( x )\ < 2 y/n 


证明先设0 < :r < 7 T . 设 g 是如下的一个 整数: 


q ( <g + l . 


x 


则 





n 


E 

k ^ q +1 


sin kx 

k 


(如果 g = 0, 则右端第一项不 出现； 又如果 g 彡 n ， 则右端第二项不出现 .） 因为 | sina | ^ | a |, 


所以 


I 少 9(®)l 彡 53 I SU ^ fcg I <： qX <： y/7T 

k=l 


( 2 ) 


另一方面，由引理 1 ， 


n 



k = q^r 1 


sin kx 

k 




A 


9+1 


其中 >1 = max 


sin kx 


/ c = g+l 


( g +1 如同证明引理 2 —样的方法可知 


響 

sin kx 


k=q+l 




• £ 
2 


y 
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所以4彡 


sin 


x 

2 


. 于是得到 


n 



sin kx 


k = q+l 


k 




(q + l)sin 


x 

2 


由于 sin | 彡王，所以 

Z 7T X 


n 



fc = g+l 


sin kx 

k 




y/7T X 

X 丌 


v/tt 


将此结果再与 （2) 合并，即得所要的 估计. 又注意到 | M ： r )| 是一偶函数，所以这个估计当 -7T < 
X<0 时也成立.当0：等于0及 7 T 时这个估计当然 成立； 所以当 - 7 T < a ； < 7 T 时都成立.再由 
^ n ( x ) 的周期性，就得到所要证的估计到处成立，证毕. 

定理 2 设 f(x) 是一可和函数， 



7 T 


6rx = — / f(x) sinnxdXy 

7T 


则级数 


oc 


bn 


u ry 

n 


是收敛的① 


证明由定理 1 之推论，级数 t 


sinnx 

n 


是收敛的，如果其和为 ^( x ), 那么对于所有的: r ， 


lim ^n(x)f(x) = 少 (x)/(x). 


由引理3, 


l^n(x)/(x)| ^ 2v/7r|/(x)|. 


所以，依据勒贝格关于积分号下取极限的定理， 


lim 



7T 


^n{x)f(x)dx = 



TT 


^( x )/( x)da 


但是 


7T 



TT 


n 


bk 


^n(x)f(x)dx = ^2— } 


k 


从而证得定理 


回顾级数 （1)， 我们首先注意到级数 


^ I 

F 丄 

1 nlnn 

n =2 


①如果/⑷ e l 2 , 则此定理由级数 E 硌及 E &之收敛，从不等式 + X 就可以得 


到.在此时级数乙^也是收敛的，但 E 对于任意的可和函数而言可能发散. 

n n 


n 2 
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是发散的① •所以 （1) 式给出一个处处收敛的三角级教的例子，但是没有一个可和函数是以级数 
(1) 作为它的傅里叶级数的. 

用同样的方法，可以证明下述定理. 


定理 3 设在[- 7 T ，7 T ) 上有可和函数 f ( X ), 它的傅里叶级数是 


若 [ A ， B ] C [一 7 r ，7 rj ， 则 


ao 
2 


OC 


+ (an cos nx + b n 



sin nx). 


r B a 。 00 r B 

J ^ f ( 工)血 = j 八 I (a n cos nx + 6 n sin nx)dx. 

X 

换言之，可和函数的傅里叶级数可以逐项积分.这个事实是非常值得注意的，因为级数 本身可 
能是不收敛的. 

特别当 /(: c ) e La 时，那么我们的定理由第七章§3中定理1之推论及三角函数系的封闭性 
即可导得. 

对于一般情形时，为了证明本定理，置 



当 x € [A S 】 时， 
当 z 百 [>4， S ] 时 • 


这个函数在[- 7 T ，7 T 】 中，除了点 - 7 T ，4， B ，7 r 而外可以用傅里叶级数 表示: 


P ⑷= ?r + COS kx + 0k sin kx). 


2 


k 


设 


S n (x) 




a 0 
2 


n 



y~^(ctk cos kx + 0k sin kx) 


k 


若将 a k R ( h 明白 算出: 


ao 


7 T 



7T 


(p(x)dx = 


B-A 


IT 


OLk =— 



TT 


<f(x) cos kxdx = 


0 k 


7 T 



7T 


(f(x) sin kxdx = 


sin kB — sin/c>4 

kn 

cos fcyl — cos kB 

/ C 7 T 




①因为函数一是减函数，故 

— Inx 


n In 


1 - > rn+i 办 



n 


x In 


从而 




2 


Tl In 71 j 2 



N 


dx 


In 


In In TV — In In 2 
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将这些结果代人 S n (x) } 乃得 


Sn(x ) = 


B-A 

2tt 


部 


sin k{B — x) sin k{A ― x) 


k 


k 


应用引理 3 于上式，则对所有的 x 与 n 


|Sn(X)| 彡 


B-A 

27 T 


4 





就是说， Sn(x) 是一致有界.应用关于积分号下取极限的勒贝格定理，我们就得到 



7C 


f(x)(p(x)dx = lim 



7T 


f(x)S n (x)dx. 


这个式子可以写为 



B 


f(x)dx = 


A 


OCO 

T 



7 T 


f(x)dx 


_ — r 

+E 


k 


OLk 



7T 


f(x) cos kxdx + (3k 



n 


f(x) sin kxdx 




或是 



B 


do 


f{x)dx = -(B- A) 


A 


2 


¥ 彎 

+E 


k 


sin kB — sin kA cos kA — cos kB 

- ； - + bk - 


k 


k 


定理因此证毕. 


定理4 ( G . 康 托尔- H . 勒贝格）如果对于一个正测 度集五 中所有的点 rr ， 关系 


lim ( a n cos nx + bn sin nx) = 0 


成立，则 

证明置 

那么有 I 适合 



Trx — + 


a n cos nx + bn sin nx = r n cos(nx + 0 n ). 

假如 r n 不趋向于0,那么必有 { rife } 与正数 a : ni < n 2 < n 3 < • • • , r nk > <j. 但是当 x € E 

时， 

r n cos(nx + 0 n ) 0, 

所以对于这些 : r , 


cos(rifcX + 0 n k ) —♦ 0. 
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用关于积分号下取极限的勒贝格定理，乃得 


lim 



cos 2 (rtkX + 0 n k )dx = 0 


( 3 ) 


另一方面， 



cos {nx 4- 6 n)dx = 


E 


2 



[1 + cos (2 nx + 20 n))d 


E 



i：mE + cos 26 n I cos 2 nxdx — sin 20 n f sin 2 nxdx 

2 IE J E 



积分 



cosnxdx , / sin nxdx 
e J E 


乃是集 E 的特征函数的傅里叶系数，所以趋向于0 • 从而 



lim / cos 2 (nx 0 n )cLx 

E 


2 


mE , 


此与 （3) 式相矛盾.定理因此证毕. 


推论 三角级数如 果在一 个正测度集上收敛，则其系数趋向于0 

下述定理的证明与上述定理证明的思想颇相似. 


定理5 ( H . H . 卢津- A . 当茹瓦) 


若三角级数 


cio 
2 


+ y ^( a n cos nx -f bn sin nx ) 


在一正测度集上绝对收敛，则 




< +OC. 


证明用上面的记号，当 Z e £时， 


oo 


^2 r n cos 2 (nx + 0 n ) r n | cos(nx + 0 n )| < +oo 


今设 


OO 


r n cos 2 (nx + 汐 n ): = 


A ( x ) 是在 E 上的一个可测的有限函数 • 所以从 E 可以选取一个正测度的子集 Eo(mEo > 0), 
在 E 0 上 A ( x ) 为有界，因此在 Eo 上是可 和的. 由是 


r n / cos 2 (nx + 6 n)dx = / A { x)dx < +oo 
n=l J ^ 


由定理 4 的证明， 



cos 2 (nx + 0 n )dx 


— ► 


^0 


mEo 

2 
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所以当 n > n 0 时，这个积分大于 令 ，因此 

O 


所以级数 


定理证毕. 



cos 2 (nx + 6 n )dx < - foe . 



^ r n < + oo . 

n—l 
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现在我们想叙述与函数展开为三角级数的唯一性问题相联系的某些事实.为此我们需要某些 
新的知识，这些知识也具有独立的兴趣.在本节中我们要引出这些知识. 

定义1 设函数 F ( x ) 在点 X 的某个邻域内定义.如果存在着确定的极限 

Um F ( x _ + h ) - F(x -/,) 

h—o 2 h 

那么这极限称为 F ( x ) 在点 x 的施瓦茨 ( Schwarz ) 导数，记作 F (,) ( x ). 

如果在点 rr 存在普通的导数 F ^ x ), 则施瓦茨导数一定存在，且 

F ⑺⑷ ，⑷ • 


这个命题可以立刻推得，因为等式 

F(x + h )- F(x - h ) 1 [ F(x + h ) - F { x ) F(x - h ) - F ( x ) 

2 h = 2 h + 

的右方当 /i —0 趋于 F \ x ). 

但可能有这种情形， F \ x ) 不存在而 F ^( x ) 却存在.例如函数 


F(x) 


= x sin — 

x 



在点 x = 0就有这种性质.因此，施瓦茨导数的概念是导数的概念的推广.用相似的方法可以推 
广二阶导数的概念. 


定义2 设函数 F ( x ) 在点 re 的某个邻域内定义.如果存在确定的极限 


lim 

h^O 


F(x + / i ) — 2 F ( x ) + F(x - h ) 

h ? 


则称之为 F ( x ) 在点: r 的二阶 施瓦茨导数， 记作 F (,,) ( x ). 

如果在点 2 ：存在着普通的二阶导数，那么 ( x ) 一定存在，且 


F (/,) ( x ) = F r \ x ). 
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事实上，假设在点: r 的二阶导数存在，那么在此点的邻域内存在一阶导数•置 


F(x + h ) + F(x 一 / i ) = 


我们对于等式 


F{x + h ) — 2 F ( x ) + F(x — h ) ( p ( h ) — c ^( O ) 


h 2 


h 2 


的右方用熟知的柯西公式，给出 


( fi [ h ) — < p {^) _ < fi f ( Oh ) 


h 2 


26 h 


(o<e < l), 


从而 


F(x + / i ) — 2 F ( x ) + F(x - h ) F\x + Gh )- F\x - Oh ) 


h 2 


26 h 


> 


但上列等式的右方当 h ^ O 时趋向于 F (,,) ( x ). 


函数 


F ( x ) 


X 1 

=< r t sin - dt 
0 t 



⑴ 


的例子指出，当 F f \ x ) 不存在时 F (,,) ( x ) 可能存在[如函数 （1) 在点 x = 0 就有这种性质1 


定理1 ( H . A . 施瓦茨）设函数 F ( x ) 在闭区间 M ] 上定义且连续 • 如果在区间 （ a ，6) 


内处处有 


F (/,) ( x ) = 0, 


则 F { x ) 为线性 函數. 

证明取 e > 0且置 


( p ( x ) = F ( x ) — 


fw + Q^M (…) 


一 a 


+ e(x — a ) (x — b ) 


显然 p ( a :) 在 [ a , 6] 上连续且 ( p ( a ) = ( p ( b ) = 0. 此外，在 ( a , 6) 内有 


ip^ f \x) = 2e. 


( 2 ) 


我们要证明在 [ a , b ] 上处处有 


( f ( x ) ^ 0. 


事实上，如果不是这样，那么 <^( x ) 一 定在某个内点 x 0 取到最大值 c ^( xo ) 而由不等式 


Vp(xo + /i) — 2<^(xo) + ^p(xo — /i) 


^0 


得出极限 


V 0 (XO) < 0, 


此事与（ 2 ) 矛盾. 

相似地可以说明，函数 


⑶ 


rp { x ) = - < F ( x ) - 


F(o) + n ^ M (x _ o) 


a 


+ e(x — a)(x — 6) 
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处处满足不等式 


切 (x) < 0. 


⑷ 


联合 （3) 式与（ 4 )式就得 


F ( x )- 彳 F ( a ) 



F (6) - F ( a ) 


(x — a ) 


^ e\(x - a)(x - b)L 


从而，根据 e 的任意性，就得 


F ( x ) = F ( a ) + F(a) (x — a ) 

0 — a 


定理证毕. 


现在我们来讨论这样一个 问题： 已知施瓦茨二阶导数 F ^( x ), 是否可以求原来的函数 F ( x ). 
这里思想的过程与第九章§8中所叙述的非常相似，那里是讨论由导函数求原函数的问题.我们建 
议读者重新回忆一下那一节的事实. 

定义3 如果存在收敛于零的正数列心，/1 2 , /1 3 , • • •，使 


A 




lim 


F ( x ^- h n ) — 2 F ( x ) + F(x — h n ) 


hi 


则称数 A (有限或无穷）为 F ( x ) 在点 x 的施瓦茨二阶导 出数. 

容易证实，任意函数 F ( x ) 在所有点 : c 都有施瓦茨二阶导出数，而要在点 2 ：存在施瓦茨二阶 
导数的必要且充分条 件是： 在该点的所有施瓦茨二阶导出数都彼此相等. 

定义4 设函数 F ( a :) 在 [ a , 6] 上定义，如果对于闭区间 [ a , b ] 上的任意二点以及 x 2 有 


^ (X\ ^ F(xi) +F(x 2 ) 

- 2 - 


1 


⑸ 


则称函数是下凸的. 


最简单的例子是线性函数，此时在 （5) 式中等号成立，下面的引理给出其他的一些例子 

引理1 如果函教 f { t ) 在闭区间 [ a ,6] 上是增函数，则其不定积分 


F ( x ) 







是一个下凸函数. 

证明设 a 彡 a：i < 2：2 < •则 






厂 f _ 一广 

J Xl 




因为 /( f ) 是增的，故 


「2 

J 





XI + X2 \ X2 — X\ 




^1 


从而得到 


F ( xx ) - 2 F (^ Xl ~) + F ( x 2 ) ^ 0. 
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其次容易 看到： 

1) 有限个下凸函数的和函数是下凸的； 

2) 收敛的下凸函数列的极限函数是下 凸的； 

3) 以下凸函数为项的收敛级数的和函数是下凸的. 

转到这种函数的微分性质，我们首先注意到，下凸函数的所有施瓦茨二阶导出数是非负的.这 
个性质刻画出这种函数的特征.于是有 

引理 2 如果连续函数 F ( x ) 的所有施瓦茨二阶导出数是非负的，那么函数是下凸的. 

证明取 e : > 0. 如同证明施瓦茨定理 一样， 引用函数 

< p ( x ) = F ( x ) — F ( a ) ― 厂 ⑷ (a ； 一 a ) + e(x — o)(x — b ). 

b — a 

^>{ x ) 是连 续的； ifi ( a ) = ^( b ) = 0 且它的所有施瓦茨二阶导出数 A 满足不等式 A > 2 e . 从而如同 
在施瓦茨定理中一样得出 < p ( x ) ^ 0. 

由此不等式，再令 e — 0而取极限，就得到 

F ( x ) < F ( a ) + F(b) - :⑷ (x - a )， 

特别是 

F 

这样我们就证明了引理，因为代替数 a 与 fc 我们可以取任意的其他的数 Xi 与 z 2 . 

引理3 设 F ( x ) 是在 [ a ,6] 上定义的连续 函数， 如果在 （ a ， fc ) 内几乎处处 F ( x ) 的所有的 
施瓦茨二阶导出數是非负的，又在 ( a ,6) 内没有一点的施瓦茨二阶导出教等于一 oc , 则函数 
是下凸的. 

证明记 ( a ,6) 中的那些点的全体为五，在那些点上 F ( x ) 至少有一个施瓦茨二阶导出数 
是负的.根据条件 ， mE = 0. 

因此，由第八章§2的定理6,存在这样的连续的增函数 a ( x ) 使得对于集五中的所有点有 

( j \ x ) = + oc . (6) 

置 x 

r ( x ) = j a { t ) dt . 

J a 

根据 （6) 式，对于集 E 中的所有点有 

T’’(X) = + oo . (7) 

现在我们可以 证明： 对于任意的£>0,作函数 

4>{ x ) = F { x ) + er ( x ). 

则 < f ( x ) 的所有施瓦茨二阶导出数是非负的.事实上，由引理1，函数 r ( x ) 是下凸的，因此 

< P{x + / i ) — 2 i P ( x ) 4 - — / i ) 、 F(x + / i ) — 2 F ( x ) + F(x — h ) 

h ? / h ? • 


^ F ( a ) + F (6) 
~ 2 — 
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这就是说，如果函数 < P ( x ) 对于 xeE 有负的施瓦茨二阶导出数，那么在这点 F ( x ) 就有负的施 
瓦茨二阶导出数，这是与丑的定义违背的.如果 : r e 丑则 

F(x + / i ) — 2 F ( x ) + F(x - h ) 

h ? 

应该是下有界的（否则在点 z 存在着施瓦茨二阶导出数等于 - oo ) 因而（根据 （7)) 

少 (”)( x ) = + oo . 


因此，少⑷满足前一个引理的假设，所以是下凸的. 


但 


F ( x ) = lim 少( X )， 


所以 F ( x ) 是下凸的.引理证毕. 


现在我们可以证明我们感兴趣的关于由施瓦茨二阶导数求其原来的函数的结果. 

定理 2 ( C .- J . 瓦莱-普桑） 设 F ( x ) 是在 [ a ，6 j 上定义的连续函数，在 （ a ，6) 内处处有施 
瓦茨二阶导数 F (,,) ( x ) = f ( x ). 如果 f ( x ) 处处有限又是可和的，那么成立等式 


F(x) = 



x rt 

dt I f ( u)du - I - Ax + B 

a J a 


证明作函数 如下: 


⑻ 


^n(x) 




/(工)，当 f ( x ) < n , 

，当 f ( x ) > n . 


因为 


\^Pn{x)\ ^ |/(X)|, 


所以 V ^ n ( x ) 是可和的 


设 


^n{x) 





X 


dt 


a 



t 


与 Rn { x ) = F ( x ) - 4> n ( x ) 


a 


根据积分 



t 


< fin ( u)du 的连续性，对于所有 X € [ a , 6] 我们有 


a 


⑼ 


K (^) 





x 


(fn(u)du. 


a 


又因这个等式的右方几乎处处有导数等于所以几乎对于所有的0：有 


O) = (fn{x). 


(10) 


但是当 （10) 式成立时 7 差 Rn ( x ) 有施瓦茨二阶导数 


尺 Si ") (工)=/⑷ - ^ n ( x ) ^ 0. 

因此，使函数 Rn ( x ) 至少有一个施瓦茨导出数是负的那咚点之全体成一测度为零的集. 
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另一方面，由柯西公式 


^ n (x + /l)-2^ n (x) + ^ n (x 一 H) _ 少 ;(X + 舫 ） - - Oh) 

20 h 

( p n ( u)du ^ n , 


h? 


26 h 



x -\-0 h 


一 Oh 


所以 


尺 n(x + / i ) — 2/? n ( x ) + Rn(x 一 h ) 、 F(x + h ) - 2 F ( x ) 4 - F(x — h ) 

^ 


n. 


从而很明显，函数 Rn(X) 没有一个施瓦茨二阶导出数等于 - oo . 因此，由引理3,函数 Rn ( x ) 是 


下凸的. 


如果 n 


，则外⑷— /(X). 从而再由⑼ 推得： 对于任意的 < 有 



t 广 

(fi n (u)du / f(u)du. 


a 


a 


但 



t 


( f n ( u)du 


a 


b 

彡 / \f(u)\du y 

a 



因此对于每一点: r 是 


少 n(X) 



x rt 

dt I ip n (u)du 

a J a o a v a 


x rt 

— ， dt f{u)d 




这就是说，函数 


R { x ) = F { x ) - 



x rt 

dt I f{u)du 

a J a 


是下凸函数 Rn ( x ) 的极限函数，所以是下凸的. 
这意味着，对于任意的点 a ： i 与 rr 2 有 


R 


XI + X2 \ . R(xi) + R(X2) 


2 




2 


( 11 ) 


但是，如果代替 F ( x ) 而是从函数⑷谈起，那么代替 /( x ) 就出现函数 -/(: r ). 与此同时改 
变了 R ( x ) 的符号，因此 （11) 式就变成了 


R 


X\ + X2 \ ^ R{x\) + R(X2) 


2 




2 


( 12 ) 


由 （11) 及 （12) 得出，对于任意的 XI 与0：2, 


R 


Xl + X2 \ R(x\) + fl(X2) 


2 


2 


从而对于任意的 x € ( a , 6) 及足够小的/ I 〉0有 


R(x + / i ) - 2 R ( x ) + R(x - / i ) = 0,于是 R ( f ,) ( x ) = 0 


再由施瓦茨定理，就推得 


而这是与所证定理等价的. 


R ( x ) = Ax + B y 
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所讨论的一些知识对于三角级数理论已足够.但是由于独立的兴趣，我们还要建立某些关于 
凸函数的命题，虽然我们在以后并没有机会去引用它们. 

t 

定理3 如果 f(x) 是在闭区间 [a,b] 上定义的有界的下凸函数，那么它在区间 （ a ，6) 的所 
有的点上是连续的 . 


证明 


设 a <抑< b •又设 M ( a :) 与 m ( x ) 是我们在第五章§4中曾经引过的函数 / Or ) 的贝 


尔上函数与下函数.我们要证明，可以找出这样的点列 { x n }, 使得〜 — 抑且 f(x n ) ^ Af ( xo ). 
事实上，如果 n — oo , 则 M^(x 0 ) M(x 0 ), 而根据 M ± ( x 0 ) 的定义，在区间 G 。 一丄，如+丄) 

n ^ \ 71 71/ 

内可以找到这种点 Zn 使 

A/i (xo) ——< /(x n ) ^ Mx (xo). 

n 71 n 

显然 {Xn} 是所要求的点列①. 


取这样的点列后，再置 



= 2 x n - X 0, 


则 2/n —► Xo 又 

/( x n ) = / /㈣ $ /(〜) . 

取任意的 £>0. 如果5足够的小，则⑦ 


Af«(xo) < M(xo) +£， 

又因对于足够大的 n , y n e (xo — <5, x 0 + <5), 所以对于这种 n 有 

/( Zn ) < /( X 0) + M ( X 0 )+g 

2 

然后取极限，先令 ti — * oo , 再令 e ― ► 0就得到 

M(xo) ^ 从而 M(x 0 ) ^ /( xo ), 

因此， 

M ( xo ) = /( xo ). 

籲 

当 Xo = a 或 : To = fc 这也是成立的，因为点 J / n 与点: Tn 都在 Zo 的同 一 边. 
现在我们找这样的点列使 

Xn —► XO , /( X n ) —► m ( xo ), 


而置 


Vn = 2Xq — X 


如果 a < xo < b, 则对足够大的 n 点落入 [ a , 6] 之中（因 y n —► a : 0 ): 所以有 


IM = f (^4^) < 


①当然，类似地可以找到这样的点列 { Xn }, 使得 



f(^n) + f{y n ) 

2 

Xo, f(Xn) 


@由 f(x) 的有界,两个贝尔函数 M (: r ) 与 m ( x ) 均为处处有限. 


(x 0 ) 


(13) 
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对于足够大的 n ， 如同前面一样，我们有 


f ( xo ) < 


f(Xn) + M(X 0 ) +£ 

2 


从而取极限，先令 n 


再令 e — 0就得到 



f ( xo ) ^ 


m ( xo ) + M ( xp ) 

2 ~ 


根据 （13) 及显然的关系式 m ( x ) ^ M ( x ), 从而推得 M ( x 0 ) = m ( x 0 ) 
由贝尔定理（第五章§4)， f ( x ) 在点 x 0 为 连续. 


附注 1) 函数 f ( x ) 为有界的条件是很重要的.存在着有限的、处处不连续的凸函数而在 
仟一区间上不是有界的. 


2) 函数 

[ 0,当一 1 < x < +1， 

f ( x ) = { 

I 1，当 x = 士1 

表明： 凸函数在其定义闭区间的端点可以是不连续点. 


定理4 如果 f { x ) 是下凸函数，那么对于所有自然数 n ， 



/XI + X2 H - h Xn 

\ 71 



/( xi ) 4- f { x 2 ) H - h /( x n ) 

n 


(14) 


证明如果 n = 2,则 （14) 与关系式 （5) 等价，而后者就是下凸的定义.设对于 n = 2 m 时 
不等式 （14) 已证，而设 n = 2 m+1 . 置 


/ 

X 



XI +• 




+ X2 


2 m 




X 2 m + 1 + 


• 參 


2 m 





则 



X\ + 


• « 


n 




f { x f ) + f ( x ”) 


2 




/ Qri ) +••• + /(〜) 

n 


因此， （14) 对于所有 n 取形式 2 m 时已经 证明. 

现在设 n 不取形式 2 m . 我们取这样大的 m ， 使 2 m 〉 n ， 而置 



工1 + 无2 + • • • + X n 

n 


那么 



(xi + • • • + Xn ) + (2 m - n)A 

2 rn 


而由已经证明的事实， 

/(AK /(Xl) + …+ + (2m ~ n)f{A) ，或 f(A)^ 

这就证明了定理.所用的这个巧妙的方法是属于柯西的. 

推论如果 Pl ,/>2, ••- yPn 不是负教，同时 


/(Xi) H - + f(Xn) 

71 


Pi + P 2 + …+ Pn 〉0, 
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又 f ( x ) 是连续的下凸函数，则① 



PlXl H - + PnX n \ < P\f(Xj) H - \-Pnf(x n ) 

Pi H - hPn ) 、 Pi H - h Pn 


(15) 


事实上，如果所有的是有理数，那么 （15) 归结为 （14). 
过极限过程得到[为此需要 f ( x ) 是连续的].特别是 


般的情况可以由有理数朽出发，经 


f(ocx + (3y) ( a/(x) + 0 f(y) (a 彡 0 , ^ 0 , 


+ ,5=1). 


(16) 


由不等式 (16) 可以导出 

定理5 如果 0(以） 是定义于全数轴上的连续下凸函数 ，那 么存在着这样的线性函数 


使得对于所有的实数 u 有 


< P { u ) > Au + B . 


(17) 


证明设 


Z(u) 


少 (1) - ^(-1) 少(1) + 少 (-1) 

- 1 - 71 + - 

2 2 


显然 


Z ⑴ 




増， ^(-1) 




步 （一1). 


我们要证明，当 M > 1时有 


4>( u ) ^ l ( u ). 


(18) 


例如设 u > 1•置 



， (3 







如果在不等式 （16) 中置 x = -1, y = u , 那么 （16) 式就是 




u 



少（一 1) + 



步⑼， 


从而得到 (18). 当 u < -1 时可以类似地加以讨论. 


在闭区间 [-1.+1] 上函数 < P ( u ) 是连续的，所以是有界的，因此可以找到这样大的常数尺， 


使得对于所有的 U e [-1，+11有 


K > 步⑴ ~~ 2 少( -1 ) 打 - 4>{ u ). 


(19) 


如果取 


A = 


< P ( l ) - < P (-1) 




B < B < 


少 （1) + 0( — 1) 


由 （18) 与 （19) 就推得 (17). 


推论 设 ^{ u ) 满足定理 5 中的条件，如果 f ( x ) 及 p ( x ) > 0 定义于 [ a , 6]， f ( x ) 可测并几 


乎处处为有限，而 p (: r ) 及 p ( x )/( x ) 为可和，则积分 



b 


$[/( 工)] 


( 20 ) 


有有限数值或者等于 + OC . 


①关系式 （15) 称为延森 ( Jensen ) 总和不等式 
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证明不失一般性可以假定 f(x) 是有 限的. 复合函数 <^( x )= <p[f(x)] 是可测的，因为它对 
于几乎所有的 rr 是连续函数列的极限，其中 /n(x) 是连续函数，几乎处处满足关系 /n(x) — f(x). 

设 

( 当 if(x) ^ 0, ( 0, 当 (p{x) ^ 0, 

^+(^) = { P -⑷ = { 

I 0， 当 v ^) <0， [ 一 当 (p(x) < 0 . 

积分 （20) 有数值，如果差 

/ ' b rb 

^p + [x)p{x)dx — I (^^(x)p(x)dx 

J a 

有数值的话. 

但由定理 5 有 ip(x) > Af(x) + B. 特別当 f ( x ) < 0时，记此种: r 的全体为 AT ， 那么对于 N 
中的 x 不等式成立，也就是说， 


0 ^ y ? 一 ( x ) < —Af(x) — B. 

将此不等式乘以 p ( x ), 那么函数 ^( x ) p ( x ) 确实在 iV 上是可和的 • 但在； V 之外乘积等于 


零.因此 



6 


tfi^(x)p(x)dx ^ oo 


a 


其余的显而易见 


定理 6 如果在上述推论的条件下还有 



b 


p(x)dx > 0, 


a 


那么成立不等式 


<P 



6 


f(x)p(x)dx 


a 



b 


p(x)dx 


a 





b 


<P[f{x))p(x)dx 


a 



b 


j 


p(x)dx 


a 


称为延森积分不等式. 


( 21 ) 


证明首先假设两个函数/(4及 p ( x ) 是连续的•置 


工知 = a + -— —k (k = 0,1, — ^ n). 

n 


根据 （15) 我们有① 


<P 




/(xo)p(xo) +， • • + f{x n ^l)p(x 

p(xo) + … + p(X n -l 

少 [/( 工 o)jp(xo) + • • • + 少 [/Q^n - i)]pQr 


P(xo) H - + p(Xn^l) 


从而 


<P 


Ef(xk)p{xk)^Xk 

Ep ( xfc ) Ax fc 




D ^[/( x ^)] p ( xfe ) Ax fc 


于是令 n —► oc 由极限过程得到 （21). 


①容易验证，当 n 很大时有 p ( x 0 ) + • • • + P ( xn - i ) >0. 
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现在我们拿去 p ( x ) 为连续的假定，但暂时仍假定 f ( x ) 是连续的情形来证明. 

容易确信存在这种连续函数列 p n ( x ) > 0,使得 

lim / | p n ( x ) — p ( x)\dx = 0. 

n —°°J a 

根据已经证明的事实，如果代替 p ( aO 而换以 p n ( x ), 那么 （21) 式是成立的.然后令 n — oo 
取极限就行了. 

现在我们讨论这种情形，当 f ( x ) 为可测且有界， |/( x )| ^ K . 那么 ^[ f ( x )] 也是可测且 有界: 

|^[/(x)]| ^ A/, M = ^max ^ |^(u)|. 

假设连续函数列 / n ( x ) 在 [ a , b ] 上几乎处处有 


lim / n ( x ) 


= /( 工）. 


那么可以假定 |/ n ( x )| ^ K . 因此 

|^[/ n ( x )] p ( x )| ^ Afp ( x ), \ fn ( x ) p ( x )\ ^ Kp ( x ), 

今 （21) 式当 /( x ) 换以 f n ( x ) 已证为成立，再令 n — oo 由极限过程即得 （21) 式. 

最后我们转到一般情形.我们在前面已经看到， （21) 式的右方有确定的数值.不妨假定它是 
有限的，否则就不必证明了. 

但是当任意取 £>0 时我们可以找到这样的 6>0, 使得由 me <6 导出不等式 

J \4>[ f ( x )] p ( x)\dx < £, Jp ( x)dx < €. 

我们造可测有界函数 fe(x) 使得 


mE ( f e _ f ) < 5. 

可以假定当 Mx ) _ f ( x ) 处是 f e ( x ) = 0, 如果 e — 0,则 f £ ( x ) 依测度收敛于 /( x ). 此外， 

\fe(x)\ < |/(X)|. 因此① 


rb rb 

lim / f € { x ) p ( x)dx = / f { x ) p [ x ) dx . 

c ^° Ja Ja 

这就是说，如果在 （21) 中用 f £ ( x ) 代替 /( x ), 那么所得不等式的左方当 e — 0趋向于 （21) 
的左方. 

另 一 方面， 



4>( f)pdx — 



< P ( fe)pdx 





^( f)pdx — ^(0) / pdx . 

JEUz^f) 


从而 6 6 

f 0{ f)pdx - f < P ( fe)pdx < 6：{1 + I 少 (0)|}. 

J a J a 

因此在 （21) 式中令 f € ( x ) 代替 /( x ) 所得的不等式的右方当 e -^0 时容许取极限过程而得 （21) 
的右方. 


①因为 p(X) 几乎处处有限，故 /eP /p. 
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§6. 函数的三角级数展开的唯一性 


在本节中我们讨论这个问题：已给函数町有几种方法（如果竟是可能的）展开为三角级数. 
我们 着手讨 论这种函数，在全数轴上定义但有周期为 2 tt . 关于这种函数成立下列基本定理. 

定理1 如果函数定义于全数轴且展开为一致收敛的三角级数，那么后者一定是函数的傅 
里叶级数. 

这个定理可以表示为下列形式： 

定理1 如果三角级数在全数轴上一致收敛，那么它是和函数（显然是连续的）的傅里叶 

级数. 


定理的成立是这样推 得的： 由于等式 


f { x ) = + + ( a k cos kx + bk sin kx ) 


预先乘以 cosnx 或 sinnx (显然不影响级数的一致收敛性）时可以逐项积分.所得结果是等式 




7T 


f ( x ) cos nxdx ^ b n = — 



rr 


f ( x ) sin nxdx 


(n = 0,1，2, • • •）， 


定理即证得. 


为了今后需要我们引入下列引理 


引理1 ( B . 黎曼）考察收敛级数 



+ ai + a2 + • • ♦ = 5. 


由 （1) 出发，作级数 




sin h 

— h 


2 


2 


sin2/i\ 

… + 


那么级数 （2) 对于任意的 / i /0 是收敛的，且其和 S ( h ) 满足关系 


⑴ 


⑺ 


lim 5(/ i ) = S . 


⑶ 


证明由级数⑴的收敛推得其所有项是有界的：|^| < M ， 而因级数⑺有收敛的优级数 
5：^，所以是收敛的. 

置 



㈨ 





dk 


sin kh 
kh 


2 


取 e > 0,可以找到这样的 n ， 使当 fc > n 时有 


我们固定这个 n 直到讨论完毕. 


r k \ < e . 


(4) 
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因为 ak = Tk — nt + i , 所以 


OO 


T n { h ) 




_ T k +\) 


fc=n 


sin kh 

kh ~ 


2 


从而 


r n ( h ) = r 


n 


sin nh \ 


nh 


2 





Tk 


= 1 



smkh 

kh 


H 


( sin(fc - l)/i 
(fc — l)/i 



但 


sin kh 

kh — 


r-( 


sin(A: — l)h \ 
(fc — l)/i ) 


2 



kh, 


(fc-l)h 


d 

dx 


㈢ 


2 


dx 





kh 


(/c 一 l)h 


d ( sinx 


2 


dx 


x 


dXy 


因此 


r n(/i)| ^ | r n | + ^2 | r fc 


k—n^r 1 



kh 


(k 一 l)Ai 


d / sinx\ 

dx \ x J 


2 


dx ^ 


又根据 （4) 式， 


kn(/i)| < e 


+ 



+ OC 


nh 


d ( sinx\ 


2 


dx 


X 



dx 


如果我们置 ® 


L 



o 


d ( sinx\ 


2 


dx 


x 



dx y 


那么不等式 （5) 取形式 


| r n (/ i )| < e(l -f L ). 


注意及此，我们从等式 


S { h ) — S 


f ( sin kh 


2 



n ( h ) — T 


可以断定 


n 


\ S ( h ) \ ak 


k 


sin kh 

~khT 


2 



(L + 2)e. 


当 fc 固定时有 


lim 

h—0 


sin kh 

kh 


2 


①这个积分是有限的.事实上, 


2 


d / sin x \ _ sinx x cos x — sin x 

靠近点 x = 0 时这个函数是有界的，且积分 （ 6) 不是反常积分，而不等式 


d / sinx\ 
dx \ x ) 


2 


^2 


X 



X 3 


确定了积分在无穷大的收敛性. 


(5) 


⑹ 
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因此对于我们的£，有这样的(5,当 |/ i | < 5时有 


对于这些/ I 有 


这就证明了引理. 

现在我们考察三角级数 


Eki 


sin kh 


2 


kh 


< E . 


|5(/ i ) - 5| < (L + 3) e , 


do 




2 


+ ( a n cos nx + sin nx ) } 


它受制于条件 

| a n | < M y |6 n | < A /,. 

其中 M 与 n 无关. 

如果我们从级数 （7) 形式地进行两次逐项积分，那么就得到级数 


⑺ 

⑻ 


aox 2 

4 



a n cos nx + 6 n sin nx 


n 2 


⑼ 


根据 （8) 式，级数 （9) 有优级数 



因此在全数轴上一致收敛于某个连续函数 F ( x ) y 我们称之为级数 （7) 的黎曼函数. 

这样一来，凡级数⑺满足条件 （8) 的必有黎曼函数.特别，由§4的康托尔-勒贝格定理，级 
数在正测度集上收敛的必满足条件 （8). 要注意的是：由级数 （7) 在一点的收敛不能导出它有黎 
曼函数.例如，级数 

OO 

n 2 sin nx 


在 x = 0收敛，但经过两次积分以后变成级数 


一 2 ^ 2 sm nx ) 
n=l 

时是发散的①. 

定义如果在某点黎曼函数 F ( x ) 有有限的施瓦茨二阶导数，则称此导数 F ^( x 0 ) 为 
级数 （7) 在点 x 0 依照黎曼意义的和. 

①事实上，如果: r # A ：7 r ， 则 


sin kx 

k=l 

但此量当 n — oo 时没有极限. 


x 2n + 1 

—— cos - X 

2_2 

2 sin — 

2 
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定理 2 (B. 黎曼） 如果级数⑺满足条件 （8) 又在某点 x 0 收敛，那么在此点它有黎曼意 
义的和，且与其通常的和 一 致. 


证明由等式 


F ( x ) = 


CLqX 


2 


— ( a n cos nx + bn sin nx ) 


出发，经过简单的运算就得等式 


F(xo + 2 h ) — 2 F ( xo ) + F(xo — 2 h ) 


4 h 2 


=专 + ( a n cos nxo + b n sin nxo ) 


sin nh 
nh 


2 


级数 （10) 之得自级数 


ao 




2 


+ ^2 ( a n cos nxo + b rt sin nxo )， 


其办法如同级数 （2) 的得自级数⑴一样.从而根据引理1， 


lim 


尸 ( 工 0 + 2/i) — 2/^(xo) + F(xo _ 2/i) 一 


4/ i 2 


= s , 


其中 s 是级数 ui ) 的和.定理证毕. 


由此定理导出 


( 10 ) 



定理 3 ( G . 康托尔） 如果三角级数在全数轴上收敛且其和处处等于零，则所有它的系教 
等于零. 


证明 由康托尔-勒贝格定理，级数满足条件（8)，因而有黎曼函数 F ( x ). 由前述定理它的 
施瓦茨二阶导数等 于零： F ^ f , \ x ) = 0,从而再根据§5的施瓦茨定理，黎曼函数 F ( x ) 应该是线 
性的： 

F ( x ) = Ax + B . 

因此，对于所有实数 a : 有 


Ax B = 


apx 2 

4 




OO 

Z 



a n cos nx + bn sin nx 

n 2 


( 12 ) 


此地设 X = 7 T , 随后设 2： = - 7 T ， 作减法就得到 >1=0. 同样，假设 X = 0随后设 X = 27 T 作 
减法得到 do = 0. 因此等式 （12) 变成形式 



a n cos nx + b ri sin nx 

n 2 


右边的级数是一致收敛的.这就是说，根据定理1它是左边的傅里叶级数，从而 


dn 



7T 


{— B ) cos nxdx — 0, 


因此 a n = 0. 相似地可得& = 0. 定理 证毕. 
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定理4 ( G . 康托尔）如果两个处处收敛的三角级数有同一个和，那么这两个级数恒等，就 
是说，它们相应的系数是彼此相等的. 

事实上，从一个级数逐项减去另一个就得到一个处处收敛的零的展开式. 

这个展开式的所有系数由已经证明的事实应该等于零，这就表示定理4是正确的.定理4可 

以改写为：函数只可以展开为一唯一的三角级數. 

与已证定理有关联的自然发生这样的问题，三角级数的系数用什么方法可以由其和来确定. 
定理1就一致收敛的情形给了回答.远为一般的是下列卓越的结果. 


定理5 ( P . 杜布瓦雷蒙 （ P . du Bois - Reymond )— C .- J . 瓦莱-普桑）如果处处收敛的 
三角级数的和是 （ L ) 可积的，那么这个级数是它的傅里叶级数. 

证明设 f ( x ) 是有限的可和函数，对于所有 z 有 


/⑷=莘 

+ ^2 cos nx ^ 加 nx ) - 


(13) 


因为级数 （13) 满足条件（8)，所以它有连续的黎曼函数 F ( x ). 

依照黎曼定理，处处是 F ^ r \ x ) = /( x ), 从而由§5的瓦莱-普桑定理， 


F ( x ) 




< P ( x ) + Ax + 


其中 


4 >( x ) 


x rt 

= dt / f { u ) du . 



o 



0 


因此， 


少 (X) 


aox 


4 


— Ax — B — > : 


a n cos nx + b n sin 


n 2 


从而经过不多的计算 导出: 


少 (x + 2/ i ) — 2 < P { x ) + < P{x — 2 h ) 


4 h 2 


ao 
2 


+ 2 ^ ( a n cos nx + b n sin nx ) 


sin nh 
nh 


2 


右边的级数是一致收敛的，因此是左边的傅里叶级数.这就是说， 


sin nh 
nh 


2 



o 


少 (re + 2/ i ) — 2 < P ( x ) -f 4 >{x — 2 h ) 

Ah ? 


cos nxdx 


从而 


47 ra n sin 2 nh 
n 2 



2n 


cp ( x ) cos nxdx 7 


0 


其中为简短起见置 


( p ( x ) = < P(x + 2 h ) — 2 < P { x ) + < P(x — 2 h ) 


但是，由分部积分，得 


㈨ 



=， 4 >(x + 2/ i ) cos nxdx 

o 

2n 


< P(x + 2/ i ) 


sin nx 
n 


广 少 ’ (x + 2/i)^^dx ， 

Jo n 


(14) 
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从而 


a(/i) = 



2 n 



+ 2h 


/⑻ 



sin nxdx 


再行分部积分，就有 




n 2 



2tt+2/i 


f ( u ) du - 


2 h 


n 2 



f(x + 2 h ) cos nxdx 


由于 f ( x ) 的周期性，这个等式可以写成: 


Q ： (/l) = 


n 2 



/( x)[l — cosn(x — 2 h )] dx . 


o 


从而 



^ p ( x ) cos nxdx = a ( h ) — 2 a (0) + a (—/ i ) 




o 


4 sin 2 nh 

n 2 



f ( x ) cos nxdx 


o 


对照 （14) 就得 



f ( x ) cos nxdx . 


0 


同理可以断定 txo 及 k 也是 f ( x ) 的傅里叶系数，因而定理证毕 


附注 1) 杜布瓦雷蒙就函数为 （/?) 可积时证明了本定理，而瓦莱-普桑加以完全的推广. 

2) 定理3是杜布瓦雷蒙-瓦莱-普桑定理的特殊情形.事实上，因为全等于零的函数是可和的， 


所以它的三角级数展开就是零的傅里叶级数，其所有系数都等于零. 

3) 在§4中我们遇到处处收敛的三角级数,但不是任何一个可和函数的傅里叶级数.显然，这 
种级数的和不是可积的.因此发生了勒贝格积分的推广问题，使得所有处处收敛的三角级数 
是其和的“傅里叶级数” . A . 当茄瓦@曾经研究过这个问题. 


到现在为止我们考虑的是处处收敛的三角级数.对于它们唯一性问题已被康托尔定理和杜布 
瓦雷蒙-瓦莱-普桑定理所解决.现在我们要谈到不是处处收敛的级数的情形.对于它们唯一性问 
题是这样 提的： 

已知，三角级数 


ao 
2 


+ ( a n cos nx + b u sin nx ) 


(15) 


在闭区间 [-7 T ,7 r ] 的所有点上，除了可能在某集 EC [ — 7 T ，7 rj 的点而外，收敛于零②. 

如果在此假定之下可导出级数 （15) 的所有系数都等于零 


CLn bjj — 0 


(16) 


(因此级数 在集尺 上也收敛于零)，则集 E 称为 U 型集（字母 C 7 来自法文 unicite ——唯 一). 
如果存在级数 （15) 在 E 外收敛于零但不满足条件（16)，则 E 称为 M 型集（字母 M 来自法文 
multiplicity ——多样).需要建立条件使集 E 属于型或 Af 型. 

上述问题曾有 G . 康托尔， W •杨，几 E . 梅尼绍夫（几 E . Mem ^ moB ), H . K . 巴里 （ H . K . 
Bapn ), A . 拉伊赫曼 （ A . PattxMan ) 等人研究过.我们只引进这方面的最基本的 结果. 这个问题的 

① A . 当茄瓦， Lemons sur le calcul des coefficients d une serie trigouomotriquc . Paris , Gauthier - 

Villars , I , II , III (1941); IVi , IV 2 (1949). 

® 我们说级数收敛于零是指级数是收敛的,且其和 为零. 
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深远意义在我们已经不止一次引用的济格蒙德书中有所讲述.问题的现代情况读者可以在 H . K . 
巴里 ® 的概述性论文中找到. 

定理6 如果集力是 M 型，那么凡是包含它的集 D A 是 M 型的. 

事实上，存在着系数异于零的级数在4外处处收敛于零.但此时在 B 外更加是处处收敛 
于零 • 


推论如果集 B 是 U 型， 那么凡是它的子集4 也是 U 型的. 

简略言之，集 E 越广阔则越可能是 M 型，集£；越狭则越加是型.更好的说明是 
定理 7 任何具有正的内测度 m , 的集 五是 Af 型的. 


证明由内测度的定义，可以找到含在 E 中的具有正测度的闭集 F . 不妨假设，点 7 T 及- 7 T 
都不在 F 中.那么 F 是由[- 7 T ，7 r 】 除去有限个或可数个区间及两个间隔 l -7 T , a ),(/3,7 r ] (其中 
0及是 F 的端点）而得的.设 f ( x ) 是集 F 的特征函数.那么这个函数的傅里叶级数在集 
[― 7 T ,7 r ) — F 上处处收敛于零，但同时 



因而条件 （16) 不满足 ®, 因此 


是从而 


为了希望至少举出一个 t / 型的例子，我们要证明下面的定理. 
定理 8 ( G . 康托尔）凡有限集是 C 7 型集. 


为了证明这个论断我们需要几个引理. 


引理 2 ( H . A . 施 瓦茨）设函數 F ( x ) 在闭区间 [ a y b \ 上 连续. 如果在 ( a ,6) 内除了可能 
有限个点 

怎 1 < X2 < • • ♦ < X m , (17) 

而外处处有 

= 0, (18) 

而在点 (17) 却有 

lim F(Xfc + 九) 一 2F( ^ k) + F(Xk ~ h) =0, (19) 

h — 0 h 

那么 F ( x ) 是线性函数 • 

证明 由§5的施瓦茨 定理，函数 F ( x ) 应该在下列闭区间 


X 1 ， 怎 1 ， 尤2] ， • • • ， [工 m ， 办 j 


① H. K. 巴里， IlpoOjiCMa eAMHCTB€HIIOCTH pa3J10>KeHMH (|)yHKaHW B xpuroHOMeTpH^ecKHii 

pHA- yen . MaxeM. Hayn, 4, Bun. 3 (31), 1949, 3-68. 

®(16) 式的违反由帕塞瓦尔等式即明： 


y + + 6 n) = ^： f f 2 (x)dx = ^ > 0. 

L n=l nn 


§6. 函数的三角级数展开的唯一性 
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的每一个上是线性的，假设 


F ( x ) = 



Ax + 

Cx + D y 


当 a 彡 x 彡： ci ， 

^ X\ ^ 7T ^ X2* 


条件 （19) 在点 a 给出: 


lim 

h-^O 


F ( x \ + / i ) — F ( x \) F ( xi ) — F ( x \ — h ) 


h 


h 


0, 


从而 C = A . 

另一方面， 

F ( xi ) = Axi B = Cx \ + D , 

因此 D = 


这样一来， F ( x ) 在闭区间 [ a , x 2 ] 上是线性的.同理可以说明它在整个 [ a , b \ 上是线性的. 


引理3 如果 /i > 0,则 


sin 2 kh 

22^- <3tl 


k 


k 2 


证明找出这样的自然数 n ， 使得 


( 20 ) 


n — 1 < — ^ n 

h 


那么，由不等式 | sina | ^ | a | 就有 


另一方面® 




k 


k 


k 2 


f sin 2 kh 
2^ ~~ 、 2-/ 


k 


k 


^ < 2/i? 


从而导出 （20) 式. 

引理 4 如果 lim a 


0,则 


OO 

K ^' 


1# i . sin 2 kh 
lim > afc • y 9L 

k 2 h 

fc=i 


= 0 


证明取 e : > 0,且找这样的 n 使当 fc 彡 n 时 | a fc | < e . 


那么，根据 （20) 式， 


OO 

E 

k=Ti 


ah 


sin 2 kh 

k 2 h 


< 


e 


h 


E ^<3, 


k 


k 2 


另一方面，当固定 it 时有 


lim ^^ = o , 
h -*0 h 


OO 1 OO 


1 




(占-1) = 兰. 
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又当 |/ il 足够小时有 


对于这些/ I ，显然是 


引理证毕. 





sin 2 kh 

k 2 h 


< £ 



dk 


sin 2 kh 

k 2 h 


< 4e ， 


引理 5 如果三角级数满足条件 


lim 

n—^oc 


= lim fe n = 0, 


那么这级数的黎曼函数 F(x) 在任意的点 a : 上满足关系式 

li F{x + h) 一 2/^(x) + F{x — h) 

h 

证明由定义黎曼函数的等式 


= 0 


F ( x ) 




CLoX 


2 


-E 


a n cos nx + 6 n sin nx 


出发，容結求出， 


F(x + 2/ i ) - 2 F ( x ) + F(x - 2 h ) 

4h 


doh 
2 



( a n cos nx + bn sin nx ) 


sin 2 nh 
n 2 h 


于是事情就归结到上面的引理. 


现在我们可以给出 

定理8的证明设三角级数在[- 7 r ，7 T ] 上，除了卩 J 能 m 个点 ： n <幻 < …< 而外处处 
收敛于零.那么它的系数趋向于零，乂根据引理5与2及定理2,此级数的黎曼函数在任意有限 
区间上是线性的，因而在全实数轴上也是这样.在这个注释之后，证明与定理3的证明就逐句相 

同了. 

定理8被 W . 杨 （ W . Young ) 加以推广，发表于1909年，他指出：凡可数集是 t / 型集.由 
于这些结果，在专家中散布着这样的意见，认为凡是测度为零的集是 C / 型的 • 但是在1916年 il . 
E . 梅尼绍夫驳倒了这个意见，他构造出了测度为零的 M 型集. A 然，梅尼绍夫所构造的集是不 
可数的.因此又开始猜想，以为一般的不可数集是 A / 型的.但是这个意见又发现是不正确的：在 
1921年， H . K . 巴里及 A . 拉伊赫曼彼此独立地构造出了某些完满的 C 7 型集类 • 特别，康托尔的 
完满集 Pb 原来是 t / 型集.要使已给的测度为零的集是 U 型的必要且充分的（不是同义异语的) 
条件问题直到现在没有解决. 


第十章的习题 


我们 约定： 对于可和函数 f ( t ), 在点 xj ( t ) 之不定积分存在有限的导数，且此导数等于 f { x ) 


时，则称点 z 为可和函数 /( t ) 的 d 点. 


第十章的习题 
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1. 积分 

^n(x) = yj^ [1 - ~ X) 2 ] n f(t)dt 

是兰道 ( Landau ) 的奇异积分.如果 x (0 < x < 1) 是可和函数 / ⑴的 d 点，则 L n ( x ) —»• 
f ( x ) ( F . 里斯). 

2. 积分 

Pr{X) = h /_ ]-2rcosV-x)^r^ mdt ( 0 <『< ” 

是泊松的奇异积分.如果 X ( - 7 T < X < 7 T ) 为可和函数 /(<) 的 d 点，则 



把一 0 仲) 




m 


(P. 法 图). 

3. 积分 ^ 

Vn ( x ) = CO« 2W ~ nt)dt 

是瓦莱〜普桑的奇异积分.如果 x(—TT < X < n ) 是可和函数 /( t ) 的 d 点，则 Vn ( x ) 

/(x)(m. >k. 瓦莱-普桑). 

4. 多项式 

K n { x ) = (n + 1) VcV(l - x) n ~ k [由 f ( t)dt 

k =0 

是康托罗维奇的奇异积分.如果 X (0< X < 1) 是可和函数 /(<) 的^点，则 K n { x ) - /( x ) 
(Jl. B. 康托罗维奇). 

5. 设 Sn ( x ) 是可和函数 /( i ) 的傅里叶级数之最初 n 项的和， 

Bn{x) - i 1 S n (x) + 5 n (x+^ T ) 

是 B. 罗戈津斯基 - C . H. 伯恩斯坦的奇异积分.如果 x (-7 T < a : < 7 T ) 为 f(t) 的勒贝格点, 
则 Bn(x) -* f{x) ( H . n . 那汤松). 

6. 等式 

Iim f (pn(t)f(t)dt = 0 

n ^°°Ja 

对于所有的可和函数 /( t ) 成立的必要条 件是： 函数列 { ip n ( t )\ 为一致有界，即有常数尺，使 

< K (H. 勒贝格). 

7. 不可能造出这样的核 <? n ( t , x ) 使等式 

lim / ^ n ( t , x ) f ( t)dt = f ( x ) 
n ^°° Ja 

对于任意的可和函数 /( fc ) 在近似连续点 a ： 常成立 （ M . n . 那汤松). 

8. 试作核使它满足§2中勒贝格定理中所述的条件但不满足法捷耶夫定理中的条件. 
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9. 设核 ^ n ( t , x ) 满足 n . M . 罗曼诺夫斯基定理中的条件•设 F ( t ) 为有界，在某个点 a : e ( a ，6) 
斯蒂尔切斯积分 6 

In = f ^ n ( t y x ) dF ( t ) 

J a 

有 意义. 如果在这个点 a ： 上存在着有限的导数 /^ Or ), 则 — F \ x ) ( VI . n . 那汤松). 

10. 由习题9的结果导出 n . M . 罗曼诺夫斯基定理. 

11•设 M ( u ) (- oo < u < + oo ) 是偶的7^凸函数， M (0) = 0, lira = + oo ♦要 F ( x ) (a ^ 

U 一 + 00 It 

x ^ b ) 可以表示为形式 

F ( x ) = C +「 f ( t 、 dt ， 

J a 

其中 M [ f { t)\dt < + oo , 必要且充分的条件是：对于 [ a , 6] 的任意分法，作和 

J a 

与之对应，如此得一数集是有界的 （ K 3. T . 梅德韦捷夫 （ IO . T . Me ^ Be ^ es )). 

12. 下凸函数在含在定义域内部的每一个线段上，满足利普希茨条件. 


第 十一章 二维空间的点集 


§1. 闭集 

前面所说的是一个变量的函数论.要讲多变量的函数论，需要多维空间的点集 
论.本章就来讲此事.对于多维空间的点集,许多重要性质在二维空间点集上已经可 
以看到.因此我们为了陈述和记号简单起见，仅就二维空间点集加以讨论.至于过渡 
到多维空间的点集论，仅有技巧上的困难. 

与直线上的点集论一样，最简单的集是闭集和开集，我们先来研究这种点集. 

定义 1 设£；是一平面点集， Mo 是平面上的一点.假如含有 Mo 的任一开圆 
至少含一个与 Mo 不同的五中的点，那么称 M 0 是五的一个极限点. 

开圆的意义是这样的设 a ， b ， r >0 为常数，称满足不等式 

(x — a ) 2 + (y — b ) 2 < r 2 

的点 ( x } y ) 之全体为 一开圆 .点 （ a ，6) 称为该圆的 中心， r 称为 半径. 如果对于开圆， 
再加上满足 （ a : - a ) 2 + (y - b ) 2 = r 2 的所有点 ( x , t /), 则称其全体 为闭圆 • 

与直线上的情形相仿，点 M ) 为 E 的极限点的必要且充分的条件是 E 中有如 
下的点列 ••- , 

Mo = limM n . 

上式表示，当 n — oo 时距离 p { M 0 , M n ) 趋向于 0.々( ai , a 2) 与 B ( bi , b 2 ) 两点 

①读者当然熟知平面上的 “圆” ，“中心”，“半径”等名词.此地给以纯 粹数学 的定义，是为了以此 
形式可以引申到 n 维空间中去. 
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间之距离 pM ，5) 是 


P(AD)^= xAh — ai ) 2 + (6 2 -a 2 )2. 

如果 M 0 是五之一极限点，则含有 M 0 的任何圆必含冇无穷个£；中之点. 

记五的一切极限点的全体为 W ， 称为 E 的 导出集 .五 - E ' 中的点称为五的孤 

立点. 

下面是一个重要的定理： 

定理 1 ( B . 波尔查诺- K . 魏尔斯特拉斯） 有界的无穷点集至少有一个极限点. 

证明证明的方法基本上与直线上的点集相同.设五含在矩形 R ( a ^ x ^ b , c ^ 
y ^ d ) 之中.用直线 

a + 6 c + d 

x = y = — 

将只等分成四个小矩形，取其含有五中无穷个点的为及.将此种手续继续进行，乃 
得一列嵌套的矩形列.这些矩形不断缩小，收缩于某一点 ( x 0 ,2/ o ). 容易证明， ( x 0 , yo ) 
ME 的一个极限点. 

将此定理用到点列上去，乃得 

定理 2 平面上任何有界点列 Mi , M 2 , M 3 , ••- 必有收敛的子列 M Ui , M n2 , 

Afn , ， • . _ (打1 < 712 < 打3 < •.. )， 收敛于某点 

\im M nk — Mq . 

定义 2 若点集 E 含有其一切极限点即当 a C 五时, 称五为 闭集. JHE f = E 
时称 E 为完 满集. 

例如闭圆 （ a : - a ) 2 (y - b ) 2 < r 2 及闭矩形 a ^ x <6, c < y ^ d 都是闭集.又 
设 F ( x , y ) 是一个定义于全平面的连续函数，则满足 F ( x ， y ) > 0的 ( x , y ) 的全体是 
一•闭集. 

此地不预备像研究直线上的点集论那样详细叙述闭集的性质，而只将以后直接 
有用的性质写在下面. 

定理3 任意个闭集的交集是一闭集.有限个闭集的和集是闭集. 

这个定理的证明，与直线上的点集相仿. 

定义3 设 E 是一点集，职是一开圆系. 若对五 中任一点 M ， 妨中有圆 K 包 
含 M , 则称点集五 被职 所覆盖. 

定理 4 (6. 博 雷尔） 若有界闭集 F 被一个无穷开圆系职所覆盖，则在叨中 
可以选取一个有限个圆所成的集 9 JT 同样覆盖 


证明与直线上的情形相仿.假设定理不真，即 F 不能被职中的有限个圆所覆 
盖.设 F 含在< a; < 6,c < 2 /彡 d) 中，将由两直线 

d + 6 c d 

y = 丁 

等分成四个小矩形，其中至少有一个矩形包含 f 的一个子集，这个子集不能被奴中 
有限个圆所覆盖.将此矩形施行上面的手续再等分成四个小矩形.继续进行这种手 
续，得到一列矩形，后者含于前者之中，每一个矩形中含有 f 的一个子集，此子集不 
能被 an 的有限个圆所覆盖.这些矩形收缩于一点 M)， 易证此点属于 F. 如同证明 
第二章§2的定理7 —样，最后得到矛盾，从而完成本定理的证明. 


§2. 开集 

定义1 对于 K 中的点 M ), 假如存在如下 的开圆 K : Mo e K c E, 那么称 
M 0 为五的内点. 

定义2 如果 K 中各点都是 E 的内点，则称五 是一 开集. 

例如开圆是一开集. 

定理1 任意个开集的和集是开集. 

其证明与直线上的点集相同. 

定理2 有限个开集的交集是一开集. 

证明 不妨就两个开集 G X ,G 2 的交集加以证明.设 M 0 (x 0 ,yo) 是它们交集中 
之一点，则有开圆圮 如下： 

Ki : (x - a t ) 2 + {y~ bi ) 2 < r\ {i = 1 , 2 ), 


ffn' 


Mo e Ki c Gi (i = 1,2). 


假使能找到一个圆X，满足 M 0 £ Kc K , K 2 , 则定理即可得证.今取 


p= minln - V (a» - x 0 ) 2 4 - (6< - y。) 2 }， 

i = l ，2 

则开圆 

K : (z — x 0 ) 2 + (y - yo ) 2 < p 2 

显然适合上面的要求.定理证毕. 

兹以 CE 表示五 关于全平而的余集，则如同在直线上的情形一样，成立如下的 
定理. 



• 320 _ 


第十一章二维空间的点集 


定理3 开集 G 的余集 CG 是一闭集.闭集 F 的余集 CF 是一开集. 

仿照第二章§4的讨论，我们可以建立下面的“隔离性定理”. 

定理4 设 F u F 2 是两个不相交的有界闭集，则必有两个如下的开集 G u G 2 ： 

G \ 3 F\y 3巧，= 0. 

平面上的开集的结构，与直线上的开集有一个重要的不同点，它不能有构成区 
间这种概念.因此不能像直线上的情形那样明确. 

定理5 平面上的非空的开集是可数个闭的正方形的和集.这种正方形的边平 
行于坐标轴，而且任何两个无共同的内点. 

证明两直线系 

x = 0 ，士 1, 士 2, • • • ; y = 0, 土 1, 士 2, .. • • 

将平面分成可数个正方形，每正方形之边长等于 1. 以下我们说正方形时必将它的四 
边也计算在内——闭的正方形.这些正方形中任何两个无共同内点.我们称如此所 
得的正方形是第一阶的.然后作两直 线系： 

怎 = 0 , 士士 1 ，土 |， . •. ; y = 0, 土臺士 1 ， ± 昼 ， .... 

由这直线所分成的正方形，称为第二阶的正方形.那么第一阶的每个正方形是由第 
二阶的四个正方形所合成的.再由 

n m , 、 

x = jy y = T = 0, 土 1 ，士 2，.，.) 

将平面分割，所得的正方形称为第三阶的正方形，以下类推.于是得到第四阶，第五 
阶等等的正方形. 

这些正方形都是闭的，其边平行于坐标轴，同阶中的正方形两两无共同内点.凡 
k 阶正方形是由四个 ( fc +1) 阶正方形所合成 . A : 阶正方形的边长是 2 1 ~ fe . 所有这种 
正方形所成之集是可数的. 

作好这一准备工作后，设 G 是一非空的开集， Mo 是 G 中任一点.那么我们可 
以取（取法可能不是唯一的）一列都包含点 M 。， 且彼此相互嵌套的正方形列 { QW }, 
其中是上面所说的一个阶正方形，且 

Q ⑴: D Q (2) D Q ⑶ D •••. 

因为 Mo 是 G 的内点，且 Q ( n ) 的边长当 n — oo 时趋向于0,所以 { Q (n) } 中的 
Q ( n 〕 当 n 适当大时全部在 G 中.用这个方法，我们晓得在正方形网中一定有正方形 
含在 G 中. 


§2 •开 集 
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第一阶的正方形完全含在 G 中的记其全体为1\，第二阶的正方形完全含在 G 
中而不含在中任一个正方形之内的记其全体为 T 2 . 又将所有第三阶的正方形完 
全含在 G 中而不含在或 r 2 中任一个正方形之内的记其全体为 r 3 . 以下类推. 

于是7\，了 2 ，了 3 , •. • 的每系都是至多不过含可数个正方形，所以其和集 r 亦至多 
由可数个正方形所组成.今记： T 中所有正方形为则可证 


OC 

g = 



(本) 


关系式 f ： Q k cG 很是明显.现在要证明 Gc VQ fc . SM 0 € G , 那么原来的正方 

fc=l 

形网中必有正方形含在 G 中 rfl ! 包含点设具吾这种性质的正方形所属的阶数的 
全体为则 P 是一个以自然数为元素的非空集.所以在 P 中存在一个最小数 m . 
那么必有第 m 阶的正方形包含点 Mo 但本身含在 G 中.这个正方形不含于网中那 
种包含又含于 G 中而其阶低于 m 的正方形内，否则 m 不是尸中最小数了.这 
是 r m 中的一个正方形，因此得到 


OC 

GcJ2Q^ 

k=l 


于是式证毕.并且 （*) 中右边的被加集的个数是可数个而不是有限个，因为 
如果只有有限个，则其和集变成闭集了.定理证毕. 


平面上的非空的集，同时是开的又是闭的，只有全平面如果 G 是全平面，则 
G 当然不能由有限个正方形的和集所表示. 


所可注意的，将开集由正方形的和集表示时，其表示法不是唯一的.例如当证明 
定理5时，每次将正方形分成九等分，则所得的表示 （*) 与四等分时不同. W 此，我 
们说平面上开集的结构没有直线上开集那样明确. 

最后，我们要证明博雷尔定理的推广定理. 


定理6 设职是一系开集，而 F 是一有界闭集.如果 F 中每一点至少含在一 
个开集之中，则在诹中可以选取有限个开集，使其和集包含 F . 


证明事实上，平面上每一开集是含在其中的所有开圆的和.所以 f 被含在 an 
中的所有开圆所成之系所覆盖.利用博雷尔的定理，从开圆系中可以选出有限系覆盖 
F . 但因每一开圆含在奴的某一开集中，挑出这些开集，所以职中必有有限个开集 
覆盖厂 


因此，博雷尔定理的开圆，换以正方形亦未尝不可. 


® 第二章§4定理2可移到二维的情形. 
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§3. 平面点集的测度论 

平面点集的测度论与直线上的情形 相似. 所不同的仅在出发点，因为平面上的 

开集不具有唯一的构成区间系，而有界闭集关于包含它的最小矩形的余集不一定是 
开的. 

定义1 开矩形 <x<b,c<y<d) 的面积： 

mR = {b — a)(d — c) 

称为丑 的测度.又闭矩形 R{a^x^b,c^y^ d) 之测度亦定义为 （6 - a) (d - c). 
(此地假定> c ， 如果 a = 6, 则开 矩形丑 为空集 .） 

引理 1 设在平面上有有限个矩形 R u R 2 r - ，凡， 其边平行于坐标轴.矩形之 
间可以相交或不相交，有些是开的，有些是闭的. 那 么必有有限个开矩形 71 ，72,… ,7/ v , 
其边亦平行于坐标轴，但具有下述诸 性质： 

1. 矩形％之间两两不相交. 

2. 如果 # 0，则私3 7 fc . 

3. 每一个瓦的面积等于含在其中的 7 it 的诸面积之和. 

证明设（视私为闭的或开的而定） 

Ri = RMi ^ x ^ 6 i , Ci ^ di), 或 Ri = Ri(ai < x < bi,a < y < di). 

将所有点 {〜} + {^} 依大小顺序排列成一如下的有 序集： 


Xo < Xi < • • • < Xp, 

同样，将 {Ci} + ⑷} 的全体依大小顺序排 列为： 

yo < y \ < …< y q . 

所要的 7fc 是一切矩形 ( x \ < x < 2 a + i ,2 //x < y < Vfi + i ) (A = 0,1， _ • •，p _ l;/x = 
0，1，… ， g - l ). 此简单的事实，读者可以自行详为证明. 

引理 2 设 { aj 与{^}是两系有限个矩 形①， 若任何 两个洱 无共同内点 ，则 
当 

时， 

Y]rriQi ^ y ^ m / 3 j • 

® 所说的矩形，假定其边均平行于坐标轴.以后不每次都加以说明，因为其他情形的矩形，我们 
不考虑. 
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证明将 { Qi } 和 { Pj } 并成一系{凡}后，应用引理1而得到一系 {7t}- 因为 
矩形叫之间任何两个无共同内点，故同一个矩形％不可能含在两个不同的⑷之 
中.今将％之含在 Z>i 中者，记其全体为又将 T 给以如下的分类：了中之 7fc 
而 含在叫 中者，其全体称为乃，则当 i / j 时乃与乃没有共同的％.因此成立 

^mai = E I ^m7fc ) = [rn/jk. 

i \ Ti ) T 

今将 r 重新 分类: r 中 7fc 而含在汍中的，记其全体为 & . r 中％含在灸中 
而不属于&的，记其全体为 T 中 7)t 含在汍中而不属于 A + &的，记其全体 
为以下类推. 

由于等于所有 含在外 中的％之面积的和，所以 

y^m7fc 彡 rnpj. 

Sj 


因此 

mat = m7fc = 1 J ^ ^ rn0j. 

T j XSj ) 

证毕 • 
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对于每一个闭矩 形巧， 取开矩形$ 使爲 c $且 



< rnpj + 


其中 e 表示 （*) 式中左方减去右方之差（是一正 数). 于是开集系{/3；}覆盖有界 
闭集 



利用博雷尔的推广定理，在 {$} 中可以选取有限个而使 



F 






由引理2,得 

n m m 

mai ^ nip* < m(3j + e. 

i=i j=i jf=i 

但是不等式 

n oo 

^2 ma i < m /3 j + e 

i=l J=1 

与 （*) 式冲突，证毕. 

特别当4与 Z ? —致的时候，得到 

引理 4 如果平面上的有界集 E 可用两种闭矩形之和集来 表示: 


OO QO 

i=l j=l 

且在每一个表示中闭矩形之间两两无共同的内点，则 


OO OO 

mai = 爪卩 j . 

t=l J=1 

每一个开集是可数个闭正方形的和集.很自然地可以将这些正方形的面积之和 
定义为开集的测度.这种方法与直线上的情形颇为相似，相当于平面上取正方形的 
就是构成区间.不过直线上的开集由构成区间表示时，其表示法是唯 一的； 而平面上 
的开集，其表示法却不是唯一的. W 此发生如下的 问题： 由不同的表示法所定义的测 
度是否相同？引理 4 解答了这问题.因此有理由作如下的定义. 

定义2 将有界开集 G 以可数个闭正方形的和集来表示，其中的正方形两两无 
共同内点，则称诸正方形面积之和为 G 的测度 ，以 mG 记之. 

由引理3,导出 
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定理1 若 G 与 G 2 都是有界开集，则当 Gi C G 2 时， 

mG \ ^ mG2 . 

定理2 如果有界开集 G 是有限个或可数个两两不相交的开集 Gfc 的和，则 

mG = mGk - 

k 

于此定理，若将被加集之间无共同点的条件除去，则得 

mG ^ rnGk - 

k 

事实上，如果 Q 由无共同内点的闭正方形之和集 表示： 

^ = f>* ⑷， 

1=1 

则 

G = (*) 

i，k 

镛 

如果 Gfc 之间是两两不相交的，则在 （*) 式的表示中任何两个不同的 af 也无 
共同内点.因此由定义2,即得 

= mGk. 

k 

如果没有 G k G k ， = 0 (k ^ k f ) 的条件，那么 G 可以用别的方法表示为闭正方形 
的和： 

J =1 

利用引理3,乃得 

= y^mGfc. 

k 

于此我们看到，虽然平面上开集测度的定义较直线上的情形要复杂一点，但是 
它的基本性质，与第三章 § i 中三个定理所表示的是符合的. 
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现在我们来定义有 界闭集 F 的测度.设闭集 F 含在 开矩形 H 之中，则 

H F = R- F = R^F 

是两个开集的交集，所以是一个开集.首先我们要证明， 

mR — mC/?F (*) 

与 R 的选择无关.如 果札与 /? 2 是两个具有上述性质的矩形,那么我们可以作一个 
矩形私 包 含凡与 fi 2 , 假使我们证得 

mR\ — mC/? t F = mR^ — ttiZr^F, 
m/?2 - mC/e 2 F = mR^ — mCft 3 F ? 

那么 （*) 式与丑 的选择为无关.所以我们不妨就恥 C 私时证之.今设 


R\ = R\ (a\ < x < biyCi < y < di), 

R 2 = R 2 ( a 2 < $ < & 2， c 2 < 2 / < 办)， 
d 2 < Ql ， 62 〉， C2 < Ci ， 必 > d\ . 

显然， 要使札 转变到 况2, 必 须将凡 的左边再向左移，右边再向右移，上边再向上 
移，下边再向下移，方可得到.这种移动可以一个接一个地去做，又因它们都是属于 
同 一型， 所以只要看下列二数 

mR — mC/jF ， mB! — mC^F, (**) 


其中 


R = R(a < x < b，c < y < d )， 

R’ = R f (a < x < b + h y c < y < d) {h > 0) 


是否相等就可以了. 

此时 M 然的是 


mR’ = mR + h(d — c). 


而另一方面， 






从而得到 ® 


. 平面点集的测度论 
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m 




h(d — c) + mZjiF. 


所以卜 *) 式中两数是相同的.于是证得 （*) 与的选择无关. 

由上面的理论，知道下面的定义是合理的. 

定义3 设 F 是有界闭集，是任何一个包含 F 的开矩形，则定义 F 的测度 
mF 为 mR — ttiZrF. 

容易证明，如果 F 是有限个两两无共同内点的闭正方形的和： 


F 




则参照上面的定义可得 


mF 


E 


mak 


事实上， CrF 是一个开集，它可用两两无共同内点的闭正方形 { A } 的和表示 








Qfc 与 A 更无共同点，故由 


■ • 

只 =E 


otk 


+ !>， 


得 


W ^ 

mR = 


mak 


+ ^2 


①如果 R! _ R 为开集，则 mZ w F = h{d - C ) + mC R F 显然成立，但事实上 R 9 - R 不是开集，故 
需详证 如下： 

对于任意的正数 e ， 作两矩形 

U = U(b — e<x<b+h^c<y<d) y V = V(b + e<x<b + h,c<y<d), 


则因 U DR f -RDV. 


U 4 - D C/^/ F Z) -t- 


从而 


m[U + ^ mC/^/ F ^ m\V + 


又因 V 与 (^ 尸不 相交， 故得 


mU + ttiZrF ^ mC/^/F ^ mV + 


因此， 


(k + e)(d — c) + rnC^F ^ rnC/^/F ^ (h — e)(d — c) + mC/^F, 


令 


0 即得所证的等式 . 
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从而 

n 00 

mafc = mR — = : mR — m{jfiF = mF . 

fe=i t=i 

如果我们回顾一下第三章 §2 里关于直线上有界闭集测度的一切定理，就会注意 
到这些定理与其说是建立在测度 mF 定义的基础上，倒不如说是建立在下面两个结 
果的基础上： （1) 如果 △ 是包含有界闭集 F 的任一区间，则 

mF = mA — m £^, F . 

(2) 有限个无共同点的闭区间的和集，其测度等于诸闭区间的总长可是我们看 
到，上述两个性质对于平面上的点集也是成立的.因此我们可以不加具体证明，就 
将有关直线上闭集测度的一切定理移到平面上来.举例来说：如果巧 C 那么 
mF , ^ mF 2 ; 如果 G 是一有界开集，那么它的测度等于含在其中的闭集的测度的上 
确界，等等. 

由此，还可以逐字逐句照直线上的讲法，来定义任何有界集的内测度与外测度 
的概念.因此，在第三章§3中所述的七个定理，只要将其中所提到的区间△，改为开 
矩形，就可以原封不动搬到平面上来. 

最后，我们对于内测度等于外测度的有界集定义为可测集，就不难将第三章中 
§4及§6中所述的内容搬到平面上来.此地我们不预备 一一 细述,仅将在以后讨论中 
要用到的一些材料写出来. 

定理 3 对于有界集五，存在着具有下列诸性质的两集 和及 

1) 4是型的集 ， B IG 6 型 的集； 

2) Ac ECB; 

3) mA = m m E , mB = m * E . 

其证极易，只要对于每一自然数 n , 先作如下的闭集&与开集 

F n (Z E (Z G n , mF n > m^E -， mG n < m*E 4 - —, 

n n 


然后取 


- <4 = /^i + F2 "I - -^3 + •. • ， B = G1G2G3 • • • 


就行. 

至于在第三章 §8 中所研究的维塔利定理，我们也可以毫不改变地移到平面上 
来.今设职是一个闭的正方形系②，所谓依照维塔 利的意 义被职 所覆盖，乃指 
对于 E 中每一点，在职中存在一个面积可任意小的正方形覆盖此点.利用这个定 
义，把第三章§8中所述的定理搬到这里来就得到维塔利定理的两种形式. 

①这个性质在第三章§2定理4中用到. 

® 注意，我们时常假定所说的正方形，其边皆平行于坐标轴. 
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定理4 如果平面上的有界集 e 依照维塔利的意义被闭正方形系 im = {Q} 所 

覆盖，那么在朋中可以选取一列两两不相交的正方形 q 1 , q 2 , q 3 ,* - >其和集除了 
一个测度为0的集而外覆盖五，即 

DO 

QkQk， = 0(k 关 k’)，m E — ^ Qk = 0. 

. k=l . 

定理 5 在定理 4 的假定下，对于任一正数 e，on 中存在有限个两两不相交的 
正方形 QuQ 2 r -, Qn^t 

_ 

n 

E-J2Q k <e. 

- fc=i - 

至于在第三章§5中所述的测度关于运动是不变的性质，将它搬到多维空间上来 
有本质的困难.为此我们另辟一节讨论此事. 

§4. 可测性及测度对于运动的不变性 

定义1 设 M* = p(M) 是将平面 M 2 变为自身的一个单值映射.如果任何两 
点间的距离对于这个变换不变，即 

p [ ( f ( M )^( N )]= p ( M , N) i 

则称 AT = cp ( M ) 是一个运动. 

显然地，当 M / AT 时， < p ( M )4 ip ( N ), 所以运动的逆变换也是单值的. 

今设点 Pb(0,0)，A(l，0)，P 2 (0，l) 的像顺次为 PJ(a 0 , /3 0 ), Pi («i , A), P2 («2, /5 2 ). 
因为 p ( P 0 , Pi ) = l , p ( P 0 . P 2 ) = 1^( Pi ,P 2 ) = \/2, 所以 

(ai — olq ) 2 + ( 0 i — /5o) 2 = 1, (o；2 — ao) 2 + (/?2 — A)) 2 = 1, 

( a 2 - ai) 2 -h (/?2 - / 3 i ) 2 = 2 . 

将 0：2 — 与 /?2 — 改写为（叱 一 C^O) _ hi - Q：o) 与 （02 — /?0) _ (01 — A))， 那 
么从上面的式子，就得到 

( oc 2 — oio ) ( a \ — ao) + (02 — A)) (A — A)) = 0* 

注意到上面的式子，考虑行列式 

ai — ao /3i — A) 
u — , 

0^2 — O^q ^2 — Po 

其由“行乘以行”规则组成的 D 2 等于 


1 0 
0 1 
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故得卜1•① 

设 M { x , y ) 是平面上的任何一点，是它的像•将 p ( M ， P t ) 与 p ( AT , /^) 
(i = 0,1, 2) 对照，即得如下的三个 等式： 


x 2 + y 2 = ( x # - a 0 ) 2 + ( y * - ft ,) 2 , 

(工 一 l ) 2 + y 2 = ( x * - oti ) 2 + ( y * - 0 i ) 2 , 

x 2 + ( y - l ) 2 = ( x m - a 2 ) 2 + ( 〆 一 ( h ) 2 - 


从第一式减去第二式，第一式减去第三式各各得 


x - (ai ~ a 0 ) x ^ + (^1 - /3 0 )2/* + 71 ， 
y = ( a 2 - a 0 ) x ^ + (0 2 - Po ) y ^ +72, 


其中％与72乃是常数，其详细的表示式下文并不需要. 

现在要证明平面上任一点 Q ( X ^) 必定是某点 M { x , y ) 的像，实际上，置 


( 1 ) 


x = ( tt i — a o)^ + (Pi — AO" + 7i ， 

y = ( a 2 — Oto)\ + (^2 — Aj)M + 72- 



点 M ( x , y ) 的像 [ x \ y ^) 的坐标可由 （1) 式求得•因 （1) 的行列式 D / 0,所以其解 
且是唯 一 的.因此由 （2) 即得 X * = A , y * = fi y 就是说：此 ( x , y ) 的像就是 ( A , ( i ). 

因此我们得到，运动是使平面 R 2 变为自身的可逆的一对一的变换.显然，运动 
的逆变换也是运动.将像与原像的地位交换时，可见像的坐标用原像的坐标表示起 
来，应与 （1) 属于同一类型.因此就证明了. 


定理1 若= M •是 M ( x , y ) 经过某一运动所得的像，则必有 


x * = a\x -h b\y + ci ， 
y m = a2X + b2y + C2. 



其中行列式 


ai 


A = 

a 2 


bi 

62 


的绝对值 | A | = 1. 

①这是因为： d 与其转置 / r 相乘等于 d 2 , 而有 


⑶ 



D 2 = 


(ot\ - ao)(ai - ao) + (Pi - /3o)(i9i - /3o) (ori - ao)(«2 — «o) + (01 — 00)(132 - fh 、 
(Qf 2 - ao)(ai — ao) + (02 — Po)(0l — ^3o) (^2 ― CXo )((^2 — O ： o) + (/?2 — 00)(02 — Po) 



第5版校订者注. 
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定义 2 使 R 2 变 为自身的变换 M * = ^( M ) 且可由 （3) 表 示的称 为仿射变换. 
当行列式 （4) (称 为变换的行列式） 不等于 0 时，称 cp ( M ) 为非退化的. 

因此成立下面的定理. 

定理 2 运动是一种仿射变换，其变换的行列式 △ 的绝对值 | A | 等于 1®. 

定理 3 两个仿射变换的积仍是一个仿射变换，而其行列式是原来两个行列式 
的积. 

其证明很简单，读者可自行证之. 

定理 4 闭矩形 R { a ^ x ^ 3 , 经过下列四个仿射变换 

y = x y = y y = y + b y = ly 

中的任何一个变换后，就变成一个可测集 / r ， 其测度是 


mR* = A - mR, 


其中△表示相应的变换的行列式. 


事实上，经过变换⑴， （ m )，（ tv ) 所得的 / r 仍为矩形，各各可以表示 如下: 


⑴ 


7 ^ ^ S 

a ^ 0 


( HI ) 


a + a < x" 1 + a 

7 + 6 ^ t/ % < S + b 



ka ^ ^ k(3 

h 4 y’ ‘ a 


(最后一组不等式当 k > oRi > o 时才可写成这样，否则需改写.例如/： < 0,则第 
一 式即应改写为 k /3 < X * ( ka ). 

因此，定理对于变换（ I )，( III ), ( IV )是真的.定理屮成问题的是（ II ).首先我们注 
意到，此时的是由下式 


a < x’ - y 專 < /3 、 7 ^ ^ ^ 

所决定的. 

取 一 个自然数 n , 将 iT 分成 n 个部分 

iT = & + 5 2 + …+ 

①其逆不真.例如变换 a :* = 2 z ， y ， == 并非是运动.仿射变换 （3) 成为运动的必要且充分的 

条件是 

a 1 + = 1 , 61 + 62 = 1 > ai 6 i + a2&2 = 0 . 
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其中 S k (k 




1 , 2 , 


, n - l ) 由不等式 


a 彡 rr •一 y •彡 /?， 7 + -~~ -(^ 一 7) 彡 2 /丰 < 7 + -(^ - 7) 

n n 


所决定，而由不等式 


a < 〆 一 / 彡 0，7 + 


n — 1 


n 




所决定，显然，&之间两两不相交 

今定义矩形 C 4 及14 如下： 


U k 


U k 


^ k — 1 

a + 7 + 一（占 一 7 )彡 彡卢 + 7H - (<5 - 7 )， 

n n 


7 + -~-(^ - 7) < 2/* < 7 + -(^ - 7) 

n n 


Vk 


V k 


k — l k 

a 十 飞 _l - (J — 7) 彡 x* ^ /3 + 7 -1 -一 (5 — 7 )， 

n n 


7 + - ~ ^(占 - 7) 彡 2 /•彡 7 + - 7) 


n 


n 


则容易证明 


UkGSkd v k . 


因此， 


mUk ^ Tn m Sk ^ ^ mV*：, 


或 


P 




7 


将上面的不等式边边相加.并且顾到 


n 


n 


m 


_iT > y^m»5fc, ( ^m m Sk 9 


k=l 


k 


乃得 


(/?- a)(S - 7) - ^ ~ 7)2 < 彡 （0 —《)(占 一 7)【• ^ ~ ^ 



但因 n 是任意的，故由上式导出 


定理证毕. 


= m* R* = (/3 — a)(5 — 7 ) = mR. 


§4. 可测性及测度对于运动的不变性 
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定理5 设 G 是一有界开集，经过仿射变换 I ， II ， III，IV 中的任何一个变换后 
就变成一个可测集 G *， 其测度 






△I • mG ， 


其中 △ 表示相应的变换的行列式. 


事实上，因 △ # 0,所论变换 AT = cf ( M ) 都是非退化的仿射变换.每一个非退 
化的仿射变换一定是可逆单值的，可以使关系式 


OO 


M e E , Ac B , AB = 0, E 






k 


保持不变，即相应的是: 


AT e E \ C B \ A^B 




0, E 




A:=l 


除此而外，不难证得：凡有界集经过仿射变换后仍为有界集. 
设 G 是一有界 开集： 


G 


E 〜 


k 


其中都是闭正方形，且两两无共同内点.设对于 I 〜 IV 中某变换 R R k 之像 


分别为 ip ( G ) = G •与 if ( R k ) 


和，则 


G 




k 


因此， G * 亦为可测集，且 ® 


rnG m = mRk = | A | - mR ^ = | A | - mG 


k 


k 


定理证毕. 


定理 6 任何非退化的仿射变换 （3) 可由 I〜IV 四种简单的变换接连施行有限 


次而得. 


事实上，如果在变换 


x* = a\x 4 - biy + Ci 

y * = a 2 x + b 2 y + c 2 

® 正方形 Rfc 之间可能有公共的边,所以 Rl 之间是可能相交的.但是间的每一公共边是平 
行于坐标轴的直线段，所以其测度等于6,这些直线段都可设想是在某个矩形上面的.由定理4,乃 
知这种直线段的像的测度也是 0. 因此，纟之间的共同点所成之 集为一 测度为零的集，所以在计 
算 mG * 时可以忽略不计. 
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中，系数 a u a 2 M 中没有一个等于0,那么此变换可以由下列八个变换接连施行而 
得.这八个变换都是 I 〜 IV 中的 变换： 


X\ — a\X 

X 2 = 

+ Pi 

^3 

= V 2 

X 4 

△ 

= — 
ai&i 

yi = hy 

2/2 = 

y\ 

2/3 

=^2 

2/4 

a2 

= — 2/3 

ai 

X5 = x 4 + J/4 

Xq — 


X7 

= 2/6 


=X 7 + Ci 

2/5 = 2/4 

2/6 = 

^1 

—?/5 
«2 

2/7 

= x 6 

y* 

= 2/7 + C 2 


如果系数 a u a 2 M 有些是等于0的，则证明可以更简单些. 

定理 7 由非退化的仿射 变换， 把平面上的有界集 五 变到有界 集五' 它们的 
外测度间成立着如下的 关系： 

m*E* = |A|m • 五， 

其中 △ 表示所属变换的行列式. 

证明今先将 I ， II ， III , IV 中的任一简中•变换来讨论.设 e 是任一正数.对于 
有 界集芯 取有界开集 G ， 使 


G D E . mG < rrC E + e . 

设对于此变换，尽 G 之像分别为 E \ G \ 变换之行列式为 △, 则 


rn M ^ mG* = A| • mG < .A| * (m*E + e). 

由于 e 为任意的，乃得 


m m E ^ ^ | A | 

对于一般非退化的变换，这个关系式也是成立的，因为任何非退化的变换可以 
由陆续施行简单的变换而得，其变换行列式也就是诸简单变换行列式的乘积.所以 
一 般成立 


E " ^ | A | • E . 

又因非退化变换的逆变换也是非退化仿射 变换， 其行列式乃为 E * 经过逆变 
换就变成 E 将上述结果用到此逆变换上去，得 


mTE 彡 



从而得到所要证的结果. 
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我们还进一步注意到下面的简单 事实： 闭集经过仿射变换仍旧是闭集.由此不 
难证明. 

定理 8 如果非退化的仿射变换使有界集 E 变为 £；• 的话，其内测度之间有如 
下的 关系： 


m ^ E * — | A | - m , E , 

特别对于运动来说，得到下面的基本 结论： 

定理 9 有界集经过运动后，其内测度与外测度都不变.可测集经过运动后，仍 
为可测集，其测度不变. 

虽然这里仅就二维空间立论，但读者不难由此类推到更多维的空间上去，上面 
所得的种种结果都是成立的. • 

§5. 平面点集的测度与其截线的测度间的联系 

定义 设 E 是 一 平面点集，由点 { x y y ) 所组成.由满足 ( xo , y ) G E 的所有组 
成的 一 维集 E(xq) 称为以直线 re = 截 E 1 的截线. 


从关系式 

DO OC 

ACB , S = ^ E k , P =] jE k , R = A-B 



容易导出 

OC CXJ 

A{x) C B ( x ) } S(x) = ^2 E k { x ), P ( x ) = E k { x ), 

fc=l Ar=l 

R(X) = A(x) — B(x). 

若 F 是一闭集，则 F ( x ) 也是一 闭集. 又若 G 是一开集 ，则 G ( x ) 也是开集®. 
有界集的截 线亦为 有界集 （或是空 集). 

定理 1 设 E 是一平面上之一可测点集，尺含在开矩形 R(a < x < b, c < y < d) 

之中，则 

1) 几乎对于 （ a ,6) 中的所有点 x , E ( x ) 是一可测集. 

2) 凡 a : € ( a ,6) 使 E(x) 成一可测集的，记其全体为 △(mA = b — a ), 则函数 
mE(x) 在集 △ 上是一可测函数. 

3) E 的测度是 

rnE — I mE(x)dx. 

Ja 

®G(x) 应该 看作线性集. 
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证明 证明是由简入繁，逐步进行的. 

1. 设五是一闭矩形 Q(a ( x < 0 , 7彡2/彡6)，其中 a < a ^ 0 < b, c<j^S< 
d. 如果 x €( a , a )^ cx € _ ，则 Q(x) 为空集，因此是可测的，并且 mQ(x) = 0. t\\ 
果 a 彡 rr 彡/?，则 Q(x) = [ 7 ,礼因此 Q(x) 是可测的， mQ(x) = 5 — 7 . 此时，定理中之 
△ 即为全区间 （ a ，6)， 函数 mQ ( x ) 在 ( a ,6) 上是一阶梯函数，所以是可测的.最后， 

fb r0 r/3 

/ mQ(x)dx = / mQ(x)dx = / (S - ^)dx = (/? — a)(S — 7 ) = mQ. 

J a J a J a 

故当五 = Q 时定理成立. 

2 . 设五是一开集 G . 那么对于任何 a : € ( a ,6), G(x) 也是开集， G(x) 是可测的. 
此时 △ = ( a ,6). 如果将 G 表示为无共同内点的闭正方形 g *： 的 和集： 

OO 

k=l 

其中 Qfc = Qk(c^k 《 X d < 2/ < 心)•则 

OO 

G ( x ) = ^； Q fc ( x ). 

fc^=l 

如果 a : 与所有的 a fc ， 汍不同，那么 



mG { x ) 


^2rnQ k {x) 


k 


(*) 


事实上，不等式 

oc 

mG ( x ) ^ E mQk ( x ) 

fc=i 

的成立是很显然的.另一方面, Q k ( x ) 或为空集或为闭区间，且任何两个无共同内点. 
记 Qk ( x ) 的一切内点的全体为 U k ( x ); 那么当 Q k ( x ) 为空集时 U k { x ) 亦为空集，当 
Qk ( x ) 为闭区间时， U k { x ) 是由 Q k ( x ) 除去二个端点所得之区间.所以 mU k ( x ) = 

OO 

mQ k ( x ). G ( x ) D y ^ Ukjx ), 所以 

fc=l 


mG ( x ) ^ m Uk ( x ) 



因此证得 （*) 式. 

如果从 ( a , 6) 拿掉可数集 S = { a fc } + {凡}，那么在余集上， mG ( x ) 是收敛的可 
测函数级数之和，从而得到 mG ( x ) 在 ( a ,6)-5 上为可测，所以在 （ a ，6) 上可测 • 但 


§5. 平面点集的测度与其截线的测度间的联系 
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⑷是正项级数，所以可以逐项积分，又因在区间 （ a ，6) 上的积分与在 ( a , 6) _ S 上的 
积分一致，所以 



mG ( x)dx = 



因此当 E = G 时定理成立， 

3.设 E 是闭集则 F =及- G ， 其中 G 乃是 F 关于矩形丑的余集.等式 

F { x ) = R ( x ) - G ( x ) 


中三集都是可测集，所以 


rnF ( x ) — (d — c ) — mC ?( x )， 


而函数 mF ( x ) ft 



( a ,6) 上是可测的.将上式积分，得 



b 


b 


mF ( x)dx = (6 — a){d — c ) — / mG ( x)dx = mR — mG = mF . 


a 


a 


因此当时定理成立， 

4 .设五是一 型的集.则 E ( x ) 也是 A 型的集.因此 E ( x ) 对于 : c € ( a , 6) 都 
是可测集.设 E 是闭集 R 的 和集： 



E =少 1 + 步 2 + 步 3 + • • • • 

4-少2 + • • • + 少71 = ， 


那么我们可以将 E 表示为 


五= Fl +厂2 +厂3 + 


• • • 


， Fi C F 2 C F 3 C 


在这情形下， 


mE 


lim mFn 

n—oo 


mE ( x ) — lim mF n ( x ), 


所以 rrtE ( x ) 是一可测 函数. 由于 F n ( x ) 含在 ( c , d ) 之中，所以 mF n ( x ) < d - c •因 
此，积分手续与极限手续可以交换，而得 



6 


mE ( x)dx 


lim 


a 



6 


mF n ( x)dx = lim mF n 


mE 


a 


因此当 £ 是一& 型的集时定理成立. 
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设 E 是 Gs 型的集. 




是 R 型①的集.由于 E ( x ) 也是 Q 型 


的集，故 E ( x ) 对于： r G (a，6) 当然是可测集，并且 


mE ( x ) = d — c — mR ( x ). 


所以 mE ( x ) 是一可测函数，并且 



6 


mK { x)dx = (b — a)(d — c)- 


a 



b 


mB ( x)dx mR — rnB 




mE 


a 


因此当是一 型的集时定理成立. 


我们注意到，在上述种种情形下， △ = ( a , b ). 

6- 现在假设 E 是任 一 可测集.造一个型的集>1与一个型的集 B 使 


A c E C mA — mE — mB . 


我们不妨假定 BCR . 根据已经证明的事实，和 mSOr ) 在 （ a，6) 上都是 


可测函数，并且 


mE 



b 


mA ( x)dx = 


a 



b 


mB ( x ) dx . 


由于 


所以 


因此，由上述关于这些函数 


的积分等式 m^4(x) 与 m 5 (;r) 在 （u，b) i： 几乎处处相等 
今记# = (a, 6)，而令 


△0 




(^\ mA ( x ) 




X 


mB ( x )\ (771A0 




b 一 a). 


因为 mA ( x ) ^ m ^ E { x ) ^ m * E ( x ) ^ rriB ( x) y 所以当 x e A 0 H E { x ) 为可测，既 
然函数 mA ( x ) (a,6) 上为可测，在 A 0 上当然亦为可测，所以 mE ( x ) 在 A 0 上与 
mA { x ) —致，因而 mE ( x ) ft A 0 上是一可测函数 . €中的点 a: 使 E { x ) 为可测的，设 
其全体为△，则因此 ， mA = b ~ a 而函数 mE ( x ) (已知在上为可 
测）在 △ 上亦为可测.最后， 



mE ( x)dx — / mA { x)dx 
△ •^△0 



h 


mA ( x)dx 


mA = mR 


a 


因此本定理完全证毕. 


推论1 设£；为平面上测度为0的集，那么几乎所有它的截线亦是测度为0 


的集 • 


①事实上，设 £； = G n ， 则 /? 一 = I ； (fl - C ? n ) •但 R — G n = H • CGV CG n 是一闭集， i ? 是 

Fa 型的集.（因 rt 是_，可以表示为闭形的和 •） 因此 H - G ? n 是 fv 型的集，从而 ft - E 是 
Fa 型的集. 
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推论2 假如平面上的可测集五的几乎所有的截线是测度为0的集，则 m 五 




0 . 


如同本章中另外的结果一样，定理1亦可搬到多维空间 中去. 对于三维空间的 


情形我们给以简单的叙述. 


定义 


设五 是三维空间的点集，由三维空间的点 （ a :，2/，2) 所 组成. 那么满足 


6 E 的所有 ( y ， z ) 的全体称为以平面 x = xo 截的截面 • 

定理2 设 E 是三维空间中的可测集 ，五 含在平行六面体 R(a < x < b , c < 
y < d,e < z < f ) 之中，则 

1) 几乎对于 （ a ，6) 中的所有点 rc ， 平面点集 E ( x ) 是可测的， 


2 )凡 : r G ( a ， b ) 使 E ( x ) 为可测集的，记其全体为 




6— a ), 则函数 


在 △ 上为可测函数 • 

3) E 的测度是 


mE 





rnE ( x ) dx . 


第十二章多元可测函数及其积分 


§1. 可测函数、连续函数的拓广 

利用多维空间的可测集这一概念，就不难建立多元可测函数的理论.这个理论 
的基础就是下面的定义. 

定义设 M = ( A ，: c 2 ，... ，〜）是 n 维空间 IT 1 中之点， E 是 or 中之点集, 
/( M ) 是定义于 i ? 的函数 .若只 是可测的，且对于任意的实数 a ， 点集五 (/ > a ) 可 
测，则称 /( M ) 是在 E 上的可 测函数 • 

有了这个定义，于是用不着什么改变即可将第四章§§1，2, 3中所述的结果转移 
到多元的情形上来.但§1中的定理8的形式要变成 

定理 设 f ( M ) 是在闭的平行六面体上所定义的连续函教，那么 f ( M ) 是一可 
测函数. 

一般而言，对于一元函数的结果转移到多元函数时需将闭区间改写为闭的平行 
六面体.这样写起来的定理，其证明与第四章中所述的没有区別.除此而外，凡是在 
第四章根据§1定理8所讨论的结果也是成立的.因此成立下面的 引理： 

引理1 如果 /( M ) 是闭集 F 上定义的连续函数，那么对于任何实数 a , 集 
F (/彡 a ) 与 F (/ ^ a ) 都是闭集 • 

将第四章§4中所述的事情转移到多元函数上来是一件比较复杂的事情.在那一 
节中我们依靠引理2证明了博雷尔定理和卢津定理.但是那引理的证明基本上是单 
为一维空间而作的，所以现在不得不作一些变动. 
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引理 2 设 E 是 n 维空间中一个非空点集.设 M € R n , 今以 r ( M ) 表示 
点 M 与点集五的距离，即 r ( M ) = p ( M , E ), 则函教 r ( M ) 在全空间 3 T * 中是一连 
续函数. 

证明在空间中取二点 M 及 iV . 由点与点集间距离的定义，对于任意的 IE 数 
e ， 在 E 中可以找到点乂使 p { M , A ) < r ( M ) + e . 于是成立 

r 、 N )( p ( N , A ) < p ( N , M ) + p ( M ， A ) < p ( N , M ) -f r ( M ) + e . 

由于 e 是任意的，所以 

r ( N ) - r ( M ) ^ p ( N y M ). 

又因点 M 与 N 的地位是完全平等的，从而 

| r ( A ^)- r ( A /)|< p ( yV , M ), 

引理证毕. 

引理3 设 F u F 2 ,- - , F m 是两两无共同点的闭集.如果函数 vp ( M ) 定义于集 


F = Fi + ^ 2 + • • * + Fm 

上，而在每一集 Ffc 上取常数值，那么存在一个在全空间 3 T 上定义的连续函数 
当 AT e F 时, xp ( M ) = if ( M ), 且对于所有点 M e R n 成立 

min{v?(M)} ^ 7p(M) ^ max{ip(M)}. 

F F 


证明以 r k { M ) 表示点 M eR n 与点集 F k {k = 1，2，...， m ) 的 距离.由于八 
是一闭集，所以函数 r k ( M ) 仅在八中的点等于零. 

注意到此点以后，令 ^ p ( M ) 在集 F k 所取的值是作函数 t ^( M ) 如下： 当 
M eF 时令它等于而当 MGF 时则定义 

Ql . ^2 , 

綱= -^1.. 

r ,( M ) + r 2 ( M ) + ''' + Vj ^ T ) 

利用前一引理，不难证明，此函数 rP ( M ) 满足所要求的一切条件. 

现在我们要证明下面的定理，此定理相当于第四章§4的引理2,它自身也是有 
趣味的. 


定理 设少是 R n 中的一个闭集，而 v ?( M ) 是在点集步上定义的有界连续函 
数①. 那么在全空间 ST 中存在一个连续函数 祇 M ), 当 M e 少时 讽 M ) = 

一①为〒一般花起见厂我们乐未假设少为有界.当少为有界时，则由 WM ) 之连续性知 < p ( M ) 为 
有界，并且 WM ) 有最大值与最小值. 
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而对于所有点 M G M n 成立 

I 矽(则 < sup {| v ?( M )|}. 

<P 

证明① 置 ( po ( M ) = y ?( M ) 而设 

Aq = sup {| y ? 0 ( M )|}. 

引入集 

F _ = ^ ^ -夺)’ F + = ^ ^ ' 

则由引理1，这两个集都是闭集（并且其中一个可能是空集).根据引理3我们可以 
作函数 咖 ( M ), 在全空间中是连续的，在集 F 上等于 一令， 在集 F + 上等于 

令， 而对于所有的点从€ 成立 

_ 令 < #。(^0 < 令. 

作差函数 

(fii(M) = (po(M) - rp 0 (M ) 1 

它仅在集少上定义，并且在少上是一个有界连续函数.易知② 

^ l ( M )| ^ 誉力 0 . 

置 

M = sup {|^ i ( Af )|}. 

<P 

作函数使它与 a ( M ) 之关系正如 咖 ( M ) 与 vpo ( M ) 之关系一样.换言之， 

函数 MM ) 具有下列诸 性质： 它是在全空间上定义的连续函数,对于所有的 M 满 
足 

~~Y ^矽1(於)彡令， 

且当 M e 步 时满足 

我们并注意到：< ^ A 0 . 有了这个函数 ^ i ( M ) 以后，再设 

#2(^/) = — (M E 、 

① 这个证明是从 n . c . 亚历山德罗夫所著的《集与函数的汎论初阶》一书中摘来的 ( rocTex M 3 - 

AaT, 1948). 

② 事实上，如果 Af e 则 咖 ( M ) = ^ < ^ o ( M ) ^ 同样的事情对于 Af € F . 亦成立.如 

A 

果 Af € •，— ( F - + F +), 则 — 乂 < ^ o ( M ) 《冬及- ~ $ (< PoM ) ^ 

O O u o 
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如此手续继续进行，于是我们得到两列连续函数与仅在 
上定义而 MM ) 是在全空间]上定义的.这些函数列具有下面的种种性质： 


外 (M) 


外一 】（ M )- 也- HM ) (Me 


^ ^ k { M ) ^ 


2 


At 

T 


(Me R n )， 


\< Pk ( M ) - ^ - A k (Me ^). 


3 


此地， Afc 表示 


T {I ^ (M)I} 


而满足 4 a ： 彡 —Ajt 


1 


因而 



k 


Ao - 


做了所有这些以后，作无穷级数 


#o(M) + rp \{ M ) + 02(M) + 


• • • 


w 


此函数中每项是连续函数，并且，由于 \^ k ( M )\ ^ Q) 

因此，其和 xP ( M ) 是一个连续函数.这个函数就是所求的函数.事实上， 


A ) 

3 


，这个级数是一致收敛的 


Mm < £ Q) 

fc — 0 


k 


^0 

T 


乂 0 


剩下来所要证的是：当 M e 少时， 7 p ( M ) = if ( M ). 为此，首先注意到当 M e 少时 


寸 k [ M ) = v ? k ( A /) - v ? fc + i ( Af ), 

所以级数 （*) 的部分和 S P ( M ) =咖 (M) +如( 於） + • • . + %—认 M ) 当 A/ e 0时可以 
写为 


S P ( M ) = [^o(M)- ^i(M)] + [灼 (M) - p 2 (M)] + … 

+[丹- UM) - (^p(M)] = sp(M)- < p p ( M ), 


但因 


所以 


Iv ^ pWI ^ 




lim SJM ) = ip { M ) (Af G ^) 3 

p—oo 

此即表示：当 Af e 步时，嗲 (M) = ip { M ). 定理证毕. 

利用这个定理,我们已经毋需再加说明就可将第四章 §4 中所述的内容全部转移 
到多维空间上来®. 

①假如将卢津定理改写为 &弱的运式: “如果 /( M ) 是在可测集 E 上定义的一个几乎处处为有 

限的可测函数，那么对于任一正数 e ， 有如下的集 E . QE 与之对应使> m £ - e 且在^上 

/( M ) 是连续的”，那么它的证明不必应用本节之定理，只要用引理3就好了. 
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§2. 勒贝格积分及其几何意义 


在第五章及第六章中，除了第五章之§4及§5而外，讲到勒贝格积分的定义时 
并不限于一元 函数， 因此那边所讲的事情亦可转移到多维空间上来.可是在这里我 
们不预备 一一 细述.要指出的只有 一点， 那就是在 n 维空间中点集五上的积分，我 
们采用下列 记号： 



/( 工1，工2, 


.• , x n )dx\dx2 - • • dx n . 


下面将详述这种积分的几何意义. 

定义设 /( M ) = /(〜“，••.，〜）是在集 E(E c E n ) 上所定义的非负函数. 
S = !?(£*,/) 是 1 R 71 +1 中的如下的点 （ A ，: T2 , … ，: 的全体： 


( 工 1 ，工 2,… ，工 n) ^ E , 0 < Z 彡 /(X 1 ,X 2 , ••- ,X n ), 

则称5 = 3(芯，/)为函数 /( M ) 的下方图形.① 

不难看到，当 f ( x ) 是在闭区间 [ a ，6] 上所定义的连续非负函数时， f ( x ) 的下方 
图形是一曲边梯形，其上下两方各以曲线= /⑷与 a : 轴为界，左右两方各以直线 
a ； = a 与 a ： = b 为界.在此特殊情形下，大家都知道 

f f(x)dx 

J a 

就表示所述梯形的面积.我们将证明，在一般情形下，可以得到很类似的结果. 

引理 若尺 是空间 R n 中的一个可测点集，而函数 f ( M ) 在 E 中的所有点取 
正值/ I ，则其下方图形 S [ E 、 h ) SR n +1 中之一可测集，且 


mS ( E , h ) = hmE . 

这个引理是初等 定理： “圆柱体的体积等于底面积与高之积”的推广.我们为简 
单起见，仅就 n = 2时予以证明. 

如果五是 一 个矩形< x ^ 6 , c ^ y ^ d ), 则引理极为明显，因为 S { E , h ) 乃 
表示一个直角平行六面体 T(a ^ x ^ b,c ^ y ^ d } 0 ^ z ^ h ). 同样的 ，当万 是一个 
开的矩形时所述亦真.如果五是一个有界开集，则可表示为 

oo 

E = 〉: Qky 

Ar=l 


® 这个名词是在此首次引用的. 
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其中 Qfc 是两两无共同内点的闭正方形.那么 

oo 

S(E,h) = S(Qkyh). 

fc 二 1 

因此， 

OO oc 

m’S(E ， h)$J2 mS (Qk> 尺 ) =D h • mQk = h - mE. 

fc=i fc = l 

另一方面，如果是 & 的内点全体，则 

OC 

S(E ， h)Dj2s(U k ， h )， 

fc=i 

从而 

oo oo 

m^S{E,h) ^ ^mS{U ky 1i) = ^ h • rrtUk = h - mE, 

k^l fe=l 

于是当瓦为有界开集时引理已证毕.当 E 为有界闭集时，则由于 E 可以表示为 
- G ， 其中 H 为一开的矩形，而 G 为一有界开集，从而对于有界闭集时所述亦真. 
最后 ，设五 为任一可测集，对于任一正数 G 取闭集 F 及有界开集 G 使 


F (Z E C G y mF > mE — e y mG < mE + e . 

籲 


那么 


5 (F, h) C S(E, h) c S(G, h), 


从而由已证之事实，知 

h ， mF < m^S(E, h) ^ m’S(E ， h) ^ h - mG. 


因此， 

h(mE — e ) ^ m ^ S ( E ^ h ) ^ m ^ S ( E 1 h ) < h(mE + e ). 

由于 e 是任意的，引理证毕， 

定理 如果 f { M ) 是在集 E 上所定义的有界可测非负函数，则其下方图形 
S { EJ ) 为可测且 

mS { EJ )= [ f ( M ) dw . 

J E 

证明设 o 彡 /( M ) < A 将闭区间[0,4用点 


Zq = 0 < Z \ < 22 < … < = A 


细分，从而作勒贝格集 


= 芯(々 < /〈 2 ^十 1 ). 
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§3. 富比尼定理 

现在我们讨论将重积分化为简单积分的问题. 

引理 如果 f ( x , y ) 是在矩形 R { a^x ^ b , c^y ^ d ) 上定义的可测函数，那么 
几乎对于所有 a ； € [ a ,6], 这个函数当单独看作 2 /的函数时是在 [ c , d ] 上可测的. 

证明首先设 f ( x , y ) ft R 上有界.存在这样的连续函数列 g n ( x , y ) 使得在尺 
上几乎处处有 

lim g n ( x ， y ) = f ( x , y ). (1) 

n—^oo 

对于丑 中的点（: r ， i /) 但不满足 （1 ) 式的全体，记作五.因为= 0,所以（参考第 
十一章§5的推论 1) 几乎对于所有 : r e [ a ， 叫有 

mE ( x ) = 0, (2) 

其中 E ( x 0 ) 是直线 a : =吻截五的截线. 

设: r 是使 （2) 成立的 [ a ， b ] 中的点，如果 y e [ c , d ) - E ( ar )， 则 Orj ) G H - £；且 
成立⑴式.换言之，对于上述的: E ， 关系式⑴式在 [ c ， dl 上几乎处处成立，而因此 
/( x , y ) (对于这些 x ) 是 y 的可测函数- 

如果 /( x , y ) 不是有界的，那么可找到这样的有界可测函数列{/„&，2/)}，在 R 
上处处有 


lim f n ( x ， y ) = f { x } y ). 
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由已证事实，对于每一个 n ， 记 [ a ，6] 中这种点: u 的全体为其使 f n ( x ， y ) 不是 
[ c , rf ] 上的可测函数.则的测度为零.设 e = ei + e 2 + e 3 +… . 如果 ; c € [ a , 6 j - e , 
则所有 / n (： r ， 2 /) 在 [ c ， d ] 上可测.所以 f ( x ， y ) 亦然. 

定理1 ( G . 富比尼）设 /(: r ， y ) 是在矩形 R ( a ^ x ^ b lC ^ y ^ d ) 上所定义的 
可和函数，则 

1) 几乎对于所有的 a: e [a ， 6], 将 f ( x , y ) 看作单是 2 /的函数时乃为 [ c , d ] 上的可 
和函数. 

2) 设 A 表示这样的： r e [a,6] 的全体，其使 /(:r, 2 /) 在 [c,d] 上关于 y 是可和的 


(mA 


6 - a ), 则函数 



d 


f { x , y)dy 


C 


在 △ 上关于 z 是可和的. 

3) 成立下面的 式子： 


JJ f (^, y)dxdy 



dx 


A 



d 


f { x , y ) dy . 


R 


c 


证明 


先设 f ( x , y ) 是一有界的非负函数: 


0 ^ f { x y y ) ^ H . 


那么它的下方图形 A = 5(/2，/)是一^可测集，且 


mA = 


JJ /( x , y ) dxdy . 

R. 


设 △' 表示 [ a ，6] 中这样 x 的 全体： 其使 f(x ， y) & 为 y 的可测函数.根据引理， 
mA f = b- a . 因为对于任意的 a ：。 € [ a ， 礼集>1被平面^ = x 0 所截的截面 A(x 0 ) 就 
是函数 /( x 0 , y ) 的下方图形，所以（由§2的定理）对于 xeA f ^ A(x) 为可测且 

mA ( x ) = f /(X ， y ) dy . (3) 

J C 

另一方面，由第十一章 §5 的结果，记 [ a ,6 ] 中的: c 使 A ( x ) 为可测的全体为 
则 mA ( x ) ^ A f/ 上为可测及 


mA — I mA ( x ) dx . 

因为 ① C △"及 mV = mA 〃， 所以 mA ( x ) ft A ; 上为可测.所以在 ^ 上与 
mA ( x ) 一致的积分 （3) ，是 x 在 △/ 上可测且可和（由其有界性）的函数.此外 



® 可以证明，事实上 V = △〃. 
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还要指岀 的是： 有界函数 f ( x , y ) 看作单是 2 /的函数时当且仅当它是可测时才是可 


和，因此我们所引入的集 Y 与定理中所述的 △ 

理已经证明. 


致.于是当函数是有界非负时定 


其次，除去有界条件，光是假设 /( x 7 y ) > 0 .作“切断”函数 


fn ( x , y ) = 


f ( x , y ) ^ n , 
n , f ( x ， y )> n . 


那么 


JI y)dxdy 


lim / / f n ( x y y)dxdy 

l ^°° JJ 


R 


R 


把刚才证得的结果用到函数 / n ( x 7 y ) 上来.设表示这样的 


U ( x ， y ) 看作单是 2 /的函数时在 [ c，dj 上为可测，则 mA n 
在 An 上是可测的 ，且 


a ， 积分 


的全体：其使 


f n ( x , y)dy 



Jjfn ( x , y、dxdy 



dx 



fn ( x , y)dy 


R 


设 △* 




Ai A2A3 • • •, 则显然 77 lA * 


6 - a ， 且对于 x e △•， 所有 fn ( x , y ) 都是 


可测的 ®. 所以 f ( x ， y ) 亦然.此外， 


JJ f n { x , y)dxdy 



dx 



fn ( x ， y ) dy . 


R 


由于 


fi(x y y) ^ h{x,y) < ,3( 工， y ) 彡 


， lim f n ( x 9 y ) = f { x , y ). 


我们用莱维定理（对于固定的 : c G △*) 得 


lim 



fn [ x ， y)dy 



f ( x ， y ) dy , (x € A 1 ") 


并且顺便可以看到 A * 上作为 a : 的函数的积分 



f ( x , y)dy 


是可测的. 

由于 



fi { x y y)dy ^ 



f2 ( x ， y)dy ( 



f 3 ( x ， y)dy ( 


①看成 y 的 函数. 
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我们再用一次莱维定理，得 



于是，我们得到一个集 △• ，其测度 = 6 - a. 对于 A* 中任一点 a :， 函数 
f(x ， y) 是可测的，而积分 / f(x,y)dy 表示上所定义的一个可测函数，且 



因为上式左边的积分表 7K — 个有限数，所以积分 / f(x ， y)dy 不单表示 △* 上的 

J C 

可测函数并且是可和函数 . 又因可和函数几乎处处是有限的，所以积分 J d f(x,y)dy 

几乎对于中的所有 a: 是有限的 . 此乃表示，把函数 f(x,y) 看作 单是 ^ 的函数时， 
对于中儿乎所有的 : E ， 在 [c,d] 上是可和的.今以表示中这种 a; 的 全体 : 
V 的函数 /(X ， y) 在 [c, d] 上为可和 • 因 mA^ = mA ' 故得 




f(x ， y)dy. 


然后令 △ 是 [a,6] 中的这样的 : r 的全体 : y 的函数 f(x y y) ft [c,d] 上为可和.则 

C △ C [a ， 6j •由 m (△ — △**) = 0 ,知 



在 △ 上亦为可和.并且成立 




d 


dx f{x,y)dy 



dx 



d 


f{x,y)dy 


由是定理对于非负函数是真的 . 

最后，假设 f(x,y) 是一任意的可和函数.置 


U ( 工， y) = 


f /( 工， y ), 


/(x ， y) 彡 0, 

f(x,y) < 0: 





0 ， /( 工， 2/) 彡 0, 

—/ (工， 2/)， /( x , t /) < 0. 


那么 /+(x ， i /) 与 f_(x ， y) 都是可和的非负函数，所以可以应用已证的结果.记与 
△ 一为 [d ， 6] 中这样的 a; 的 全体： 当 : r e △+ 时， y 的函数 f + (x，yy 在 [c, d) 上是可和 
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的； 当 x e △-时， 2 /的函数 /-( a :， 2 /) 在 [ c ， d ] 上是可和的.那么 mA + 
且积分 d d 

乂 U(^,y)dy, J f- (x, y)dy 

依次在及△-上是可 和的： 




置 △ = △+△_，则 mA = 6- a . 将上面两式右边的积分都改为在 △ 上的积分， 
则关系式依然成立.然后作其差，即得 # 



最后注意： △ = AxA 2 中只含这样的点 x e [ a ，6]， 其使 f ( x ， y ) 看作 y 的函数时在 
[ c ， d ] 上是可和的，且凡 [ a , 6] 中具有最后所述性质的点; r 都属于 △. 

富比尼定理因此证毕， 


附注1•设 f ( x y y ) 的定义集不是一个矩形而是任一可 测集艮 那么应将五包 
含在一个矩形 i ? 之中，且令 /( x ) 在 R - E 上等于零，便将定理化为上述情形. 

2- 如果 f ( x ， y ) 是在矩形 R ( a ^ x ^ b , c ^ y ^ d ) 上的可测①及有界的函数，记 
[ a ,6] 中这样的: r 的全体为 = b ~ a ): 其使 f ( x 、 y )^ y 的可测函数，则在集 △ 
上积分 （3) 是 a : 的可测函数 ®. 


事实上，如果 f ( x ， y ) 为有界，那么 f ( x ， y ) 是可和的，此时所述情形含在定理1 
之中.如果 f ( x ， y ) 不是有界,那么引用 B . 莱维定理，将切断函数取极限即得所要的 

结果. 

用同样的证明方法可以将定理1拓广 如下： 


定理2 设 f { x u x 2 r - ，〜 ;2/1 ， 2/2,… , 2 /m) 是在 （n + m ) 维矩形 R n+m (ai ^ 
xi 彡 •… ， a n ^ ^ b n ;ci ^ yi 彡 di ， …， c m 《 y m ( dm ) 中所定义的 函数. 又设 


= (Cll ^ X \ < ， • • . ， fln < 工71 < 办 n); 

_ 丑 m (Cl < 3/l < ， • • • > ^ Vm ^ ) - 


那么： 

①并没有假定 /( x , y ) 为可和. 

® 积分 f ( x , y ) dy 可以在一个正测度的集上等于 + oo . 
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1) 对于几乎所有的点 ( 0 ^X 2 , … jX n ) € 函数 /( 心， rc 2 , … 、 x n \y u y 2 、 
在 iC 上是可和的 . 

2 ) 设 An 为 （ 1) 中所说的这些点 (mA n = mR f n ), 则积分 


， Vm) 



9 • 


J" f (*^1 j *^2? 


… ， Xn;2/l ， 2/2, … , ym)dy\ 


« 參奉 


dy 




在 An 上是可和的 . 

3 ) 成立下面的式子 




f ， • • • ，工 n ; yi ， • • • ， 


馨 《 • 



R 





• • 



dx\ • • • dx 





j f 、 工 u 


• ，工 n; 2/i ， • ♦ • ， ym)dy\ • • ’ dy 




△ 




§4. 积分次序的变更 


现在我们要将积分记号的涵义加以扩充.设 /( M ) 是在可测集 A 上所定义的可 
和函数.设£；是一如 F 的可 测集： Ed A, 


m(E — A) = 0, 


我们定义 



f(M)dw= / f(M)dw. 

E J A 


因此，对于一个积分，积分号下的函数不必在积分范围上全有意义，而只要在此 
范围上几乎处处有意义即可.根据这种扩充了的积分记号的意义，那么上面的富比尼 


定理中的公式可以简化为 


JJ f(x,y)dxdy 



b 


dx 


a 



d 


f(x ， y)dy 


R 


由于变量2：， 2/ 所处地位平等，故得下面的结果 •_ 


定理 


设 f{x,y) 是在 R(a ^ x ^ b,c ^ y ^ d) 上定义的可和函数，那么存 


在①两个累次积分 



b 


dx 


a 



d 


f(x,y)dy ， 


C 



d 


dy 


C 



b 


f(x } y)dx 1 


(木) 


a 


①此时是指积分记号的涵义已经 扩充： 里头一重积分在外边一重积分的积分范围中是儿乎处处 


存在的. 
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并且 



dx 



d 


f(x,y)dy 



d 


dy 



f ( x , y)dx 


所当注意的，是当 （*) 存在时， f ( x , y ) 在 R 上未必可和. 



例设 $ Q(-1 <工彡1，一1彡2/ < 1) 上定义 f ( x , y ) 如下： 当 x 2 + 2/2 〉 o 时 
f (工， y ) = ( 2：2 +〜 2 ) 2 ，,(0, 0) = 0. 若将两个变量工，2/中固定一个，则 f ( x , y ) 乃是另 
一变量的连续函数.所以 

广 1 xydy 

7- 1 (x 2 +y 2 ) 2 


对于[-1，+1]中的所有的: C 是存 在的. 由于被积函数是奇函数，所以积分之值等于 
零，由是， 




xydx 

(x 2 + y 2y 


= 0. 


可是 f ( x ， y ) 在 Q 上并非可和.因为如果 f ( x , y)ttQ 上可和，那么 f ( x ， y ) 在部 

分正方形 Q*(0 1,0 ^?/^ 1) 上亦应为 可和. 于是应用定理1，应该存在有限的 

积分 

Io dX Io ^ T ¥ Y dV ' 

但这句话不成立.因当: T # 0时， 


r xy 1 X 

Jo (X 2 y 2 y y = 2i ~ 2(x^ iy 

这个函数在 (0,1] 上并非为可和. 

在上面的例子中，虽然 f ( x , y ) 并非为可和，但是 （**) 式却是成立的①，一般地 
说，情况也可能不是这样. 


时 f (工， y ) 


例设 f ( x ， y ) 在0彡 a : 彡1，0彡彡1上如下 定义: /(0,0) = 0,当: r 2 +沪 > 0 

2 -y 2 


X 


(x2 + 抑， 


则 



① I\ M. 菲赫金哥尔茨在他的论文《一个无二重积分的二元函数》 （《Sur unc fonction de deux 

integrale double 》， Fund. Math, 6, 1924, 页数 30-36) 中举过一个例子，函数 f(x ， y) 


variables 


在 R ( a ^ x ^ b 7 c ^ y ^ d ) 上不可和，但等式 


如 f ( 工， y、dy = dy f(x,y)dx 

J P JQ JQ J P 

对于任何两可测集尸 C [a ， 6] 与 Q C [c } d] 成立 . 


事实上，当 : T / ( J 时, 


§4. 积分次序的变更 
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! ㈤ ， 


所以当 rr / O 时， 

/ f(x ， y)dy = - 2 -^— 2 = , 

Jo L 工 2 + y 2 J 0 x + 1 

从而可求出第一个累次积分的数值是 I 同理可得第二个累次积分的数值= 

所当注意的是：对符号不变的可测函数+会发生上面的情形，而有如下的定 4 理: 


定理 2 设 f ( x ， y ) 是在 i?(a ^ x ^ b . c ^ y ^ d ) 中所定义的非负可测函数•若 
在 （*) 式中有一个累次积分为有限①，那么 f ( x ， y)^R 中为可和， （*) 式中另外一个 
积分必存在且 （**) 式 成立. 


事实上，假设 （*) 式中第一个积分为有限，伹函数 f ( x ， y ) 在矩形 H 上的二重积 


分等于 + oo . 置 


fn [工， y ) = 



/( 工，2/)， 


f ( x , y ) ^ n y 
f ( x , y ) > n . 


那么 


而当 n 适当大时，乃有 


n ^Jffn^y)dx d y 



+ 00 , 



不过这种情形是不可能的，因为 f n ( x ， y ) 是可和的，且成立 



dx 


fn ( x ， y ) dy , 


而 f n ( x ， y ) ( f ( x , y ). 

定理证毕. 

推论 设 f [ x ， y ) 在 R(a ^ x ^ b . c ^ y ^ d ) 中为可测，且 




f [ x ， y )\ dy < + 00 , 


则 （*) 式中两个累次积分都存在且 (**) 式成立. 


① (*) 式中两个积分的存在（不是说有限!）从上节定理1后的附注2即可知道.因此公式（^) 
在没有约定积分 （*) 中的一个为有限的附带条件下也是成立的（但那时可能采取形式 +oc = + oo ). 


第十三章集函数及其在积分论中的应用 


§1. 绝对连续的集函数 

在本章中我们要将勒贝格不定积分的性质搬到多维空间 h 来.同前面一样，我们只就平面的 
情形加以讨论，但是其结论都可以推广到任意维空间中去. 

设 a 是一族点集 ： a = { e }. 假如对于 a 中每一个集 e ， 有一个数少 ( e ) 与之对应，那么称 
^( e ) 是在 a 上所定义的集函数.下面我们假设 a 是同一个开矩形 

R(xq < x < X } yo < y < Y ) 


中一切可测点集的全体.又设一切集函数的值少⑷都是有限的. 
如果对于不相交的任何两可测集 61 及 e 2 , ^( e ) 适合 


少 (ei + e 2) = ^( ci ) + 少 ( e 2) 


的话，则称 少 ( e ) 是 一可加 函数. 

不难看出，这样的函数具有如下性质 • 对于可加函数巧 e )， 当 e !, e 2 ,.. 
相交的可测集时，成立 



•， e n 是有限个两两不 


假如对于可数无穷个两两不相交的可测集 ei , e 2 , e 3 , 常成立 ® 



那么称 少 ( e ) 是一完全可加函數. 


◎此处假定所有的都含在 H 中，故其和集为有界可测集. 


§1. 绝对连续的集函数 
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如果集函数 4 >( e ) 的值随 e 之测度趋向于0而趋于0,则称 ^( e ) 为绝对连续，就是说，对于 
任一正数 e ， 有 S > 0 使当 me < 6时， |^( e )| < e , 那么称 < P ( e ) 是绝对 连续. 

绝对连续的集函数在测度为零的集上必取值零 ®. 

定理1 绝对连续的可加集函数是完全可加的. 


事实上，设6 1? 6 2 , 63 , 是一列两两不相交的可测集，则当 n — OO 时， 


从而 

但是 





n 

= ^( e k ) + 少 

fc=l 




由是即得证明. 

设>1是中的任意一个点集.如果可测集 E 满足下面两个条件: 


E D A y mE — m m A y 

那么称 £?为4的 一 个等测包 (M3MepnMan o6ojio^Ka，measurable hull)®. 

今后，不加特别说明时，假设等测包是含在只中的. 

引理 1 设 >4是尺中任一 点集， 4 >( e ) 是一绝对连续的可加集函教，那么对于乂的任意两 
个等测包五1及五2成立 

< P ( Ei ) =少(五 2). 

事实上 ，置 E 3 = 则 Ei D E 3 D A y 从而得到 mE x = mE 3 . 由于 m(Ei - J? 3 ) = 0知 

少 (£；!- 私 ） = 0.但 E != E 3 ^ (Ei - E 3 、， 故得 <^(Ei)= ^( E 3 ). 同理可得少(五 2) =少(芯 3). 

今后对于绝对连续的可加集函数少 (e), 我们以 < P { A ) 表示4的等测包所对应的函数值.在 
这个意义之下， 对于尺 中的非可测集 A 4>{ A ) 亦有了意义. 

设 M 是平面上任意一点，/I是一正数.今后对于以 M 为中心，各边平行于坐标轴，边长为 h 
的闭的正方形记以 Q ( M , h ). 

定义 设 ^(e) 是一 个集函数， M 是矩形 ft 中之一点.若有收敛于0的正数列 {/i n }， 使 

lim 靖 ③ = A (A 可以为 + oo 或 - oo) 

n—*oo 

则称 A 为少 (e) 在点 A/ 的一个对称导出数，记之以 A = Dm 少 (e). 

①设 eo 为空集，则对任一可加的集函数少 (e)， 必成立 ^(e 0 ) = 0. 

③在第十一章中曾证明过每一有界集必有等测包（甚至 Q 型的 集). 

③必须指出， i? 为一开矩形.当 /i 适当小时， Q ( M , h ) c rt , 此时少 [ Q(M，/i)j 有意义 • 
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利用波尔査诺与魏尔斯特拉斯定理，可知一切集函数在只中任一点有对称导出数. 

假如 4 >{ e ) 在一点 M 的一切对称导出数都相等，则称少 ( e ) 在点 Af 具有对称导数 D M ^>( e ), 
它等于所有对称导出数的共同值.少 ( e ) 在点 M 的对称导数亦可由极限 

h^O h 2 

定义.两个定义是等价的. 

现在我们要证明在本章中首要的引理. 

引理 2 设 0( e ) 是一个绝对连续的可加集函数 . 如果在 A{A c R ) 中每一点 M 至少存 
在一个如下的对称导出数 Dm ^(e): 

Dm 少 ( e ) 彡 g ， 

则 

^(>1) ^ q • rn A. 

证明 设 go < >0. 取 J 使当 me < 2<5时 \^( e )\ < e . 此地 不妨设 S < e . 又设 G 是 

一如下的开集 •. 

A. d G CZ R y uiG <c Ttx jA S- 
若 A / € j 则必有如下的数列 {/ in }： 

h n > 0, Q ( M y / in ) C (7, "n — 0 ， 

而 

lim - — - = 少 (e) > qo. 

n—^oo tly X 

我们可以不失一般性，假定对于所有的 n 成立 

Q ( M , h n ) C G ^[ Q ( M , h n )] > go • h 2 n . 

正方形列 Q ( M ， M 依照维塔利的意义榎盖了儿因此其中有如下的子列 Qi , Q 2 , Q 3 , --. 

wm ™ 

oc 

QiQk = 0 (i ^ A:), m A — > : Qk = 0. 

■ fc=l _ 

置 

oo 

s — y : Qk ， 

fc=i 

则 

oo oo 

少 ⑻ =L > (jo •mQk = Qo - rnS . 

kd 1 

但因 ZCS + M — S ), 所以 

A < m 5 + m(A 一 S ) = mS. 

另一方面，由于 S C G , 所以彡 mG. 于是 


m* A ^ mS ( mG < rrC A + S. 


⑷ 


§1. 绝对连续的集函数 
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m{G — S ) = mG — mS < 6. 

并且由 （*) 式导出 ： mS = m^A + 9£ j 其中0彡沒< 1. 

设芯是 A 的一个等测包，不妨假设 E C G . 那么 E - 5 五 C G — S 、 m{E - SE ) < 
6,\^( E - SE )\ < e . 因此， 

\< P { E )-4>( SE )\ < e ， 

但不等式 m(E — SE ) < 6 也表不 

mSE > mE 一 6 = m * A 一 8 > mG — 2(5 ^ mS — 2 d . 

因此 m (5 - SE ) < 28, 

1^(5) - HSE )\ < e . 

综上所述，乃得 

\< P ( E )- 少 (5)| <2 e , 

或是 

< P ( E ) > qomS — 2 e . 

即 

^( E ) > qo [ m m A + 0 e ] — 2 e . 

先令 e — 0,再令卯由 < P ( E )= < P ( A ) } 即得所要证明的事实. 

推论1 设 < P { e ) 是一绝对连续的可加集函数.假如4中每一点 M 至少有一个对称导出 
数 D M ^( e ): 

D M ^>{ e ) ^ p , 

则 

^( A ) ^ p - mM . 

事实上，如设 ( e ) =—少⑷，则对于4中每一点 M ， 存在这样的对称导出数 D m ^ i ( e ): 

Dm ( e ) ^ - p . 

由引理2,得 M ^) ^ - pm m A . 因之 ^( A ) ^ pm m A . 

推论2 设 < P ( e ) 是一绝对连续的可加集函数， p < q . 假如对于欠中每一点 M ， 有对称导 
出数步 ( e ) 及 DXf ^( e ) 满足 

D' m < P { e ) < p < q < Dm 少 ( e ), (*) 

则必 mA = 0- 

事实上，由引理 2 及推论1， 

4>( A ) ^ q * m * A , ^{ A ) ^ p - m •九 

因此， 

qrrC A < pm m A . 

此式仅当 mM = 0 时成立 • 故 m>l = 0. 
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定理2 •设 < P ( e ) 是一绝对连续的可加集函数，那么对于矩形中几乎所有的点，存在有 
限的对称导数 Dm ^( e ). 

事实上，若在点 M 对称的导数不存在，那么必有两个不相等的对称导出数及 

^ R 中无对称导数的点的全体为為则 




P 小 




其中乃表不使 （*) 式得到满足的 ft 中点 A / 的全体； 表不关于一切有理数对 ( p , q)(p < q ) 

的相加.依照引理2的推论2,每 -- 个 A p , q 的测度是 0. 故得 mA = 0. 

剩下来要证明 的是： 在具有正外测度的集合上导数 Dm He ) 不可能变为无穷大.假设 B 表 
示只中使 D M ^( e ) = +oo 的点 M 的全体，则由引理2,对于任意的 g 成立 


4>( B ) > q • m * B . 

从而得到 m m B = 0. 对于 D M < P { e ) = -oc 的 M 的全体，其外测度亦为零. 

定理 3 设 0( e ) 是一绝对连续的可加集函数•设 i ? 中对称导数 D M ^( e ) 存在的点 M 之 
全体为瓜，那么少 ( e ) 在 /io 上是一可测函数. 

证明作包含 H 的矩形 


尺1 ( 工0 — 1 < z<X + l，yo — 1 < 1/ < + !)• 


设 M e /?且0 < /i 彡 1， 则 Q ( M ,/ i ) c Ri . 今拓广少⑷的定义范围， 对于沁 中任一可测集 e ， 


定义 


少 (e) = < P { eR ) 


此新的集函数仍旧是绝对连续的可加函数. 
对于 /? o 中每一点 M ， 


Dm 少 (e) = lim n 2 <P 

n—^oo 



因此，只要能够证明，对于固定的 h (0 < h ^ 1), 函数少 [ Q(M，/i)j 在瓜上为可测就好了.实 
际上，我们只要证明这个函数在上为连续也就够了，因为由此可知函数在 H 上为可测，当然在 
Ro 上亦为可测. 

设 A/(a, b ) 与 AT( a + a，fc + /?) 是尺中的 两点. 为简单起见，设《彡0，0彡 0. 那么 

Q ( M ，/ i ) = Q^a — — 6 _ 会 < y < fc + 会)， 

/i) = Q (a + q — — ^x^a + or+—, b /3 — ^ y ^ b /3 . 

擎 

假如 a < /i 及 0 < /i, 则正方形 Q(A/，/i) 及 Q { N y h ) 有共同部分 T®, T 是由不等式 


T 



办 + 0 — I 彡 J / 彡 


® 读者最好画一个图，以作参考. 
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所决定的，它的测度是 

mT = (h — ot){h — ( 3 ). 

% 

又 

m [ Q ( M } h ) — T ] = m [ Q ( N , / i ) — T ] = ah + 0 h — q /3 < h(a + j 3 )• 

对于任意的正数 e ， 取正数使当 me < 5 时 ， I < f ( e ) I < e .取 a 及/?很小，使 h(a + ( 3 ) < S , 
则 

\^[ Q ( M , h )\- < P { T )\ < e , \< P [ Q ( N y h ))- < P { T )\< e , 

从而 . 

\ 4 >[ Q ( M , h )]~ ^[ Q ( N , h )]\ < 2 e . 

定理证毕. 

对称导数 Dm ^( e ) 不是在中处处有意义而仅在 H 中几乎处处有意义这件事实，是一不方 
便之处.为了避免此点，我们在 H 上定义如下的函数 p ( M ): 

(Dm ^(e), M € Ro } 
p ( M ) = { 

I 0 ， A/ G R 一 Ro. 

此地尺0,如上面所述，是只之一子集.在瓜中的任何点 ^( e ) 的对称导数 存在： 

定理4 函数 ifi ( M ) 在 R 中是可和的，并且对于 / i 中所有可测集 E ， 成立 

if ( M)dw — ^{ E ). 

证明设 E 是含在 H 中之可测集.又设中除去对称导数 D M < P ( e ) 不存在的点以及对 
称导数为无穷大的点，其余的一切点的全 体为克 那么 m(E - Z ) = 0. 因之， 



< P { E ) =步⑷ • 


设是乂之一子集，当 Af € 4+时满足 D M ^( e ) ^ 0;又设>1- = >4 — >1+ ( 在4-上， 
Dm^(c) <0). 那么少 (A) = ^(A+) + 少 (Z-), 

对于数列 

n 1 2 3 4 m 

1 » > 1 ? ) 
n n n n n 



ek = A 




n 


^ D m 少⑷ < 兰) 


一切集都是可测的，而且两两不相交，且 


(fc = 1，2,3, …）. 



因此， 


0( A +) = ^2 少 ( eO . 
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另一方面，函数 D M ^( e ) 在集上是可测且非负的，所以 



Dm ^>{e)dw — 



〜少⑷加① 


⑷ 


由平均值定理 


又由引理2及推论1， 


所以 


k — I f k 

mek ^ / DM^(e)dw < —mek 


n 



k ^ -me k ^ <P(e k ) ^ ^me k . 


少 ( e fc ) — 



Dm ^(e)dw 


^ 一 mek . 


由是， （*) 式的右边是一收敛级数,且有 


叫+) — 



Dm ^(e)dw 




me k 


— mA ^ 


因为 n 可以任意大，故 


< P ( A ^) 





Dm 4>(e)dw. 


对于乂-用类似的方法，可得关于的等式.由是， 



^(A) = f Dm 伞 (e)dw 

A 


从而 







D M ^( e)d 


因 E 特别可取为 K ， 故定理完全证毕. 


§2. 不定积分及其微分 

设 /( M ) 是在开矩形/ I 中所定义的可和函数.对于尺中每一可测集 e ， 定义 

少 ⑷=/ f(M)dw, 

那么我们得到一个在 R 的一切可测子集上定义的集函数.这个集函数称为 /( M ) 的不 定积分 .由 
勒贝格积分的性质，此集函数是绝对连续的可加函数.其逆亦成立，因由上节之定理4,知道一切 
绝对连续的可加集函数必定是函数 ^ p ( M ) 的不定积分.因此得到如下的定理. 

定理1 绝对连续的可加集函数的全体与可和函数之不定积分的全体重合. 

附注如果 ^( e ) 的定义集族 a ==不限于在某一固定的矩形以内，而是平面上一切可 
测集的全体，那么上节的所有结果仍然成立.这样就会得到下面的 结果: 一个绝对连续的可加集函 


® 要着重 指出： 在论述的此刻，我们还不能保证 （*) 式的左边与右边是有限的. 


§2. 不定积分及其微分 
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数 少⑷ 在平面上几乎处处①具有对称导数 D M ^( e ), 函数 D M ^{ e ) 在每一可测集 E 上为可测 
且成立 

^( E ) = I Dm < P ( e ) dw . 

J E 

与这件事情有关的自然要来定义 在全平面上给定的且对任一可测集为可和 的函数 /( M ) 的 
不定积分的 概念. 有了这个以后，我们可 以说： 每一个绝对连续的可加集函数就是它的对称导函数 
的不定积分.但是却不能说，每一个不定积分是绝对连续的集函数，即此时本节的定理1不成立. 
事实上，设（为简单起见，单就直线的情况来讨论） 

/( x ) = 0 (x < 1), 

f ( x ) — n (n 彡 x < n + 1), 

则 f ( x ) 在任何可测集 e 上是可和的，但是它的不定积分不是绝对连续的.为了避免这种麻烦起 
见，我们规定所考察的函数都在一个固定的矩形中定义. 

一个可和函数 /( M ) 唯一地定义一个不定积分.在某种意义下，其逆 亦真： 

定理 2 假如 /( Af ) 和 g { M ) 具有相同的不定积分，则 /( M ) 与 g { M ) 是等价的. 

事实上，对于所有可测集 e ( e 是含在一个指定的矩形尺之中的)，成立 

J f ( M)dw = J g ( M ) dw . 

特别对于 e = E ( f > g ), 

J [/( M ) - g { M)\dw = 0. 

从而（由第六章 §1 的定理 6) 得到 

mE(f > g ) ~ 0. 

同样可得 mE{f <^) = 0. 定理证毕. 

假设 /( M ) 是一个在 R 上的可和函数，少⑷是它的不定积分.作如下的函数在 少⑷ 
的对称导数 D M ^( e ) 存在的地方（在 i ? 中几乎处处成立)，令 v ?( M ) = Dm 少 ( e )， 而在中其余 
的地方令 < p ( M ) = 0. 于是由上节之定理4, 少⑷ 是函数 cp ( M ) 的不定积分.故 /( M ) 和 ^( M ) 
是等价的，由是得如下的 定理： 

定理3 可和函数的不定积分的对称导函数几乎处处等于此函数. 

对于点 Mj ， 如果满足 


㈣ 占 / 摩 。」_ -⑽夢 =°， 

则称 M 0 是可和函数 f ( M ) 的一个勒贝 格点. 


定理 4 设 /( A /) 是在矩形尺上所定义的可和函数，那么 ft 中几乎所有的点是 /( M ) 的 
勒贝格点， 


® 那就是说，每一可测集中，对称导数不存在的点之全体是一测度为零的集. 
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这个定理的证明与直线上的情形完全相仿.详细 地说： 对于任何一个有理数 r , 将上一定理用 
数 |/( M )- r | 上去. 那么对于中几乎所有的点成立 





|/( M ) — r\dw = |/( Afo ) - r \. 


Q(Mo^) 


对于 K 中之点不满足上式的，其全体成一测度为零的集，记为 A { r ). 作和集 

A = ^>l(r) + i?(|/| = +oo), 


其中5：表示对于所有有理数相加.那么显然有= 0. 

若 A / 0 不是 A 中之点，则 M 0 必为 /( M ) 的勒贝格点.事实上，对于 e > 0,选取 r 使 

|/( M 0 )- r |<|. (1) 

那么几乎处处①成立 

[/( M )- r |-|/( M )-/( M 0 )l <|. 

因此，当 Q ( Af 0 ，/ i ) Cfl 时， 








< 


£ 

3 


⑵ 


因为 MoeA } 所以对于此 e > 0,可以取 6 >0 使当0 < & < 时， 


h 2 



|/( M ) — r\dw - |/( Mo ) — r ) 


Q(M 0 t h) 


< 


£ 

3 


(3) 


由（1)，（2)，（3)，知当 0< h <(5 时， 


h ? 



|/( Af ) — f ( M 0 )\dw < e , 


Q(M 0 ,H) 


此即证明 M 0 是 /( M ) 的勒贝格点 • 


§3. 上述结果的推广 


在本节中我们证明在上面定理中的对称导函数，可用更广义的导函数来代替. 

设 M 是平面上的 一点, 职是一个可测集族，族中每一集都包含点 M . 如果在叨中有集，其 
直径小于任意小的数，那么称此集族职收缩②于点 M . 所谓 E 的直径 d £； 乃指 E 中任何二点 
的距离之上确界，即 


dE = snp { p { M , N )} {M e E,N e E ). 


设职为收缩于一点 M 的集族，假如对于 QJI 中任何一集 e 存在完全包含 e 的正方形 Q ( M , h ) 


适合 


h 2 a • me , 


® 确切地说,这个关系式对于所有点 Af 而 f ( M ) ^ oo 者为真. 
® 这种说法是在这里第一次被引用. 
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此处 a 是与 e 无关的数，那么称 OJI 是一个正则地收缩于 M 的集族.粗略地说 ：当亦 正则地收 
缩于 m 时，那么在 an 中没有太“扁”的集. 

今设 an 是具有正测度的可测集的集族，收缩于-点 M . 设 ^( e ) 是-集 函数.假使极限（有 
限或无穷） 

△ M 少⑷ = lim — e - (e € 9JI) 

dtt^o me 

存在， 则称此极限为 ^( e ) 关于集族职在点 Af 的导數. 


定理 1 设 0( e ) 是一绝对连续的可加集函数，则在基本矩形尺中几乎所有的点 M , 存在 
这个函教关于任意正则收缩于点 M 的集族的导数 Am 伞 ( e )， 并且该导数的值与集族的选择无关. 
对于含在 H 中的任意可测集芯，成立① 



证明 函数 <P(e) 是可加的且是绝对连续的,所以是某一可和函数 /( M ) 的不定积分 . 中 
几乎所有的点是 /( M ) 的勒贝格点.设 M 0 是 /( M ) 的一个勒贝格点.我们要证明：对于任一正 
则收缩于的集族，导数 Am 。 少⑷必存在且等于 /( Mo ): 

AM 0 ^( e ) = /( M 0 ). 

这个式子证明后，定理也就得到了证明. 

设职=是正则收缩于 Mo 的任意-个集族.那么对于族中每一个集 e , 有正方形 
Q(Mo 1 h) D e ， 且 

h 2 ( ame. 




少⑷ 


me 


-/(M 0 ) 





f{M)d 


/( Mo ), 


厂 


故 


He) 


me 


一 /( Mo ) 




me 



\f(M) - f(M 0 )\dw 


e 


由于 Q ( Mo ,/ i ) De , 所以 



e 



|/( Af ) — f(M 0 )\dw^ I |/( M ) - f(M 0 )\dw, 

Q(M 0 ， h) 


从而得到 


少 ( e ) 


一 /( Mo ) 




h 2 





Q(Mo ， h) 


当 de — 0 时 ， /i — 0,又因 Mo 是 f(M) 的一个勒贝格点，当 /i — ◦ 时最后一个积分趋向 


于 0. 因此得到 


lim = /( Mo ) 


0 me 


定理已证毕.需要指出的是，如果将集族的正则收缩性除去，那么所述不真 


① Am 々( e ) 在 E 中并不处处有定义，只是几乎处处有定义.因此式子/ 的意义应 

JE 

理解为 f A M ^(e)dw } 其中£ 0 是使 A M <P(e) 有定义的子集. 

JEq 
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最后，我们要从上面的结果来导出第九章中关于一元函数的几个著名定理. 

设/(0是区间 （ a ，6) 上的可和函数.集函数 

He ) = f f { t ) dt , [e C ( a , 6)1 

J e 

是 / ⑷的不定积分.几乎对于所有的点 X ， ^( e ) 关于任何一个正则收缩于 X 之集族的导数等于 
f ⑷.如果特别取集族为 [ x,x + Ax ] (此时 a == 2, 乂 x 为区间的端点)，置 

( p { x ) = f f ( t)dt 

J a 

时， 

+ Ax ]) _ ip{x + Ax ) — < p ( x ) 
m [ x , x + Ax ] Ax ’ 

即知 A x ^( e ) 就是 ^ p ( x ) 在点: r 的通常导数. 

于是重新又得到第九章中 §4 的定理 2. 为了要证明在该节中所述之定理3,我们先叙述下面 
的 

定理 2 设 (P(x) 是 [ a ， b ] 上的绝对连续函数，那么存在着绝对连续的可加集函數 0( e )， 在 
[ a ,6] 中的一切可测集上定义且适合 


少 （ [a ， x]) = <p(x) — (f(a). 


我们这里仅将证明此定理的大概情形叙述一下,详细的讨论让读者自己去做. 

因为绝对连续的点函数是两个绝对连续的增函数之差.所以不失一般性可以假定 if ( x ) 是一 
单调增的绝对连续函数. 

设 a 彡 a 彡0彡 fc •以△表示四个区间 [ a ，/?]，（ a ，/3)，[ a ，/3)，（ a ，/3] 中的任何一个，而定义 

^(△) = < p ( p ) - 咖). 

于是函数伞⑷对于含在 [ a , b ] 中的 任何一 个区间都有了意义，我们现在要对于 e C Mj 之 
任一可测集 e 来定义少 ( e ). —看就会注意到这个问题与第三章中所述的可测集的测度问题颇为 
相似.这就启示了我们可以用相似的方法来解决此地的问题.事实上，设 G 是含在 [ a , 6] 中的一 
个开集，置 

oo 

HG ) = Y , 巧△&)， 

k—\ 

其中是 G 的构成 区间. 不难 得到： 当 C G 2 时， < f ( Gi ) ^少 ( G 2); 当 GiG 2 = 0时 

- I - G 2 ) = ^( Gi ) + ^( G 2 ). 所以 ^( Gi + G 2 )^ ^( Gi ) + < P ( G 2 ). 这些事情，可参考第三章 

的 §1. 

由 < p ( x ) 的绝对连续性，不难得到 

lira ^(G) =0. (*) 

设五是 [ a , 6] 中的任一可测集，我们可以不顾 a , 6二点而来考虑 ( a ,6) 中所有可能包含 E 
的开集 G . 定义 


< P ( E ) = inf {$( G )}， 
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这就是所要的函数.事实上，这个函数的绝对连续性完全由 （*) 式可以得到.问题是要证明 <P{e) 
的可加性.函数少⑷与集 e 的外测度颇为相似，所以如同证明第三章中§3之定理5 —般，可以 
得到 

籲 

少 (ei + e 2 ) < ^( ei ) + 少 ( e 2 ). 

另一方面，如果朽和 F 2 是两个没有共同点的闭集,那么根据隔离性定理，如同第三章§2之 
定理6的证明 一般， 我们可以证明 

此地我们必须要说明 4>( E ) 与集 E 的内测度也是相似的. 

设五 是任一可测集 ， F 为其闭子集，则 < P ( F ) ^ ^( E ). 

另一方面，对于任一正数 e ， 有正数(5,当 me < 6时 ^( e ) < 注意到此事以后，那么对于 

任意的可测集五及 e > 0,先取如上述的5>0,然后作闭集 F C E ， 使 mF > rn 五- 5. 

因五 = F + (五 一 F ), 故 

0{ E ) ^ <?( F ) + < P { E - F ). 

但 m{E - F ) < <5,故 ^{E - F )< e . 因此， 

4>{ E ) < 0( F ) + e . 

此即表示 

^) = sup{^(F)}, 

其中 F 是含在 E 中的任意可能的闭集，因而证得少 ( i ?) 与 E 的内测度实际上是相似的.由于这 
个相似性,仿照第三章§3定理6详细证明，知当 eie 2 = 0时， 

4 >(ei -f e 2 ) ^ 少 ( ei ) + ^>( e 2 ), 

由此不等式及上面已经得到的相反的不等式，得到函数少 ( e ) 的可加性.定理因此证毕. 

现在我们已经不难证明第九章§4的定理3 了.为此照刚才指出的构造 0( e )， 这个函数就是 
它的导函数的不定 积分： 

^(e) = f f ( t)dt • 

J e 

特别取 e = [ H 】， 则得 ^ 

< p ( x ) = ( fi ( a ) + [ f ( t ) dt , 


此式与所述定理是等价的. 



第十四章超限数 


§1. 有序集、序型 

从第三章起，我们几乎专门讨论函数的“度量性”理论，其中主要的是拿点集的测度论作为基 
础.对于这个理论来说，只要有本书开头两章中所叙述的关于点集论的一些简单知识也就足够了. 
为了要详谈函数的“描述性”理论的某些问题，我们必须将点集论的知识加以补充，因此有本章之 
设. 

在第一章中所讲到的集，并不涉及其元素间的次序.在 本章， 恰恰相反，把集里元素间的次序 
当作主要问题. 

定义1 对于集 A ， 如果可以指出一种规则 a 使得 A 中不同的任意两个元素 a 与6可以 
排一种先后的次序，并且满足下列两 条件： 

(1) 若 a 在6之先时，则6不在 a 之先； 

(2) 若 a 在之先，6在 c 之先，则 a 在 c 之先， 

称这种集4为有序集. • 

如果 a 在 fe 之先，则称 b 在 a 之后.以记号 

a b , b y a 


记之 • 

在定义中所说的规则 & 称为次序规则.讲到有序集4必定要问它的次序规则一并考虑.今 
设有二集 

A = { a , 6, c }, B = {6, c , a } 

其次序规则是依 { 丨屮所写的那样，那么 A 与 fi 是两个不同的有序集. 

与这事有联系的，就是“有序集的子集”这一名词有其特殊的用法.设乂为一有序集， S 为 
其子集，则 S 中任何二元素在 A 中有其固定的先后次序，今后我们理解这二元素在石中亦有与 
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在 >4中同样的次序.显然，这种规定就成了 B 的次序规则. 

因此，当我们称 B 是有序集>1的子集时，那么 B —定是有序集，所有月的元素都属于 A ， 
而且这些元素在4中与在 B 中有相同的次序. 

例如，设 

A = { a , b , c }, B — { a , 6}, C — {6, a }, 

则 B 是 4 的子集，而 C 不是. 

下面是几个有序集的例子. 

1. 设 A 是实数集.对于4中任何二数，令较小者在先，于是决定了 A 的次序规则.称此种 
次序为 自然的 次序. 

2. 如果对于实数集，作与上相反的次序，令其大的数居先，亦得一次序规则.例如自然数的全 
体依照这个次序规则，得到如下的有 序集： 

{…，5, 4, 3, 2, 1}. 

3. 由 n 个元素所成之有限集可以有 n ! 种不同的次序规则. 

4. 每•个自然数 n 可以唯一地写成如下的 形式： 

n = 2 k (2 m +1) (fc = 0,1，2, • •. ； m = 0,1，2, .. • 

我们现在给以如下的规定：对于数 n = 2 k (2 m + 1) 及 Y = 2 k ， (2 m , + 1), 当 fc < fc ' 或是 
= fc'，m < 时，规定 n 居 Y 之先.用这种次序规则，可将自然数集给以下列次序： 

1，3，5，7，9,… 

2，6, 10, 14, 18，-" 

4, 12, 20, 28, 36,… 


不同两行的元素，上面的行居先，而在同一行中的元索，则以自然次序为 次序. 例如 

7 X 2， 18 ^ 12, 28 — 36. 


5. 复数可以唯一地写成 


z = r(cos cp i sin ^p) (r > 0, 0 彡 p < 2 丌） 

r 是模数是辐 角①. 我们 规定： 两个复数，模数较小者居先，模数相同时辐角较小者居先.由 
是，对于复数全体决定了次序规则. 

假设 A 是一个有序集， aeA . 如果在 a 之先没有>1的其他元素，则称 a 是4的 首元素 .相 
似地可以定义末 元素的 概念. 又若 A 中三元素满足 a < 、 c , 则称 b 居 a 与 c 之间. 

定义2 设 A 与 B 是两个有序集,两者之间存在如下的 一一 对应分使得当 a , a ' € a < Y 
时，有少 (a) < 那么称 少为使 A 与 B 彼此成叠合的对应 •⑦ 

① 对于 z = 0,规定 = 0. 

② 此处“称 # 为使力与 S 彼此成普合的对应” 原文是 ： “cooTBeTCTBue 4 Ha 3 biBaeTCH Hajiowe - 

HHeM MHOHcecTB A n B Jipyr Ha Apyra”. 其中 Hajio>KeHMe 作为动名词有“放在 . 上面”之 

意，姑且改译为“叠合”以表示不仅是 一一 对应，而且是保持次序的： 一一 第 5 版校订者注 • 




换言之，两个有序集的叠合对应不打乱元素间的次序. 

定义3如果两个有序集 A 7 B 间存在着彼此释合的对应，则称4与 S 是 彼此相 似的. 

记作 

A ^ 13. 

定理 1 如果有序集是彼此相似的，那么它们是对等的 ， 

因为由定义，相似两集间存在着 一一 对应. 

容易看到，对于有限集，上述定理是可逆的. 

定理 2 设 A 与 B 是两个有限的有序集，则当4与月的元素个数相同时，两集是彼此相 

似的. 

为了证明本定理，我们先证下面的引理. 

引理 若4是一有限的有序集，则必有首元素. 

事实上，任取4中一个元素 a ， 如果它已经是首元素，则不必再证明了.如果不是，那么乂中 

必有元素6居 a 之先. 如果6是>1的首元素，则证明已毕.否则4中又有元索 c 居6之先.这 

样的手续只能继续进行有限次，则必定得到 >4的首元素，因为从有限集中分出无穷多个不同元素 
是不可能的. 

推论 设欠是一有限的有序集，由 n 个元素所组成，那么它的元素可以编号成如下的 次序: 

o-i 〆 勿❼ —（• • • a n , 

事实上，取 4 的首元素为 ai ，取4 - { ai } 的首元素为 a 2 , 如此继续做去，就得到 ai x a 2 

至此，定理2的成立甚为显然.如果4和 B 都是由 n 个元素所成的有限有序集，由上述，可 
以将 A B 中一切元素编号.令同号的元素相对应即得. 

对于无穷集，定理1之逆不真.例如 

>4 = {1,2,3,.- }, B = ,3,2,1} 

则/与 B 是对等的两集（它们具有完全相同的元素).但是它们不是相似的，因为4有首元素而 
B 没有，而在叠合对应中，首元素一定对应首元素. 

定理3 设 A ， B ， C 是三个有序集，则 

(1) A A . 

(2) 如果4 t B ， 则 B ^ A . 

(3) 如果 A = B，B t C ， 则 A - C . 

证明留给读者. 

从前我们从两集对等的概念导入“势”的定义.现在我们利用相似的概念来定义有序集的 
序型. 

定义 4 将一切有序集给以如下的 分类： 相似的两集厲于同一类.不相似的两集，不属于同 
-类 • 对于每一类的有序集使其对应着一个记号,称之为该类中任何一集的 序型. 
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我们记有序集 A 的序型为 X 两个相似的集4和 B ， 具有同一的 序型: 

A — 


有同一序型 a 的所有集具有相同的势，记此势为 75. 则当7 = a 时，頁=石. 

若 a = 0则石=/3.但其逆是不真的. 

对于一些时常遇到的序型，有通行的 记号： 

例如，有序集 

^ = {1,2, ••- , n } 

(凡是由 n 个元素所组成的有序集均同此）的序型即以 n 记之.于此，记号 n 是乂 的势，也是 A 
的序型.这种记号意义的双重性不会产生什么不方便之处. 

空集与单元素集看作有序集时，它的序型分别记作0与 1. 

一切自然数所成之集，以自然次序做次 序时： 

N = {1 ， 2,3，〜} 


记其序型为 a;，N = u ;. 

一 切自然数所成之集，排成与自然次序相反的次 序时： 

PT = {••• ,4,3,2, 1} 


记其序型为 aA 

显然的，= iJ ， 但是 a ; •一 a ;. 

—般地说，设4是一个次序规则为 w 的有序集，则以同样的元素可以另作一个有序集 
其次序规则 〆 恰好与 V ：相反.就 是说： 对于 a e 6 e A ， 依照 W 是 a 时，则依照 〆 是 
ayb . 如果>1的序贺为 a ， 则记之序型为 a ' 

容易 明白： ( a *)* = a . 有限集的序型 n ， 满足等式 f = n . 

一 切整数的全体依照自然次序为次 序时： 

{…，一3, 一 2, 一 1，0,1，2, … } 


记其序型为 7T. 显然的是： 7T_ = 7T. 

有理数的全体 Q ， 以自然次序为次序规则，记其序型为 T ? .则 < = 7?. 

最后，对于实数的全体 R ， 给它自然次序时，记其序型为 A , 则 A _ = A 易见任何一个开区间 ® 
(不是闭区间!）的序型也是 A ， 因为对于区间 ( a ,6) = { x } 与实数集 R = 可作如下的对应 


这是一个相似对应. 


y = tan 


(2 x — a — b)n 
2(6 — a) 


定理 4 对于任何可数的有序集在以自然次序为次序的有理数的全体 ( Q 中可以选出一 
个子集 Qo ⑦使 C ? o 与 Z 相似 • 


①我们假定区间的数是以自然次序为次序的. 

©对于数集 Qo , 也以自然次序为次序，如同在 Q 中一样. 
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证明将可数集 >4与 Q 给以 编号： 

A = { ai , a 2 , a 3 , … }; Q = { n ， r 2 , r 3 , • • • }. 

当然，这种编号与元素的次序是没有关系的（因为 Q 中没有首元素，所以不可能将 Q 的元素 
编号而使 7*1 -< T2 -< • * •) - 

置叫= 1. 然后在 Q 中取元素 r „ 2 使它具有下面两个性质： 1) r n 2 与 r ni 之次序关系和 ai 
与 （ 22 之次序关系相似（即当 a2 卜 ai 时，取 r „ 2 > ;当 a 2 < ai 时，取7*„ 2 < r ni ). 2) 满足 
性质 1) 的诸元素中， r n 2 具有最小的下标.由于 Q 无首元素亦无末元素，所以满足 1) 与 2) 两个 
性质的 r „ 2 是一定存在的. 

闵为 Q 中任何两个元素之间必有元素介乎其间，并且既无首元素亦无末元素，所以在 Q 
中一定存在元素 r n 3 ，使与及 r „ 2 间之次序关系同 a 3 与⑴及 a 2 间之次序关系相似. 
并且我们可以假设是下标为最小的这种元素. 

这种手续继续施行无穷回，乃得 Q 中之元素列 


r ni ) # ri 2 ) 9 113 y 

即为我们所需求的 Q 。 （须注意 的是： 所谓 {r nk } 中元素间的相互次序乃是指大小的次序而并非 
是下标间的次序). 

所证的定理 表示： 序型为 r ? 的集含有一个任意序型 a 而势为 a 的子集. 

定义5 设4是一有序集, ae A . A 中居元素 a 之先的所有元素的全体,称为由元素 a 截 

A 的初始段① ，以记之. 

要注意的是： 7 UM a 并不属于 A a . 如果 a 是4的首元素，则为空集.有序集4的初始 
段是4的有序子集. 

设 a e >1，又为由 a 截 >4的初始段.设4的元素 a ' 居元素 a 之先，那么 A 及 >4 a 被 
a 1 截下的初始段是相 同的： 

秦 

/l a ’ = (■/ia)a , ， 

因此，有序集的任何二初始段，其中有一初始段是他初始段的初始段.所以如果对于一个有序集的 
一切初始段，称之为//，可以给它如下的次序规 则：当 C 时，或者说 a ' 4 a 时，称居 
A a 之先.由是可知下列定理是真的. 

定理5 有序集乂的一切初始段的全体 // 与 A 相似. 


事实上，令 a 与 A a 对应即得. 

例如 A = { a ，6， c } 则// = {0，{ a }，{ a , 6}}. 此二集之序型都是 3. 

最后，我们要讲序型的和运算. 

设 L = 是一个有序集.又设对于每一个 A G L ， 有- -个有序集与之对应，并且任何 
两个是不相交的.在此情形下我们可以给和集 

5 = E A a 


①在《数学名词》及一些词汇类的书上，是如此定名的（对应英文为 initial segment). 此处俄文 

原文为 - 4 Ha 3 hiBaeTCH OTpe 3 KOM, OTcenaeMhiM ^jieMeHTOM a ot MHO>KecTBa A 7 . - ——第 5 版校 

订者注. 
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以一种次序 规则： 设 a 及 Y 是 S 中的两个元素，必然 

a € A 入， a 6 A\>, 

当入4 Y (在集 L 中）时或当 A = A' 而在 A a 中 a < a' 时，规定 a X a' (在集 S 中).如此得到 
一个有序集以后凡讲到有序集的有序和集即据此义. 

由上所述， A + B 与 B A 是两个不同的有序集. 

今设 L = {A} 是一个有 序集. 对于每一个 A 对应一个序型 ou. 对于每一 A 取一个序型为 
olx 的集 4 a ， 又假设这些集之间两两不相交,作和集 

s — ^2 力入. 

X£L 

如前所述， S 是一个有序集.称其序型为诸序型 {a A } 之和， i 己作 

L* 

容易看到，这个定义与之取法无关而仅与序型有关. 

在简单的情形下，被加项的次序由其写法自明. 

例 1) 2 + 3 = 5,因为当 A = 2, 5 = 3时 ， ATB = 5 . 一般地说，对于有限个有限集的和 
集，序型的新定义与平常和的意义是一致的. 

2) 1+a; = u;. 事实上，序型是1 + a; 的集，其形式是 


{ a ，6 i ， &2，&3,…}， 


它的序型是 0；. 


3) 可是 a ; + 1 / a ;. 


因为序型是 U； + 1的集，其形式是 


{6 i ， b 2,63，"-; a }， 


这是有末元素的集.用此方法易知1 + u; / u; + 1，所以序型的加法是不服从交换律的. 

4 ) U； m + CJ — 7 T . 但是 CJ * + CJ ^ CJ -r CJ m . 

5) 1 + A + 1乃是闭区间 [a,6] 的 序型. 


§2. 良序集 

定义假如有序集4的任何不空的子集必有首元素，称 A 是一良 序集. 

此外，我们规定空集也是良序集. 

定理 1 凡有限的有序集是良序集. 

事实上，每一个不空的子集是有限集，又由§1的引理，有限集必有首元素.所以定理成立. 
其他如 

N= {1,2,3,---} (N = w) 

M = {1, 3,5, 7, ••- ; 2,4,6,8, ... } (M = u; + a») 



都是良序集的例子. 

今证 N 是一良 序集： 设 TV •是 N 的不空子集.在 TV 中任取一个元素 n . 如果 n 是 AT 之 
首元素，则不必证明，否则因集① ! TN n 是一个不空的有限集，它必有首元素 n 0; no 即为 AT 的 
首元素. 

可是，有序集 

L = { • - ,4,3,2, 1} 

并不是良序集. 

由定义，得到如下的定理. 

定理2 1) 良序集的子集是良序集. 

2) 不空的良序集必有首元素. 

3) 两个相似的有序集中，有一个是良序集的话，其他一个也是良序集. 

4) 良序集除了末元素而外（假如有末元素的话)，每元素之后必有元素紧随其后. 

5) 在良序集中不能选取一个如下的无限单调减少元素列 

ai y a2 a，3 " ( 1 ) 

所要证的只是 5). 如果存在元素列如 （1) 式，那么它是良序集的不空子集，应当有首元索，但 
因 a n+1 ^ a n > 所以任何元素都不是首元素. 

下面的定理，在良序集理论中具有主要的作用. 

定理3 设 >4是一良序集，是 d 的子集（可以是本身）.那么像下面这种 A 与 A * 间的 
叠合对应⑦是不存在的：力的元素 a ， 对应于 vT 的元素 a * 时， a * 居 a 之先（依乂的次序). 

证明假如定理不真的话，那么有这样一些对应法，使 A 与成叠合对应，设^是其中 
之一，且4中有 a 对应于 Y 中的 < p { a )^{ a ) X a . 设 A 中具有此性质的元素全体为 M ， 因 Af 
不是空集，故 M 必有首元素如.设如对应于 / T 中元素 Wao ) = %，则 

CIq ao . 

可是4亦属于设 < 对应于中的 cu . 因香合对应 p 不打乱对应元素间的先后次序， 
在 A * 中（从而在 A 中）成立 

cli - 

那么％也属于 M , 这个是不可能的，因 < < 如而如是 M 的首元素之故.于是定理证毕 • 
推论 1 良序集不能与其初始段或与其某初始段的子集相似. 

事实上，设 A 是良序集而是由 a 截 A 的初 始段. 假如4叠合对应于 A a ， 或是叠合对 
应于之一子集，那么>1中的 a ， 其对应元素必居 a 之先，此乃不可能之事. 

推论2 良序集的任何不同的两初始段不能彼此相似. 

推论3 良序集不能与其子集的一初始段相似 • 


① N n 是由数 n 截 N 的初始段. 

② 我们假定 f 之次序与 A 之次序相同，因而也是良序集. 
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定理 4 两个良序集假如是彼此相似的话，其叠 合对应 法是唯一的. 

证明设对应法 p 及分都是使良序集/ I 和 W 成叠合对应.对于 ae A , H 中必有对应元 
素 p ( a ) 及 0( a )- 由于 V ?及分表示不同的叠合对应.故/中必有元索 ao 使 

^( a o ) ^ 0 (fhi) ‘ 

设 fc = ( f ( ao ). b f = 矽 ( ao )， 则 Aa u 与月的两初始段月，，及私，都相似，从而队及汉/相似，这 
是不可能的. 

下面定理是良序集理论的基础. 

定理 5 任何两个良序集，或为相似，或是其中一集相似于他集的初 始段. 

证明设/\和衫是两个良序集.对于 / t 中的元素 a , 假如由 《• 截得的与行的某初始 
段执 相似，则称 a 为 A 之一 “ 正规”元素.例如 A 之首元素是一•正规元素， 

容易看到，居正规元素 a 之先的任何元素 a ' 都是正规元素.闪为若将 A u 同与其相似的初始 
段风叠合，则人/ = ( Aa ) a ' 必可与执之某初始段叠合，由是与衫之某初始段叠介. 

设>1中一切正规元素所成之集为则 M 或者与4重合或者 A / 是 A 的初始段.迤实 h .， 
如果 M 一 A ， 则 （yl - M ) 不是空集，其中有首元素 m . 我们来证明 

M — Am- ⑵ 

若 a € M , 则 a / m . 并且一定不是 a y m y 间为如果如此，表示 m 居正规元索 fl . 之先.变 
成 m 亦为正规元素，此与 m € M 矛盾.所以一定是 a < m ， 因此 o € -4 TM . 所以 

M C A rn . 

反之，如果 a e /4 m ， 则 a m , a 不厲 4 — Af , 故 a e M . 即 

A m C M. 

由是， （2) 式成立. 

现在对于 B 中元索如果执与4中某初始段相似，就称之为正规元素， fCl 己其•全体为八 . 

则同前理口 J 得 7V = B 或是；V = 

我们将要证明 M 与 AT 是彼此相似的.设 a € A /， 则与厂之某初始段队相似， 并且阽 
然的是 bGN. 我们即以此 a 与 b 相对应.那么对于每一个元素 a € A :/， 在 ； V 中有-•元索且只冇 
一元素6与之对应，其逆亦真（因为如果《有两个对应元索与匕 则队与 / V 都与 A , fflfll 
从而变成 B b 与相似，此为不可能)_ 

由是，得到 M 与 ； V 间的 一一 对应关系.剩下宋还要证明这个对应不打乱先后次序 、 也就足 
说是一个叠合对应. 

今设 a 和 Y 是 M 的两个元素，在 W 中之对应元素是 fc 及 K 设 a 〆 a '， 将同与 K 相似 
的 B b ' 叠合时，就将初始段= {A at ). t 与初 始段如 的初始段叠合但 (B b /) bo = H bit . 
于是得到九与 B 的一初始段队 ( ，相似.但是 S 中只有一初始段与为相似，是即队 . 故得 
6 = 6 0 .但是知€ S b ,， 故 6 o S 6'，闵之6 < fc '. 所以 M 及 iV 是相似的. 
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现在已容易完成定理的证明.实际上，可能发生的情形不出下列 四种： 

1) M = A } N = B ; 

2) M = Am,N = B ; 

3) M = A y N = B n , 

4) M = A m ,N = B n . 

可是第四种情形不吋能发生，因为若如此,那么 m 是 Z 的正规元素，于是 m e M = 4 m ， 这是不 
可能的. 

这样一来，只剩下三种可能情形.第一种情形表示 A 与 B 相似，第二及第三种情形表示一集 
与另一集之一初始段相似.定理完全证毕. 

如果良序集 / i 与良 序集丑 之一初始段相似，则称4短于 B . 

定理 6 设5是任一由两两不相似的良序集为元素之集，则在 S 中存在一个最短的集. 

证明设4 G 孓如果4是最短的，则定理已证毕.否则在 S 中必有集较4为短，此集与 
^中某初始段相似.设 a 是 A 中的元素，与 S 中某集相似时，记这种 a 的全体为尺=沁}. 
设 i ? 的首元素为 a _，5 中与相似的集为 A ' 则即为5中最短的集.事实上，对于 S 屮 
任一集 B ， 如果4短于 S ， 则力 • 短于 如果 J 5 短于為则 B = 4 a ，a €凡但 a •是 R 的首 
元素，故^弋 a ， 因 此人. 短于 A a ， 由是，短于 

定理 7 良序集的良序和集是良序集. 

证明设 

入， 

A€L 

其中 L 及都是良序集.集 S (由§1所示）是一有序集.设是 S 的不空子集 . L 中适合 


A\So ^ 0 


的 A ， 记其全体为 L () ; 设 Ao 是 Lo 的首元素.集 A A () & 是 4 Aq 的非空子集.假设 cio 是 A Xo So 
的首元素，则 ci 0 亦为 S 0 的首元素.定理证毕. 


§3. 序数 

定义1 良序集的序型称为序数. 


如果序数有无穷的势，则称 之为超限数. 


例： 0及所有的自然数都是有限的 序数; u ；， a ; + l ， u ; + 2是超限数. 


序型 


r / 5 A 不是序数，因为具有这种序型的有序集不是良序集. 


定义2 设 a 与是两个序数.取二个良序集 A 与 B 分别具有序型 a 与久如果4短 
于 B , 则称 a 小于 或是/? 大于 a ， 记作 


a < /3， (3 > a . 


§3 •序 敝 
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这个定义仅与％有关，而与/及 B 的取法无关.依照此定义，有限序数间的大小与通常 
的意义 一致： 

0<1<2<3< …， 

任何超限数大于所有有限序数. 

很重要 的是： 两序数间的关系只有三种可能，就是有下面的定理： 

定理1 设 a 与/?是两个序数，那么下面三个关系 

oc~ (3 y ot < J3, a > 0 

互相排斥，但又必须满足 一个. 

事实上，设 A , B 是两个良序集， 


B = (3. 

如果4与 S 相似，则 a = 0. 此时 A ^ B , 任何一个不短于其他一个，所以 a < 0或/? < q 都 
不成立.如果 a 与 b 不相似，则其中必有一个是较短的，从而定理得证. 

附注如果 B 是良序集4的子集，则 


B ^A. 

事实上，由 §2 定理 3 之推论 3, 关系式 B > A 是不能成立的. 

定理 2 设5是由不同的序数所成之集，则在 S 中必有最小的数. 

证明 每--个 ae 5,对应着如下的良序集 Z : A = a .设40是这种集的最短的 （§2 定理 
6 ),则 Q：o = 就是 S 中最小的数. 

推论 序数所成之集，以其大小次序当作次序规则时，是一个良序集. 

我们规定 VV a 表示所有小于序数 a 的序数的全体，则由上面的推论，是良序集. 

定理 3 集；的序型是 a : W a = a . 

证明 设 A 是一个序型为《的集.//是 Z 的所有初始段的全体.那么由 §1 定理 5, H 的 
序型是 a 今若能证//与队相似，则定理证毕. 

设 A a 为 H 之一元素，则 4 a 之序型是一个小于 a 的序数,所以是一个 M 于 W a 的数.这 
样，对于//中每一个元素对应 VV a 中一个确定的数.而 H 中不同的元素，在 VV Q 中所对应的数 
也不同，因为 H 屮不同的元素即表示 A 的不同的初始段，当然是不会相似的.最后，因为中 
每个序数都小于 A 是即表示中每个序数乃是 Z 中某初始段之序型.于是对于7/中每-元 
素，即以其序型作其对应的数，乃得//与间一对一的关系. 

上述的对应是一个叠合对应.事实上，//的元素都是4的初始段，是可以排列次 序的： A 的 
两个初始段，其中一个是另外一个的初始段时，称前者居于后者之先.换言之，序型较小者居先. 
因此，//中元素的次序与对 应于队 的元素间之次序是相似的.定理因此证毕. 

推论 设良序集/ I 的序型是 Q ， 那么>1中一切元素可以用小于的序数来编号. 


• 376 • 


第十四章超限数 


事实上，/叠合对应丁 • 4中每一兀素，有 一 个小于 a 的序数与之对应.因此，>4可以表 

示为： 

A = { a。，ai • a 〗， … , a^ s • • } (/3 < a )， 

我们注意， M 心含有数0,因此 4 的首元索以0编号.最后，有必要再提醒一下，将4与 
叠合对应方法是唯一的. 

同定理3有关的是布拉利-福尔蒂 （ C . Burali - Forti ) 悍论. 

布拉利-福尔蒂的 悖论: 设一切序 数的全体记为依定理2之推论 ，州 是一良序集.设其序 

型为％则 W '\ 的序型亦为 7 .但乃是 ㈧ 的初始段.因之 W 与其一初始段相似，此事 
与§2定理3的推论1冲突. 

这个悖论 表示： 一切序数的集合的槪念本身有内在矛盾. 

当不加批判地使用字眼“一切”时，类似的内在矛盾在集论中也会出现.例如我们试造一切集 
的全体所成 的集兄 那么 s 应该 M 于它 G 身，但这与所采用的规定① AeA 矛盾. 

出现类似矛盾的原因在于不合理地试图把那些只在形成过程中的对象看作是完成的对象. 

某些学者提出建立集论的方法，使得可以避免悖论的 出现. 但在本书中所采用的“朴索”的 
集的概念下不可能对此加以详细的讨论.作者认为，上述方法大致上可以描述为下列的思想 方法: 
凡是集的元素这个概念是在该集之先形成的， 而该集 的建立 表示： 新数学对象的创造.现在我们要 
指出，照这样的顺序就不会发生悖论.例如，如果，照上述思考方式，那么在建立一切集 A 的集5 
时我们可以只考虑那些异于 S 的集先因为当时我们还没有引入 <9,后者根本不存在. W 此关于 
S 是否包含&己当作元素这个问题必须给予否定的回答，因此就不会有⑦什么违反集论的法则. 

集论的经验证明，当所有讨论的集是某个已给的、完全定义的，内在不矛盾③的集的子集时, 
那么不会发生任何荒谬的槪念.这也多少表明了上述观点的正确性. 

最后要指出，关于某些集是否容许讨论的问题与该集定义的正确性有关，而与该集之为有限 
或无穷没有 关系： 在不涉及任何无穷集的怙况下存在着出现作论的例子.因此，悖论的问题在很大 
程度上是逻辑问题，而在数学上并不怎么重要. 

定理4 设 6、 是一个良序集，其中元素是序数，则在 S 中一切序数之和是一序数. 

这个定理由序型之和的定义及§2定理7即得.自然，此地所说的 <9假定是合理④的集，特 

别是 

S ^ W. 

定理5 如果 5 = { a } 是一个序数的集，那么存在一个序数大于 S 中的任何 a 

证明首先我们注意：对于任一序数％必有大于 a 的序数，例如《 +1即是.因此，当$ 
中存在最大的数吋，定理成立. 


① 不用这个规定也一点不能补救，因为在此情形下试将一切不自身含在其中的集之全体记作 R 

时悖论仍旧出现.車实上，由假定 fie /?及 R £ R 中之任一个都立即得出反面的结果. 

② 关于规定 ^€.4, 我们也认为是从这种思想产生出来的. 

©口 r 惜，没有标准能够用来判断所有集是否系矛盾的概念.全部数学科学的实践使我们有理由 
相信：“简单的”集，如白然数集，实数集等，是足够“可靠的”观念. 

@就是用它来讨论不会引出什么矛盾. 


§ 4 . 超限归纳法 
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假如 *9 没有最大的数，由于以自然次序为 S 的次序时，6’ 是一良序集，所以（由定理 4) 

of€S 

是一个序数.下面要证明 a 是大于 S 中任何 a 的.对于每-•个 a 6 5,令有序集 A a ,^ n = a , 
与之对应.设 

B = 〉: Aq {S — < t ) 

a€S 

那么每一个 A a 是 B 的某初始段执的子集（执是由方中元素所截之初始段)，而 fe 是集 
A a . 的首元素，其屮 Y e > a . 由§2定理3之推论1与推论3, B 与 >4„或的初始 
段都不会相似，所以 tr 既不等于 a 也不小于《，而是 

a > a (a € 5). 

定理6 数 a + 1是跟随在數 a 后的第一个数. 

证明设跟随于 a 后的第一个数是久则 

W 0 ^W a + {a }， 


由序型的加法定义， 

(3 — Wp = Wot + { a } = a 4- 1. 

由是，每一个数有一个跟随于其后的第一个数.但是，有些序数，未必存在适在其先的序数 
(即位于其先的序数的最后-个).例如0；就是这种数.现在我们给予下面的定义. 

定义3 序数而有适在其先的序数的称为第一种序数，无适在其先的序数的称为第二种 

序数. 

有限序数（除掉 0) 都是第一种序数.设 a 是一序数，序数取形式 a + 1的都是第一种序数, 
如0； + 1即为一例.可是0；是第二种序数. 


§4. 超限归纳法 © 


众所周知，完全归纳法在数学上起着多么重要的作用.其原理 如下: 


定理1 设 T ( n ) 是与自然數 n 有关的一个命题.假如 

(1) T ( no ) 是真的， 

(2) T ( n ) 是真的话 r(n + 1) 也是真的， 

那么 T ( n ) 对于所有的 n ^ no 是 真的. 


证明如果有自然数 n > no 使 T ( n ) 不真.那么这种 n 中必有最小的数 


拿 


由⑴， 




> 



所以 n _ 


no 


盾，定理证毕. 


® 亦称超穷归纳法. 


第5版校订者注. 
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在上面的证明中， n _ 的存在是基于自然数集为良序集的事实同样的思想，可以证明超限 
归纳法的定理. 

定理 2 设 T ( a ) 是一个与序數 a 有关的命题.假如 • 

(1) T ( a 0 ) 是真的. 

(2) T ( a ) 对于 a 0 ^ a < P 是真的话能导出 T ( p ) 也是真的， 

那么 T ( a ) 对于一切序数 a ^ ao 都是真的 .. 

证明 假如有 a 彡如，使 T ( a ) 不真.这种 a 中必有最小的数 a •.由（1 )， Y > ao . 当 
a 0 彡 a < a •时， T ( a ) 是真的.由（2)， T ( a m ) 是 真的. 因此有了矛盾，定理 证毕. 

§5. 第二数类 

定义 所有可数良序集的序数所成之集称为第二数类® i 己为 K 0 . 

显然， Ko ® 中的数都是超限数. 

定理 1 U ； 是第二数类中最小的数，也是最小的超限數. 

证明 依照定义， U ； 是集 

N = {0,1,2,3,-.-} 

的序型.集 W 的任何初始段队都是有限集.所以小于 u ； 的序数必为有限数.因此 u ; 是最小的 
超限数.由于 w e K 0 , 故定理成立. 

定理 2 1) 设 a 是第二类的数，则 a + 1 也是第二类的数. 

2) 如果 S 是一个以第二类的数为元素的可数集，而7是大于5中所有数的最小的数，则 7 
亦 属于第二类. 

证明 定理的第一部分是很明显的，因为 

a ； -I- 1 = W n 4 - {a}, 

而+ { a } 与同时为可数集. 

要证明定理的第二部分，不妨假设在 s 中没有最大的数，否则这个情形归结于第一部分.在 
这个命题中先来证明 


① 在自然数理论的严格的形式的叙述下，定理 1 (或者与之等价的命题）通常当作公理.关于 
这究竟是否必须是公理的问题，还没有一致的意见[参考例如， A. A. 马尔[夫 （ A. A. MapKOB )， 
TeopHH aJiropM(|)MOB t Tpy^u MaTeM. nn-Ta AH CCCP, 42, 1954, 18 页 J- 

② 第 ^ ^数类指集 iV = {0, 1，2,3, … 

③ 尺0 的“合理性”可说明如下.依照自然次序，一切有理数的全体 Q 显然是一合理的有序集. 
于是我们又有理由 认为： Q 的一切子集的全体所成之集也是合理的，特别 Q 的所有良序子集的集 
是一个合理的集，其各元素的序型的全体 （§1 定理 4) 就是 


§5 •第二数类 
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事实上，如果有数属于 （1) 式的右方，那么它显然也属于左方.反之，如果 

a G 

那么 a 不能大于 S 中所有的数.因此在 S 中有数 a 0 大于或等于 a . 但 a 0 不是 S 的最大的数， 
因此在 S 中有数 a > a 0 , 因而得到 a € 今 （1) 式右方所表示的集是一可数集.因此是 
—可数集，7是％的序型，故 7 € 

推论类 Ko 不是可数的. 

因为如果 Ko 是一个可数集，那么变成跟随于各数之后的第一个数亦应属于 Kt )， 此为不 
可能的事. 

集凡 0 的势记作 A ⑺读作阿列夫 ①). 跟随于 Ko 之后的第一个数记 作口. 

定理3 在可数集的势 a 与之间不存在其他的势. 

证明集是可数集 N = {0,1，2，...} 及 K 0 的和集.显然的， 

Wn = Ni. 


如果在 a 与^之间有势 m : 

a < m < Ni* 

那么在 VW ; 中可以选出一个势为 m 的子集 Q . 因集 <5不与的？相似 ® ，故 Q 必定与之初 
始段相似.但是 W 之每个初始段乃由 W 中之@或是由 K 0 中之数所截得的，因此或是有限集 
或是可数集.即 g 或为有限集或为可数集，此与3 a 相冲突. 

定理4 设 a 是 / C 0 中一个第二种的数.那么必有如下的单调增加的序 数列： 

/?1 < 决 < /?3 < …， 

使所有大于 Pn(rt — 1，2, • _ •) 的一切数中， a 是最小的一个 • 

证明把所有小于 a 的数的集合（显然是可数的）％ 编号： 




{ a k } 中不存在最大的数（由于 a 是第二种的 数). 取 m = 1•取 n 2 是适合> o ni 的最 
小的自然数 n . 取 n 3 是适合 an > 的最小的 n . 依此类推.乃得一列单调增加的数列 

Qnj 〈炫?12〈 ^ n ，3 〈 • • • 7 


R ni < n2 < n3 < • • • • 

我们将要证明 { a nk } 即为我们所要求的数列 . a 必大于 { a n J 中诸数是很显然的.今要证 
不存在小于 a 而大于所有 { a nk } 的数. 


①阿列夫 （ W 是希伯来文的第一个字母. 
⑦由于 Q 甚至于与不对等. 


• 380 • 


第十四章超限数 


假设 7 < a ， 则々€ 因此 7 = 如果 m 与某个—致，则 7 属于 { a n|c }, 那么当 
然不可能大于所有的 { a nk }. 如果 

Tl/jp <C TTX <C 1 9 

那么由于 n k + 1 的取法， n fc + i 是满足 《 n > a „ fc 的最小的 n ， 从而 7 < a nfc . 定理证毕. 

最后，我们对于 Ko 中某些数的记号说明一下.其中第一个数是 u ;， 顺次跟随于其后的是 

a; + 1 ， a; + 2 ，…， w + n ， … • (2) 

跟随于 （ 2 ) 中一切数的第一个数是 a ; + u ;， 记作 a ;. 2 . 其后所跟随的数是 

cj-2 + I ， c^.2 + 2, •••， cj • 2 + 71, •••• (3) 

跟随于 （ 3 ) 中一切数的第一个数是 a ;. 3 . 

这种手续继续进行,我们可以定义形式为 


u; • n + m 


的诸数.这些数的全体成一可数集.跟随于此集中一切数的第一个数记作 u ; 2 . 其后所跟随的数是 


+ 1, U )^ + 2, • • • , + 71, 


• mm 




跟随于其后的是 U； 2 + a ；， 再跟随于其后的是 


u )^ + w + 1， - j - 0 + 2, 


2 


• • ， cj + o ; + n ， 


跟随于这些数之后的是 a; 2 + u ; • 2, 乂其后为 


2 


UJ + U • 2 + 71 


跟随于上述一切数的第一个数是 a; 2 + W • 3. 利用此手续乃可得具有形式 


u 2 + a; • n 十 m 


的一切数.跟随于这些数之后的第一个数是 a； 2 • 2. 由是、可引入 


2 


u ) • 2 + a ; • n + m 


诸数的意义.跟随于这些数之后的是 a; 2 *3. 利用这些手续我们可以得到具有形式 

2 1 
u) • n + ct ； • rn 十 / 

的种种数.在这些数之后的第一个数是 w 3 . 又其后有 

a; 3 + a; 2 • n + a;. m + /， 

在这些数之后的是 a; 3 • 2. 

继续这种手续，可以定义 a ; 4 〆 5 ，... 等数以及所有“多项式”形式 的数： 

• n 4- • ni -j- .. • a；. njt-i -h rife. (4) 


具有形式 （4) 的一切序数，必有跟随其后的数，此数是 



上面所述及的序数都是属于 / Co 的之属于 K 0 , 由于 （4) 式所表示的一切数成一可数集). 

在之后的是 u /" + 1,将上面所讲的手续重复施行得序数 . 2. 冉继续下去，乃得数 
^•3, a /*^4 等等.在所有 u; w • n 诸数之后的是0/" +1 .再施行上面的手续得 a/" +1 . 2， u^ +1 • 3 
等等. 跟随于一切 u/^ 1 • n(n = 1，2,…）之后的是 CJ -+ 2 . 

利用这种方法可得 o /"+ n . 跟随于此种数之后的是 u； w 2 . 跟随于 W 2 之后的是 u /" 2 + l ， a ; A 2 + 
2, • • • ， 从而可得 uj^ 2 - 2 的意义，以及 uj^ 2 . n(n = 1 ， 2, 3, • •. ） 的意义. 

在一切 u/^ 2 • n 之后的是 u /^ 2+1 . 从此出发，又可得如下的种种数； 






跟随于此种数之后的是 



再前进的话，可得 



跟随于上面一切数的是 

〆 

记此数为 e . 跟随于 e 之后的是 

芑 + 1，£ + 2, • • • ♦ 

以下依此类推.所当注意 的是： 中一切数的记号我们无法记出.因为用上面的方法所能写出的 
记号是可数的，而不是一个可数集. 


§6. 阿列夫. 

定义 良序集的势 称为阿列夫. 

将自然数看作势，都是阿列夫.无穷良序集的阿列夫称为 超限阿列夫. 

定理1 任何两个阿列夫是可以比较的. 

证明 设 a 和6是两个阿列夫.取两个良序集 Z 和 B 适合于 

A = a , B = b. 

如果 A 和 B 是对等的，则 a = b. 否则它们不是相似的.那么一定有一个较另一个为短.如 
果4短于则 

a < 6. 

定理证毕. ^ 
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从这个定理得下述的结果 •• 设 (2 与6是两个阿列夫，那么下面三个（互相排斥的）关系式 

a = 6, a < b. a > b 


中必成立一式. 

定理2 设 a 和0是两个序数，茂和吞是它们的阿列夫，则 

1) 当沒 < 吞时， a <々； 

2) 当 a < /?时， a 彡瓦 

证明定理中第二部分由第一部分可以直接导出.所要证的是第-部分.我们取良 序集 
A ， S ， 数斧为 ％ /5.当沒 < 吞时/»与 B 不是相似的，甚至不是对等的.假如 B 短于>1，那 
^ j 3 = B^A = a 7 此与假设 a < ^不相容.故必>1短于衫，是即 a < (3. 

定理的第二部分中的等号不能取消.例如 a ; < a ; + 1，但 D = JTT . 

定理 3 以不同的阿列夫为元素的任何集 Q 中必存在一个最小的阿 列夫. 

事实上，对于 Q 中每一个阿列夫，作一个良序集以此阿列夫为其势.此种良序集中必有一个 
是最短的.它所对应的势就是 Q 中的最小阿列夫. 


推论 凡以阿列夫为元素的集，以其大小次序为次序，成一个良序集 • 

自然，所说的集必须是“合理”的.将所有阿列夫的全体#成一集是不容许的.此事详见下面 
的定理： 

定理4 1) 没有最大的阿列夫. 

2) 对于无论哪个以阿列夫为元素的集 Q ， 存在一个阿列夫大于 Q 中所有的阿列夫. 

证明设《是一个阿列夫，那么必有以 a 为势的良序集人给 a 中元素以种种次序，使成 
种种的良序集，这些良序集的序数全体组成一个序数集 T . 

假设序数 13大干 T 中所有的序数，记百= 6.则6是一个阿列夫，且可证 

b > a. • (1) 

事实上，如果 a = 7[，则 a € A 因此 a 彡 fc . 现在要证明等式 

b = a (2) 

不会成立.如果 a = 6,那么存在对应法 p 使>1与成 一一 对应.将/!中元素给以如下的次 
序： 对于任何两个元素，由 P 所对应之数，令其较小者居先.如此所得之集记作则与 
相似.因此的序型亦为0 ， e r . 此与/3的定义矛盾.所以 a / 6,因之 （1) 式成立. 

要证明定理的第二部分，我们不妨假设 Q 中的阿列夫是两两不相同并且 Q 中无最大的阿列 
夫.对于 Q 中每•个阿列夫作一个以此为势的良序集/!与之对应.作这种集的和集而以 (5 的 
次序来定义被加集的次序.因 Q 是良序集，所以 S 乃为良序集的良序和集，因此 <5也是一个良 
序集，其势亦为阿列夫.显然的^这个阿列夫大于 Q 中所有阿列夫.衷实上， g 中的阿列夫乃是 
S 的子集的势，所以不能大于 f . 如果说 Q 中有阿列夫等于 S ， 这个阿列夫乃是 Q 中最大的阿列 
夫，此亦为不可能.因此定理的第二部分成立. 
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附注 对于每一个阿列夫， 必有 紧随其后的阿 列夫. 事实上，设 a 是一个阿列夫，那么必有 
大于 a 的阿列夫 6. 如果 b 紧随着 a , 则无待 证明. 否则满足 a < m<b 的所有①阿列夫 m 中必 
有最小的，此即所要的阿列夫.由是，我们对于阿列夫的记号可以建造一个合理的系统•详细地说， 
可数集的势记作知（知显然是一个阿列 夫). 紧随于^后的阿列夫记作山⑦，紧随于心后的阿 
列夫记作心.紧随于所有 ‘(n = 1，2,3，. ..） 之后的阿列夫 id 作心；，依此类推. 

定理 5 任何阿列夫可以用记号表示，其中 a 是一序数. 

证明 设 H 是一个阿列夫 .了 是由所有小于//的阿列夫的全体所组成的集， T 是-良序 
集.设: T 之序型是 a . 将了叠合对应于％.于是对于7 1 中每一个阿列夫，就有一个小于《的 

序数与之对应.因此 H 可用表示- 

用这种意义的记号，容易证明下向的种种事实： 

1) K « + i 是跟随于后的第一个阿列夫. 

2) 如果0是跟随于数集 S = { a } 后的第-个序数，则乃是跟随于阿列夫集 { N q } (a G S) 
后的第一个阿列夫. 

对应于势的一切序数，其全体成一序数的集 / C ,， 称为一个数类 . 中的最小的序数通 
常记作特别情形如 r?o = a ;, ^ .类 是第三 数类. 

§7. 策梅洛公理和定理 

在许多数学论证里，往往用到下面的假定 • 

策梅洛公理 设 S 1 = { M } 是由两两不相交的不空的集所组成之集，那么存在集 L 具有下 

列两性质: 

1) LC L M; 

Mes 

2) 集 L 与 S 中每一集 M 有一个且只有一个公共元素. 

口 J 以这样说， L 是由 S 中所有的集 M 取 “ 代表”元素所组成的. 

对于策梅洛公理是否相容的问题在数学界内有过很大的争论，迄今还没有一致的 定论. 本书 
作者是站在无条件承认此公理的一方面的.甚至在前面的几章中已经很多次用到此 公理. 例如在 
第三章，作不可测的点集时显然是用到的. 9•在以前，在说明每一个无限集中含有可数的子集以及 
在说明可数个可测集的（有界）和集仍为可测集诸事中都曾用到策梅洛公理 ®. 

例如，在第三章§3的定理5的证明中，我们 说到： 对于每个集 E / t ， 有整系的植盖它的开集 
G k . 为了要构成定理中用到的和集 SG / t , 必须对于每一个 fc ， 能够选取一个开集 Gfc ， 并且这种取 

①这里 “ 所有” 的使用所以容许是根据下列理由:如果6存在，那么存在势为 b 的（合理）集 

B 的子集也是合理的，因此特别满足 a < m < b 的势是 m 的0的子集是合理的 • 

© 以前我们说 A 是第二数类的势.其实由§ 5 的定理 3 可见这两个定义是•-致的. 

③关于策梅洛公理可参阅： 

W. 谢尔品斯基 （ W. Sierpinski), AKcwoMa UepMe ^ io . > KypH .《 MaTeMaT ‘ c 6 ophhk > , t . 31. 
B . 1, 1921; B . 9<|)4) eKTMBM 3 M B MaTeMaTMKe - CouaKrM 3， 1938; A . Jle 6 er ， MHTe - 

rpMpoBaHwe m oTLicnaHMe npwMMTHBHHix 4>yHKUMfi (ripM6aBJiemie III ， §2) ， rTTM ， 1934* 
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法对于所有的都可以办到.这种选取法之所以可能就是用了策梅洛公理.在上面提到的第一个 
例子中也同样的用到这个公理. 

至于策梅洛公理中的 L 如何实地®构造出来，可以不必考虑它.问题 只是： 假设 L 的存在， 
是否会产生矛盾. 

与策梅洛公理有密切关系的是下述的定理. 

定理1 (一般选择原理） 设了 = {N} 是不空的集所组成之集族 • 那么存在集函数 /(7 V ) 
定义于7；对于: T 中的每一个； V ，对应着确定的该集中的元素： f(N) 6 N. 

首先就: T 中的 W 是两两不相交的情形来讨论.此时本定理相当于策梅洛公理.事实上，利用 
策梅洛公理，我们立即可以得到所要的函数 f ( N ) : 

f{N) = NL. 

反过来，利用定理1,置 

1 = {/(〜)} 


则即得集 

现在我们来证明定理.用 n 表示 T 中集 7 V 的元素，考虑一切如下形式 的对: 


(n ， iV )， 其中 n£ 而 TV e T 7 . 

我们规 定：当 

n = n , N 1 = N n 

时并且只在此时，两个对与 W ) 是相等的.设 n € M )， 对于所有的对 （ n ， MO , 记 
其全体为 M{N q ). 那么对于每一个 N eT, 有一个设 


5= {M(N)} (N £ T). 


在所讲的意义下，不同的两个 M(N) 是不相交的 • 事实上，如果 A/(AT) 与不相同， 
那么 W 与 iV" 是不同的两个集，因此没有一个 ( n〆 ) 可以与 （ n,N 〃） 相同，是即 


M{N f )DM{N ff ) = 0. 


利用策梅洛公理，我们可以确定 L 的存在， L 是由 (n,N) (其中 neN) 所组成,并且与每一 
个 M(N) € 5只有一个公共 元素. 因此，对于 N 0 e T , 集 


M (7 V 0 ) n L 


是由单独一个元素 ( no , No ) 所组成，其中 n 。 € 

置 

/( No ) = no , 

则得所要的函数 f(N). 定理证毕. 

①所说的争论即与此 有关： 如果集 L 还没有构造，那么关于一物无从决定它是否为 L 的元索. 
因此某些学者不同意承认 L 为数学对象. 
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推论 设 M 是一不空的集 ，： T = { A ^} 是由 M 的一切非空子集所组成的集. 那么必有函 
数 f ( Af ’) 使对于每一个 AT e T , 对应着中的一个元素 

设 m = /( AT ), 称这个元素 m 为 M ' 的“标 记”. 因此这个推论的意 义是： 对于每个 M ' C M , 
可用的一个元素来作标记①. 

定理 2 ( E . 策梅洛 （ E . Zermelo )) 任何集都可使之成为良序集. 

证明设 M 是一个不空的 集⑦. 设 T = { M '} 是由 M 的一切不空的子集所组成.而对于 
每一个 M ' 用它一个元素作标记. 

M 的有些子集是可以成为良序集的，例如 M 的有限子集即有此种性质.设4是 Af 的不空 
子集而可用某种方法使它成为良序集的.如果 >4具有如下的 性质： 

OH . 对于每一个 a € M 的子集 M - A a 

• (其中儿表示由 a 截的初始段）的标记是 a 

那么我们称 A 是 M 的正规的有序子集. 

若以 f ( M f ) 表示 A /' 的标记，则条件 （ H ) 可以写为 

f{M - A a ) = a (对于所有的 a e 4). 

我们先来证明 A / 的正规有序子集是存在的.事实上，设叫是 M 的标记，是由一个元 

% mi 所成的子集.那么是一个正规的有序子集，因为的唯一的初始段是空集，所以成 
立 

/[M — ( Mi ) mi ] = mi . 

其次，设 M - 的标记是 m 2 , 那么有次序的元素对是 M 的正规有序子集. 

M 的标记元素在每一个正规有序子集4中是首元素.事实上，如果 a 是4的首元素， 
则 

a = f(M — A a ) = f ( M ) = mi . 

不难证明，集 M 的子集4成为正规有序集的方法只有一个.事实上，假使对于有两种规 
定次序的方法 中及斗 都能使4成为正规有序集，我们用 P 及 Q 表示它们. 

对于 P 及 Q 两集，或是两集相似，或是一集相似于他集之一初始段.今设 P 与 Q (或是 Q 
之一初始段）叠合对应，则尸中 tth 与自身叠合对应.如果 P 中有一些元素不与 ft 身叠合，那么 
其 中之一 为首元素，设有此性质的 P 中的第一个元素设为 P ， 而其叠合对应的元素设为 g # p . 那 
么由于在 p 以前的元素都与自身香合对应，所以显然的是 

F P = Q q . 

因而得到 

V = /(M - P p ) - f(M - Q q ) = q , 

此与 P 的定义矛盾.因此其所有元素与其自身叠合对应，即 P 与 Q 是恒等的. 

①定理1就表示对于每一个集 ATGT , 可用 N 中一个元素作为“标记” f 就是 /(7 V ) I . 

® 对于空集，定理自然是真的. 
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因此，集 M 中的不空子集4如果可成为正规有序集，那么只有一个方法.今后对于 M 的子 
集，可成为正规有序集的，就假定它已经成为正规有序集，而简称之 为模范 子集. 

两个不同的模范子集，其中一个必为其他一个的初始段.事实上，如果 >4与 J 3 是两个模范子 
集，则其中一个（设为必相似于另外一个或另外一个的初始段.将>1与 S (或与 B 的初始 
段）叠合对应.那么我们用上面的方法，可知4的每个元素叠合对应于自身.如 >4与只相似，则 
A 与 B 是重合的.但根据假定 A ^ B , 所以不论怎样，4必定是 B 的初始段. 

由于这个结论我们立即 得到： 如果 M 中的两个元素含在几个模范子集之中，那么它们的次 
序是相同的. 

注意到这一点 以后； 设 L 为 M 中至少属 T — 模范子集的元素的全体.那么可以使 L 成为有 
序集.事实上，设 a 与&是 L 中两个元素，则存在模范子集 A 与 B 使得 a e A ， b € B . 但是 A 
与 B 之中必有一个包含其他一个.因此 a 与 fc 必含在同-个模范子集中.设 a , fc 在此子集中的 
次序是 


a -< 6, 

那么在包含 a 和6的一切子集中，都有相同的次序.由是，我们规定 L 中任何两个元素的次序，如 
同这两个元素在包含它们的模范子集中所决定的次序一样. 

因此， L 成一有序集.我们并且可以证明 L 是一个良序集.实际上，设 P 是 L 的不空子集. 
在 i / 中任取一个元素 a . 如果 a 不是 V 的首元素，那么设 A 为包含 a 的某个模范子集.易知 
L * 中居 a 之先的元素都属于 A 但 A 是一良序集，交集 AL * 有首元素.这个首元素即为 Z / 的 
首元素. 

我们已经证到 L 是 M 的一个良序子集，现在要证 L 是正规的有序子集.设 a € L , 那么有 
包含元素 a 的模范 子集儿 完全可以明白的是 

La = Aa > 


从而 


/(M - La ) = f(M - Aa ) = a , 


是即表是一^正规有序集. 
最后我们不难证明 


L = M. 


事实上，假设不是，而设 a 是 M - L 的 标记. 作集 A = L + { a } 并设想 a 居 一 切 L 的兀素之后 • 
那么显然4是 M 的模范子集，则 a 应该属于 L (由 L 的定义!) • 此乃 矛盾. 


所以 L = 而 M 是良序集.定理证毕. 
推论1 一切势都是阿列夫. 


2任何两个势可以比较其大小（即大于，等于，小于三者必居其一) • 由推论的1，乃知连续 
统的势 c 是一个阿列夫， 
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其中 a 是什么迄今尚未解决，即所谓连续统问题.第一章中关于连续统的假定实际就是说 a = 1. 
德国学者柯尼希 （ D . Konig ) 只证明 ①了； q ^ u ;. 又利用 §] 的定理4,不用策梅洛公理可以比较 
c 与而知⑦ 

c ^ Hi. 


①参考 M . M ， 热加尔金 （ M. M, > KerajiKMH ), 超 限数. MocKBa ， 1907, 337 页 * 

⑦事实上，所述定理中 断言： 由所有有理数全体 Q 中可以选取^个不同的有序子集，但是 Q 的 
一般子集有 c 个，所以^ < c . 


第十五章贝尔分类 


§1. 贝尔类 

在一个固定的闭区间 [ a ,6] 上的一切连续函数所成之集称为 [ a ,6] 上之零类的函数集.假如 
( a ,6] 上的函数 f ( x ) 虽不属于零类但可表示为 

f ( x ) = lim fnix ), (1) 

n — ^oo 

其中所有的函数 / n ( x ) 都属于零类，则称 /( rr ) 是 [ a ,6] 上第一类的函数. 

同样的，函数 f ( x ) 既不属于零类也不属于第一类，但可由 （1) 式表示，且其中一切函数 / n ( x ) 
均属于第一类的话，则称 f ( x ) 是第二类的函数. 

一般 地说： 若函数不厲于小于 m 的任何函数类，但却可以用属于第 m - 1类的函数之极限 
表示时，称此函数为第 m 类的函数. 

这样，其类别编号为有限数的函数类都已定义完毕，顺次记为 

//o, Hly • • • , Hmy • • • • (2) 

但这种函数的类別还可以继续拓广.比方 说：设 f ( x ) 不属于 （2) 中的任何函数类，但是却可 
由 （1) 式表示，而 （1) 式中每一 f n ( x ) 属于某一 // mn , 此时称 f ( x ) 属于函数类 I . 

函数/( X ),若不属于任何一个 Hm , 也不属于 // om 却是 // w 中函数列之极限，则称/ ㈤ 属 
于函数类 H ^ +l . 

设 a 是第二数类的序数.我们假设对于所有的 ( 3 < a 已经定义了函数类//士那么可以定义 
H q 如下： 设函数不属于任何一个函数类 H 0 (/3 < q ), 但却可由 （1) 式表示，式中每一 属 

于某一 H Pn (( 3 n < a ) ,此时称函数 f ( x ) 属于 

这种函数的分类法称为贝尔分 类，， 凡是属于 H a {a < Q ) 的函数称为贝尔函数.（译者 按：以 
后为译文方便起见，称 a 为 // a 的类数.当 /( x ) 是 7/ a 类的函数时亦称 f ( x ) 所属的类数是 a .) 
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容易明白，函数类//«的类数只能是第一数类的数或是第二数类的数，特别是用这种方法不 
能定义 i / n . 事实上，不论取任何可数函数列 {/„0 e )}， 其中 f n (X) 均为贝尔函数，则每一 f n (x) 
必厲于某一 Hr, n {a n < Q). 那么存在一个数7大 T 1 所有的 a n (n = 1，2,…）而 7 还是第二数类 
的数.如果 {f n (x)} 收敛于某一个函数，则 f( X ) 所属的类数不会大于 7 . 

其次不难证明，如果 Ck 是第. -种的数，即 a = /? + 1，则凡属于之函数 f{ X ) 一定可以由 
⑴式表示，式中所有的 / n ( x ) 均属于11^ 实际上，如果有无限个的 f n ( X ) 属于仏而 7 < 汍 

则 f(x) 应该属于 或是类数更小的类 別中； 因此{/ n ( x )} 中除了有限个而外，一定都属于//+ 
如果 f(x) € i / a , a 是第二种的数 ， BP f(x) 可用 （1) 表示，且 


fn(x) G {(5\ < 02 < 03 < 


• • • 


< a). 


(3) 


事实上，设 / i ( x ) e H 以•在 / 2 ( x ),/ 3 ( x ),.-. 中一定有函数屈于 H 32 , 32 > 01 (否则的话， 
变成 f(x) €丑/3 1 + 1 了）这种手续可以继续进行，得 ifn(x)} 一个子列具有 （3) 的性质. 

定理1 任何贝尔函数都是可测的①. 


由于连续函数是可测的，而可测函数列之极限函数仍为 可测； 故本定理成立. 
其逆不真，可由下面的定理明白. 


定理2 —切贝尔函数所成之集，其势等于 a 

证明一切连续函数所成之集，其势为 C . 在// 0 中有 C 个函数.我们要 证明： 对于任意的 
a , 成立 

II a ^ c. (4) 

当 a = 0时自然 为真. 今设 （4) 式对于 a<(3 都真，其中是第一数类或是第二数类中的 
某数，将证 （4) 式对于 a = /3 时亦真.为此，设 


i <0 


每一 个/々 之势不超过 c ， 巧所考察的和集仅是有限个或可数个这种集之和集，所以 
一 方面，由于// 0 C ，得%彡 c ， 因此 


T 0 = 


⑻ 


注意到这个事实以后，然后考察取自7> 之函数列的全体 

M = {(/! ⑷， M ®)，/3( a ：)，•••）}• 


就是说， M 中每一元素是一个函数列，而列中每一函数之取法由 （5) 知有 c 个.因此由第一章§4 
的定理7,得到 M 的势亦为 c . 

但是对于/中之函数，可用 A / 中之元素与之对应. 这就是说‘•当 

lim fn(x) = f(x) 


①此外可以证明，要使定义在 [ a ，6] 上的函数/⑻为贝尔函数的必要且充分的条件是它为 （/?) 
可测. 
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时，即以 （/i ⑷， /2(a:)， …）€ M 与 f(x) 对应. 因此，的对等于 M 的一个子集.所以⑷式当 
a = (3 时是成立的.利用超限归纳法，可以证得 （4) 式对于所有的成立. 

假设: r 是一切贝尔函数的全体，则 


T = ^2, 

a <17 


|每=个被加项$势不大于 C, 被加项之个数仅 A 个，所以也不大于 C ， 因而得到 F < C. 但因 
f 彡异 0 = C ， 故 f = C. 于是定理证毕 • 

设>1和 S 是两个实数，并且4 今规定函数 如下： 


引理1 若 




By X > J5 ， 

X ， A ^ x ^ B } 

yl, x < A. 


则 


lim 

n-^oo 



证明 



先设例如 A<l<B. 则对于适当大的 n ， 成立 4 < x n < B ，于是 


[Xti]a = X n I = 



当 Z < 4 及/ > B 时， [x n ]5 的极限亦可同样去算 • 
今设 Z = 对于任意的 e , 取 N 使当 n > N 时成立 


X n > B — 8 } X n > A. 

设 n >见那么不外乎下列二种 情形： 或是: r n 彡此时 [ x n ]5 = 或是〜 > 谷，此时 
[Xn]2 = B . 无论哪种情形都成立 

B — 6 < [Xti]a ^ 


从而 

lim [x n 】S =从 

n — oo 

当 Z = A 时亦可同样证明. 


推论1 若 f ( x ) 是一连续函數，则 [/( x)]J 也是连续函数. 

2若 f ( x ) 所属的类数< a ，则 [/( x )]5 所属的类数也彡 a , 

3设 f ( x ) /( j ：K S ， 则 f ( x ) 可以表示为函数列 { U ( x )} 的极限，列中每一个 

fn ( x ) 属于 H Qri ( a n < a ), 且满足 i 4 彡 / n ( x ) ^ B . 

第一条及第三条是很显然的.对于第二条，用超限归纳法即可证得. 

引理 2 若 


lim Xn 





i , 


则 


lim [x n ]- n = ^ 
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证明从略. 

推论凡属于 i / a 的函数 f { x ) 必可表 示为: 


f ( x ) — lim fn { x ), 

n—oo 

其中 fn(X) 是 H 0 中的有界函数， (3< OC . 

当然更不妨假设 /n(x) 都 是有限 函数. 

定理 3 对于所属类数< a 的两个有限函数，其和 、差、 乘积所属的类数都< a ， 其商 （当 

分母不为0时）也有同样性质. 

证明设 /( x ) 和 g ( x ) 是所属类数< a 的两个有限函数.又设 


5( x ) = f { x ) + p ( x ), 


今证 s ( x ) 的所属类数不大于 a . 事实上，当 a = 0时，当然 s ( x ) G H 0 . 假设此事当 a < A 时为 
成立，要证明当 a = A 时亦真.为此设与 { g n ( x )} 是如下的有限函数列 


lim fn ( x ) = f ( x )， lim g n ( x ) = g { x) y 


且 

fn(x) € H 0ri , g n ( x ) € H lrk (/? n < A ,7 n < A ). 

置 

Sn(x) = fn{x) +Pn(x), 

则由假定， S n ( x ) e H\ n , A n 不大于 /?n 与中之最大数，因此 A n < A •从 


lim s n ( x ) 


= 


知 s ( x ) 所属的类数必彡 A . 

对于差与乘积可同样证得，而对于商，则引人函数 


fn(x)g n {x) 

#)4 


后，也可以明了. 

引理3 设 


Ai + A2 + + • • • 


是一收敛的正项级教•设 f k ( x ) e Ha ri ( a n 彡 a，a > 0)， 且 


|/ fc ( x )| ^ A k ( A : = 1，2,3".)， 

OO 

则和函数 f / fc ( x ) 所属的类数彡 a . 





—般地说，函数列的极限所属的类数大于函数列中函数所属的类数.但是一致收敛的函数列 
之极限，其所属类数并不增大.加加也夫 （ B . M . raraeB ) ①找到使函数列之极限所属类数不大于 
函数所属类数的必要且充分的条件. 


定理5 设 f ( x ) (a < x ^ 6) 所属的类数不大于久 tp ( t ) 所属的类数不大于 a ， 若 a 彡 
P ⑴ 彡&则 fHt )] 所属的类数< a + /?• 

证明设= 0•则 f { x ) 是在 [ a ,6] 上的连续函数•若 WO 所属的类数< a ， 要证明 
fW { t )\ 所属的类数彡 a . 

事实上，当 a = 0时定理显然成立.今设对于所有的 a < 7 时定理成立而设则 

( f ( t ) = lim 外⑷， 

n—♦oo 


其中 e A n (7 n < 7)， 且不妨假设 


a ^ ^>n(t) ^ b. 


但因 f ( x ) 是一连续函数，所以 


伽 ⑷]= lim 伽 n (01， 

n—^oo 


且由于 ! Wn { t )] 所属类数不大于 7 n ， 因此 fMt )} 所属类数不大于 


这样，当 p(t) 所属类数彡 a ， f ( x ) €付/ 3 , /? = 0时，则所属类数一定 ^a + /3 
现在我们假定这个定理当0 < 7时成立，而设 f ( x ) 6 H ^. 


则 


/( x ) = lim / n ( x )， 

n—*oo 

其中 fn(x) € // 7 n (7 n < 7). 显然地， 


伽 ⑷] =lim / nWO ]， 


而 / n [¥>(«)] 所属类数不大于 a + 7 n ， 则小于⑦ a + 7 - 从而得到 fWit )] 所属类数不大于 a + 7. 
再用超限归纳法，即得定理的证明. 

最后我们注意到下面的 事实： 在此地所引入的定义和定理都可转移到在平行六面体屮所定义 
的多元函数上去. 

例如定理5可以写成如下的形式： 


定理5•设 /( xi , X2 , - - - 7 x n ) 是在 ak Xk bk ( A : = 1，2,…， n ) 上所定义的函数，其所 
属类数< 又设 ( pl ( tl ，• • . , < m)i < P 2( tl ，• • • ， tm )} • • • ， V ^ nC^l j …， ^ m ) 为打个函数依次属于函数 
类 ，… ， H an 且 afc < … , tm ) 《 b k . 则复合函数 … } ( fn ) 所属的类 

教彡 a +况 其中 a 为 ai , o <2, ••- } oc n 中之最大数 • 

① “Sur les suites convergentes de fonctions mesurables B ,! (Fund. Math., t. 18, 1931 ， CTp, 182-188). 

② 此地用到 ^ 个极明显的事实：当 a < 7 时，则 a + a < a + 7. 
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§2. 贝尔类的不空性 

很自然的会发生下面的问题，是否对 T 每一个 a < (2, 7/ a 是不空的呢？根据勒贝格的方法， 
可以给这个问题以肯定的回答.伹首先必须讲到数列的上极限与下极限的概念 • 

设 

Xi,X2,X3, - • • ( 1 ) 

是一数列. 置① 

^Tl ~~ Slip {1 C 71 ) 1 ) • • • }， 

则 

工1 > 工2 > 工3 > . • . • 

因此存在着一个一定的极限（有限或无限） 


lim 




这个极限称为数列 （1) 的上 极限， 记之以 


h 


im 

—^oo 


工 n 


同样的，记 x n = inf { x n ， Xn + l , • • • }，称 


limxn 


为数列 （1) 的下 极限， 记之以 

lim x n . 

n—oo 

从不等式^ <石：，得 

lim Xn 彡 limxn * 

定理1 若 6 = THG ： C n ， 则从数列 { x n } 可以选取收敛于 b 的子数列. 

证明如果 b = -oo 则定理显然为真，此时，由 Xn 彡至《，知数列 { x n } 自身趋向于 — OC . 
其次设 - oo <6< + oo . 那么可以找到 fco 使当> fco 时，数 h 均为 有限. 对于每一个 k>ko 
可以找一个与之对应，使 


x k 


k 




(nik ^ k ). 


那么显然的， 


lim x 

k—^oo 


r n k 



为了要取得收敛于之 { x ni } 并且满足 m < n 2 < n 3 < ••• 起见，我们取 m = rru , 然后 
取大于 n ! 的最小的 m fc 为 n 2 , 然后再取大于 n 2 的最小的为 n 3 , 依此 类推. 如此所得之 
{ X 〜} 为 {Xm k } 之一子数列，所以也收敛 T 6. 


①也可能至 n = +00 以及 5 n = —OO ⑸= - OC 表本 = X n +1 = • • • = 一 OO 、 这种情形我们并不 

排除) • 
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剩下来要证明的是6 = +oo 的时候，此时对于每 一 个是王 *； = + 00 ,即 一 切数列 { xfc , Xfc+i 


} 都没有上界.置 m 




1，又设 rii - ui 是在条件 


工 7 H + 1 〉工 Tii + 1 ，几 i+1 〉打 i 


下选出来的.于是即得所要求的子数列.定理证毕, 


如果> 6,那么必有小于的 



w 所以当 n 彡 no 时， 

Xn ( 工 ti 。 < b • 


因此，数 6* 不能为 { Xn } 中任一子数列之极限.这样一来，上极限可以定义为一切收敛子数列之 
极限的最大数.同理可以得到关于下极限的结果. 

定理 2 若数列 （1) 有（有限或无限）极限/，则 

lim Xn = limxn = L 

反之：若数列 （1) 之上极限及下极限相等，则其值即为此数列的极限 • 

证明若数列 （1) 有极限！，则其所有子数列都以 Z 为其极限，故定理之上半部分成立.定 


理之下半部分从不等式 


X n ^ 




立即可以导出. 


今对于有限个数 a ， b ， •…， /的最大数记之为 


{ a ， ?>，•♦•，《}• 


引理1 


若 


Xn 


Vn 


6 ,…, Zn 


I ， 


则 


{^nj Vnj 


_ 籲 《 


j z n } 


― > 


max { a , 6,… ，/} 


证明留给读者 


推论 1 假如 / i ( x ),/ 2 ( x ),.-- J n ( x ) 都 是连续函数，那么 


P ⑷ 




{/l ( x ) j2 ( x ) r - f n ( x )} 


( 2 ) 


也是连续函数. 


2假如函数 / i ( x ) J 2 ( x ) r - ，/ n ( x ) 所属类数彡 a , 那么最大值函数 （2) 所属的类数也 


^ OC . 


推论的第一部分是显然的.推论的第二部分可用超限归纳法证明. 


引理2 设 {Xn} 为一数列.若 


sup { rc n }, y n = max { a ： i , X2 


，工 n} 


则 


I = lim y n . 
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证明留给读者. 

定理 3 设 

f ( x ) = lim f n ( x ), 

n—oo 

假如每一函数 f n ( x ) 所属的类数 < a , 则 /(X) 所属的类数< a + 2. 

证明 设 

7n,p( X ) = max{/n(X) ， /n + l(X) ， … ， / n+p (X )}， 

则此函数所属的类数< a . 但是函数 

7n( X ) = SUp{/ n (x), fn^l(x), /n+ 2 (X), … } = lim /n,p(^) 

p—^oo ^ 

所属的类数彡 a + 1, 因此 

/(^) = n 1 ^ o 7 r »(®) 

所属的类数彡 a + 2. 

下面的定理是定理3的推论，虽然与此地的议论有点离题，不过是很有趣的. 

定理 （ G . 维塔利） 凡在 [a,6] 上定义的几乎处处为有限的可测函教 /(X )， 必定与一个所 
属类数不大于2的函数是对等的. 

事实上，依照弗雷歇定理，存在着连续函数列 { pdaO } 在 [ a ， b ] 中几乎处处满足 

lim ( fin ( x ) = /( i ). 

n- 磚 oo 

置 g { x ) = to ^ n ( x ), 就得到我们所要的函数. 

现在我们仍旧回到主题上来. 

引理 3 若 /( a :) 在 [ a ,6] 上连续，则对于任一正數 e , 存在着以有理数为系数的多项式 
P ( x ), 使得对于 [ a , 6] 中一切 X ， 满足 

|/( x ) - P ( x )| < £. 

事实上，由魏尔斯特拉斯定理，存在如下的多项式 Q ( x ) : |/( x ) - Q ( x )| < I .将 Q ( x ) 之系 
数换以足够近似的有理数即得所要求的 P ( x ). 

推论 凡是第一类的函数 f ( x ) 必可表示为 

f ( x ) = limPn(x), 

其中 P n ( x ) 是以有理数为系数的多 项式. 

引理 4 如果闭区间 [ a , b ] 上的有限函教矽 Or ) 只有有限个不连续点，那么它是 J 3 尔的第一 
类函数. 

证明 设 i >{ x ) 的不连续点是 


Cl < C2 < …< Cn (a < Ck < b). 
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对于每一个 Cfc 作区间 ( Cfc - I , CA: + 1^. 取 n 甚大，使这残区间都不相交且都含在 [a, 
中. 作函数 Mx ) 使在点 Cfc 和在区间 一 i， C/b + i ) 之外仍等〒训工)，但在 U - 

\ n n ) [ n 

及 c kl c k + - 两个闭区间上则取线性函数•那么 M 然的， / n (： r ) 都是连续函数，且当 n — oc 时 

XX 

成立 

fn ( x ) — ► 少( X ). 

如果 a 或6亦为 ^( x ) 的不连续点，那么证明不会有重大改变，读者可自证之. 

推论 若函数 0( rc ) 在 [ a , b ] 中某一点等于1而在 [ a ，6] 中其他的点等于0,则 0( x ) 是第一 
类的函数. 

引理 5 把 [0,1] 中每一个数 rc 用十进制小数表示（对于小于1的数不用9当作循环节） 

x = 0. aia 2 tZ 3 • ♦ • , 

那么 afc = ak ( x ) 都是第一类的 函数. 

事实上，函数 a k ( x ) 在每一个区间中为常数，在整个闭区间 [0, lj 上只有有 
限个不连续点. 

叙述了这几方面的材料以后，现在我们要来说明每一类 H a (a < Q ) 确实是不空的.为此 T 我 
们将贝尔的分类略略加以改变.令柯是一切以有理数为系数的多项式的全体.令//:是包含抑 
以外的一切连续函数以及所有属于(贝尔第一函数类）的函数，而其余各类仍旧照贝尔分类法. 
这样做法无非是将原来第零类中一部分连续函数放入第 一类, 其余照旧不动.其结果成立下面的 

定理 4 ( H . 勒贝格） 对于一切在第一教类或第二数类中大于零的教存在二元函数 

F a ( x , t ) (0 < x < 1,0 ^ 1) 

满足下列二条件： 1) F a ( x , t ) 为贝尔函教， 2) 对于每一个所属类数< a 的贝尔函数 f ( x ) (0 ^ 
X 彡 1) 有纟0适合 

/( x ) = F a ( x , to ) (0 ^ io ^ 1)- 

这样的函数 F a ( x , t ) 称为所属类数< a 的贝尔函数集的通用函数①. 

证明 设 e n { t ) 当 t = ^ 时等于1，而对于所有[0, ij 中其他的 < 都等于 o . 将所有以有理 
数为系数的多项式写为 n 

Pi ( x ), P 2 ( x ), P 3 ( x ),-- , 

又设 

oo 

Fi(x,t) = y^P n (x)0n(t). 

n=l 

①此处与 398 页，以及本节末尾所说•通用函数”的原文为 yHMBCpCaJIbHaH 中 yHKUHH (相当于 

英文 universal function ， 《数学名同》将其定名为通用函数)，可参看苏联《数学百科全书》第5卷 
352页的有关条目.——第5版校订者注， 
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类 


这是一个贝尔函数.事实上， Pn ( x ) e n ( t ) 是两个变量的贝尔函数（因为它的每 • -个因子是贝 
尔函数)，因此上述级数之任何部分和是一个贝尔函数.又因上述级数之项除一项可能不等于0外 
其余均为0,因而级数对于一切的点 ( x ,0 (0< x ^ 1,0^^ 1) 是收敛的，所以 Fi ( x , t ) 是一 
贝尔函数. 

从抝 中任取一个函数/⑷，那么一定可以表示为 

f(x) = F\(x,to). 

事实上，如果 /( x ) 等于多项式 P fc ( x ), 那么 

Fl ( X, %) = Pk ^ = ,( X ). 

因此，我们的定理当 a = 1时是真的.现在我们假定对于所有 P < a 时已经有了 F 0 ( x , t ), 
我们要来建造函数 

为此我们要分两种情形来讨论. 

1) a 是第一种的数.那么 a = 0 + l ， i ^( x ， t ) 是存在的.我们定义下面一列关于 1) 
的函数： i 用十进制小数表示（当 * < 1时不拿9当环循节） 

t = 0-a\a2CL^ --- 

而设 

^i(0 = O.ciia3<X5 • • • 

h^{t) = Q.a^cieCLio - • • 

^3(0 — O.d4dl2^20 * # • 


因为 h n { t ) 是一致收敛级数 之和： 

= 乙 ^Qk ， 

k — 1 

其中各项都是第一类的函数，所以 h n ( t ) 也是第一类的函数. 

设 

F a ( x , t ) = t IIm Fp [ x , hk { t )]. 

fc —OO 

那么显然的， F a ( x , t ) 是一贝尔函数.今证此函数就是所 M 类数< a 的函数集的通用函数. 
事实上，假如 f { x ) 是所属类数< a 之一函数，则 

f ( x ) = lira f k { x ), 

K—*00 

其中每一个函数 f k ( x ) 的所 M 类数< /?，因此可以表示为 

f k ( x ) = F0 { x , t k ) (0 ^ t/c ^ 1). 

容易在 [0,1) 中找到这样的广使对于所有的 A : 成立 


hk { t ^) = tk ( A : = 1，2,3, …）. 



§2. 贝尔类的不空性 


• 399 • 


于是 

F a ( x } t m ) = Jiin F 0 ( x , t k ) - Um f k ( x ) = /( x )， 

k—^oo k 一 oc 

因此得到 Fa ( x } t ) 满足定理中所要求的条件. 

2) 设 a 是第二种的数.那么有如下的序数数列 


01 < fh < 03 < 9 

而 a 是跟随在 { p n } 后的最小的数 • 

置 

F a (x,t) = Tim F 0 k [ x } hk { t )], 

k-^oo 

其中函数 h k ( t ) 和上面的一样，则 F a ( x f t ) 是一贝尔函数. 

设 f { x ) 的所属类数< a， 则 /(x) € // 7 , 7 < 对于 A: >知，使级 > 7 ,则 f ( x ) 可以表示 
为 

/(«) = F 0k ( x } t k ) (fc > ko ). 

在 [0,1] 中取如此的广，使 

h k ( t m ) = t k (k > ko) 

(这个显然的是容易做到的.并且 /n(r),/i 2 (r),-.- ，/ i fco (r) 可以任意地取).我们就得到 

F Q ( x y t m ) = \\ mF 0 k ( x , t k ) = lim/(x) = /(x)， 

因此，是所要求的函数.定理证毕. 

定理5 任何一类 不是空的. 

证明 假设某 -- 类是空的，那么所有后面的函数类更加是空的了，于是一切贝尔函数的 
类数都小于 

我们作前定理中所述的函数置 

少 0 M ) = [ F a ( a :, t )] J , 

则对于函数值介乎0与1之间的贝尔函数 f ( x ), 必有如下的 to, 使 


注意到此事实后，置 


f ( x ) =少 (: c ， to ). 




lirn 


少 (x，0 



少 (x ， t) 


那么它只取0和1两个数值.它是贝尔函数，且凡仅取值0与〗的贝尔函数 /( x ) 必可表示为 


( p ( x ， to ). 

特别，函数1 - 可以表示为此种形式.于是立即得到不合理的 事情： 因为 


1 一 < p { x , x ) = ^ p { x , to ) 
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当 x = 时，乃有 

= 2 5 

此矛盾乃由于假定为空集而导出的.定理因此证毕. 

我们再回顾定理4,并玨特别提到康托罗维奇 ® 的有趣的 结果： 对于所属类数< a 的一切函 
数存在通用函数 F a ( x , t ), a F «( x ,0 本身是//«中的贝尔函数，但是对于类数彡《的一切函数， 
那么通用函数就不再存在. 


§3. 第一类的函数 


在本节中我们专门讨论第-类的函数的某些性质. 

引理1 1) 闭集是 G<S 型的集 . 2) 开集是型的集 . 3) 两个闭集之差是 A 型的集. 

证明 设 F 是一闭集.记点 x 与 F 之距离为 p ( x , F ). 

设 

Gn = R H ( p { x y F ) < — j . 

那么（第二章 §4 之引理 1) Gn 是一 开集. 但易知 



故 F 是一 型的集. 


现在来证明 2) .设 G 是一开集，其余集 Cc ； 乃为闭集，由刚才所证，可见有开集 G U G 2 、 … 




cg = n ^ 


因此, 



G G 



其中 CGn 是的余集，所以 G 是兄型的集. 

最后，设和 f 2 是两个闭集.则 - f 2 可以有如下表示: 

Fi — 厂 2 = n C«p2. 


所以 Fl 一 f 2 是一个闭集与一个 Fa 型的集的交集，所以也是一个&型 的集. 

引理2 如果集 M 可以表示为 


M = A\ + A2 + • • • + Any 

其中一切是型的集，那么 M —定可以表示为另外一种形式： 

M = B \ + + • • • + Bn } 

__ _ __ -一 - 

① Jl . B . 康托罗维奇，06 yHMBepcaJibHLix ( J ) yhkumhx . > Kypn . JleHMHrp . 中 MO ， t . II ， b . 2, 
1929, 13-21 页. 
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其中一切 Sfc 也是心 型的集， B k C A k = 1，2，... ， n )， 并且 S fc 之间两两不相交. 


证明显然 M 可以表示为下列形式: 


M 




其中恳都是闭集，并且每一个八必含在某一儿之中.今设 


Si 




Fi^ Sk = Fk — (F\ + ••• + Fk^i)^ 


则 sv 都是 & 型的集，它们之间两两不相交，且 


m = y^s k . 


k 


将 r = {S k } 分成如下的 n 个部分 T u T 2y -Tn ： 凡集 Sfc 之含于的全体是 T u s k 之属 
于 T _ J \ 且含在 A 2 中的全体是 T 2 , 依此类推.置 




即得所要的分解 M = B ! + + • • • + 


引理3 设 f { x ) 定义于£； = [ a ,6] 且只取有限个有限函数值 


Cl < C2 < 


m w w 


〈 Cn • 


如果每一个集 E(f = Cfc) 是一 型的集 ，则 / Or ) 是一第一类的函数. 


证明设 


E(f = c k )^yZF ： 




其中 F x ( k ) 都是闭集. 




㈨ _ 




n 


㈨ 




⑷ 


= E ^ 


而作函数 ipm ( x ) 如下: 


^ m ( x ) = Ck {x € k = 1，2,…， n ) 


函数 ^ Pm ( x ) 定义于闭集少 m ， 且依照第四章§4的引理1，是一连续 函数. 又由第四章§4的 
引理2,在 [ a , b ] 上可以定义一个连续函数 rpm ( x ), 在集少 m 上岭 mOr ) 与 ^ Pm ( x ) 一致.于是，不 
难证明对于 [ a , 6] 中每一点成立 


lim rpm { x ) = f ( x)y 


从而即得引理3的证明. 


定理、 （ H . 勒贝格）设 f ( x ) 是在 E = [ a ,6] 上定义的函数，则 f ( x ) 的所属类数不大于 
1的必要且充分的条件是：对于任何一数 A 集 


都是&型. 


E(f > A ) } E(f < A ) 
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所以当 n — OC 时， / n ( x ) —致收敛于 /( x ), 因此 f { x ) 所属的类数不大于 1. 

现在我们来讨论一般的情形.首先考察有界函数 

g ( x ) = arctan f ( x ). 

当一 $ < >4 < 吾时， 

E(g > A ) = E(f > tan A ), 

如果 A 彡 I ，则集 E( s > 4) 是一空集.最后，如果 A < -|，则 > A ) = [ a ,6]. 因此对于所 
有的 A 集丑(夕 > 4) 是&型的.对于 J 5 (p < 4) 亦然.因此， g ( x ) 所属的类数不大于 1. 所以 

函数 

/( x ) = tan [卩 ㈣ 

所属的类数不大于 1®, 

贝尔发现第一类函数的其他有趣的性质.为了要叙述他的定理，我们必须详述某些新的概念 
和事实. 

定义设与5是两个点集 ， AC B .1) 如果与5相交的任一至少含有 S 的一个点的 
区间含有属于 B 而不属于 A ( A 是 >4的闭包）的点，则称 Z 在丑上是疏集 . 2) 如果 A 可以表 
示为可数个集的和集，和集中的任何集在 B 上都是疏集，则称 A 在丑上是第一范畴集. 

定理 2 非空闭集尸在其自身上不是第一范畴集. 

证明 假设不然， F 可以表示为 

F + 力2 + + • • • , 

其中每一个在 F 上都是 疏集. 那么 F 中含有点: zu 不属于的闭包因此必有闭区间 
[xi — 5 i,xi + Si ] (不妨假设< 1), 其中不含 i 4 i 的点. 

区间 - A，：ri + A ) 中含有不属于 石的 F 中的点 X 2. 因此有闭区间 [ x 2- S 2, X 2- hS 2 } 
(不妨假设 (^2 < i ) 不含 乂 2 的点， [ X2 — S2jX2 + 52 ] C [ x \ — S \ y X \ + S \]. 

如此手续继续进行，得 F 中一列的点 

工1，工2,工3， • • • ， 

和一系列的闭区间 

[xi — Jl,a：l + 6l] D [ x 2 一 占 2 ，工 2 + 占 2 ]〕 • • • D [ x n — S n , Xn + S n ) !)•••， 

在 [ a：n _ <5 n , x n +<5 n ] 中不含人的点，并且 Sn < 

设 X 0 为所有这些闭区间 [Xn - (5 n , Xn + 6 n ] 的 I 同点.那么 

xo = lim x n , 

n—^oo 

因此， X 0 e F . 但是据上所述，: r 0 不能含在任何一个 An 中，于是得到矛盾.定理证毕. 

①因函数 9 ( 2 ) 可表示为咖 ）= lim gu ( x ) } 其中 g n ( x ) 为连续函数且服从条件 -$ + 土 < 

n—oo 2 n 

9 n { x ) ^ . 因此， 

/(x) = lim tan[g n (x)] 1 

Tl 一 ^OO 

tan[g n (a:)] 都是连续函数. 
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推论如果不空的闭集尸是可數个闭集的和集 


■P = Fl + 厂2 + 朽 + •.. ， 

则必有如下的区间 ( A ,/ x ) 和自然数 n : 

( A ,/ i)F ^ 0, ( A ,/ i)F C F n , 

事实上，在被加集中至少有一个集在 F 上不是疏集，今设此集为所以在含有 F 的点的 
种种区间中，必有区间 （ A ， m ) 使其所含的 F 中的点亦含在中（因为是闭集，所以与其闭 
包重合). 

设 /( x ) 是在某个点集 >4上定义的函数. B 是4的子集.设函数仅对于 S 上之点 
有定义，在丑上与原来的 /( x ) 相同.那么我们称是 /( x ) 在集 B 上的诱导函数.容易 
明白，如果原来的函数 / Or ) 在 >4上为连续，则 /( x | 丑）在 B 上为连续. 

定理3 ( R . 贝尔）设 /( x ) 是在闭区间 [ a ，6] 上定义的有限的第一类的函数.那么在 [ a ,6] 
的任一非空闭子集 F 上必有诱导函数 f ( x \ F ) 的连续点. 


证明如果 F 至少有一个孤立点，那么这孤立点当然是 f(x\F) 的连续点.所以不妨设 F 
为 一 完满集. 

设 D 是 [ a , b ] 中的一个闭区间，在其内部至少含有 F 的一点（因此含有 F 的无穷多个点). 
我们将要证明，在 D 的内部①含有如下的闭区间 d . •在 d 的内部含有 F 的点且 /( x ) 在 
FOd 上的振幅小于任何一个已给之正数. 

我们首先要证明， D 的内部含有闭区间 E 使 EF 为一不空的完满集.设 D 的端点为>1及 
则 D = [ A , B ]. 无穷集是一闭集，除了 A 与衫而外没有一点是孤立点.我们假设4是 
DF 的孤立点，那么集 Z)F - {,4}, 即由 DF 剔除4点所得之集，乃为闭集.如果此集的最左 
一点是山，我们设置 A = [ A ^ B ], 则在 DxF 中的可能的孤立点只有 丑点. 如果 B 点真的 
是孤立点，那么我们由 D X F 中剔除此点 B 时设剩下来的（闭）集的最右一点是于是闭区间 

E 使五尸成一完满集. 

根据假定， f { x ) 可以表示为 

f ( x ) = lim /„( x ), 

n—^oc 

其中 /n(x) 都是连续函数.对于任意的正数 h 设 

= ^{\fn fn 十 m | ^ — ; 7TI = 1 ， 2 ，-.*). 

那么，都是闭集.其交集 

B n = 


也是 闭集； 且易见 





①如果 a < \ < fJL < 称闭区间 [ A t / i ] 含在闭区间 [ cr ， T ] 的内部,或是 [ CT ， T ] 的内部含有[入，/!】• 
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事实上，如果: r 0 € £；，则 {fn(xo)} 收敛，因此对于适当大的 n 及任意的 m 成立 

|/n(X0) _ fn^m(xo)\ < 

因此 x 0 eB n , EcZB n . 至于相反的包含式是很显然的. 

由已证之等式，得 



由定理2的推论，有含有中的点的区间 ( A ,/ x ) 及自然数 n 使 

( X , fi ) EFcFB n . 

♦ 

如果 x G 那么对于任意的 m 可证 

|/ n (3 J ) - / n + m (^)| ^ £• 

增大 m 而取极限，乃得 

l / n ⑷-/⑷ I 彡 e . 

集是一完满集，区间 ( A , m ) 至少含有的一点.因此， ( X , fi ) EF 是一无穷集.设抑 
属于 ( X , fjL ) EF , 但不是 E 的端点.取含有吻为内点的闭区间 d 很小，使得： 1) d 含在 （A,W 中， 
2) d 含在闭区间五的内部（因此 d 含在闭区间 D 的内部 )，3) (连续）函数 / n (x) 在闭区间 d 上 
的振幅小于 e. 

设: Cl 与12是 Fd 中两点，则 

|/n(a ： l) - /(X 1 )| 彡 £， \fn(xi) - /n(x 2 )| < 5, \fn(X2) - /(x 2 )| ^ 6, 

从而得到 

1/(^0 - /(x 2 )| < 3e. 

此乃表示函数 f { x ) 在集上的振幅小于 

总之，对于 [ a , b ] 中含有 F 的点为内点的闭区间 D, Z) 必含有一个闭区间 d, d 也含有 F 的 
点为内点，且 /(a;) 在 Fd 上的振幅小于预先指定的正数. 

因此， [a, 6] 中含有如下的闭 区间山，山 的内部含有 F 的点，山的长 md ! < 1, /⑷在尸山 
上的振幅小于 1. 

其次 ，山 的内部含有如下的闭区间心， d 2 的内部含有 F 的点， md 2 < i, /⑷在 Fd 2 上的 
振幅小于 f 

继续进行此手续，得到一列的闭区间 

di D dz D d3 D •' • (md n < , 

后一个含在前一个的内部，每一个 dn 的内部含有 F 的点且 /Or) 在 Fdr, 的振幅小于 

设《 属于所有的 dn , 那么之 属于 F . 容易看到，诱导函数 f ( x \ F ) 在点 f 是连续的 7 !定理因 

此证毕. 
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我们可以证明这个定理是可逆的.为此我们首先引人下面的概念. 

康托 尔-贝尔的定态原理 设对于每一个序数 a , 不论它属于第一数类或第二数类，有一个闭 
集/^与之对应，且当 a < /?时 D 

FqD Fi D • • • D Fu , 3 • • • D D • • • (a < O ). 

那么此集串 { F a } 从某集开始必定都彼此重合 • 这就是说，有 /I < 使 

= F^i = F m+2 =… . (*) 

证明① 将所有以有理点为端点的区间（可数个!）排列为序列 Si , S 2 , S 3 r -- • 这就使得对于 
数轴上每一个点集 E 可以对应着一个自然数集 S ( E ), 它是由满足关系式五心/ 0的所有自然 
数所组成的. 

易知，由4 C B 即得 S ( A ) C 5( B ). 其次，如果集 F R F * 都是闭集，且 F _ F *， 
m ^ S ( F ) ^ 5( F *). 事实上，设 F - 厂. 那么对于所有包含: ro 的足够短的区间与 F * 不相 
交. 如果& 是一个这样的区间，则 i € 5( F ) ^ S ( F m ). 

指出此事之后，我们置 S ( F a ) = S Q . 就得到集串 

So D Si D 5 2 D • • • D 5 a D ••- (a < O). 

设 K 是这一串上所有集的交集.如果 / C 由所有自然数所组成，那么该串中所有集也都是这样. 
这就表示，从凡开始的所有集&都相互重合（其 中每- 个与整个数轴重合).我们把这种情况放 
在旁边不谈，以 M 表示不属于 K 的自然数的全体.如果 me M , 那么可以找到这样的数 a<n 
使 m 百& .以表示其中最小数.于是我们就得到了一个有限的或可数的数集 { am }. 闪为它 
们都小于 A 所以可以找到序数仍旧属于第一数类或第二数类但大于所有的 a m . 如果 m ^ K , 
则 Tn ^ Sa m ,更加是 rn ^ Sfx . 从而推得 K = Sp . 因此 

— — Sp +2 = ... ， 

这是与关系式 （*) 等价的. 

定理4 ( R . 贝尔）设 f ( x ) 是闭区间 E = [ a , b ] 上所定义的 函数. 如果对于任何一个不空 
的闭集 F ， 诱导函數 /( x | F ) 在 F 上有连续点，那么 f { x ) 或为连续函数或为第一类的函数. 

证明 由勒贝格定理，对于任意的 A ， 证明 

E{f > A ), E{f < A ) 

都是仏型的集就好了. 

设 P ， <7是两个数，且 p < 置 

P — E(f > p ), Q = E(f < q ). 

$ 这个证明是院士 IL C . 亚历山德罗夫告诉作者的. 

②没有 F 及 F * 为闭的条件所述不真.例如，设 Q 及 K 依次表示所有有理数集及所有实数集， 

则 S ( Q ) = 5( R ) = {1，2,3,."}. 
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那么显然的， 


E = P + Q . 


设 F 是含在五中的不空闭集 . aro 是诱导函数 f ( x \ F ) 的一个连续点，那么下面二式 


f(xo) > p, f(xo) < q 

至少成立 一个. 今设 /( xo ) > p . 那么必有包含 ： E 0 的区间5,对于中所有的点 xj ( x ) > p. 
今设 

警 

F * = F - FS , 

m F * = FC (5, 所以 F 0 是一个闭集. ^ RF - F * = FSCR 如果 f ( x 0 ) < q . 那么我们可以找 
到闭集 F * CF , F - F ^ CQ , 因此，不论 F 是怎么样的不空闭集，必有部分闭集使不空的 
集 F - F ， 含在尸之中或含在 Q 之中. 

注意到此事以后， 置 F 0 = [ a , 6], 取闭集 R C 凡 使凡- R # 0且使 F 0 _ M 含在 P 中 
或含在 Q 中.如果凡不是空集，那么又可取其闭子集 F 2 使圮- F 2 / 0且使巧 - F 2 含在 
P 中或含在 Q 中.将此手续继续进行，或是逢到&为空集或是对于一切自然数 n 有集使 
Fn - F n+ 1 ^ 0且使_ Fn +1 含在 P 中或含在 Q 中. 

在后面的情形下我们置 

oo 

F w = Fn . 

n =0 

如果这个集还不是空集，那么我们还可以构造仏 +1 ，化 +2 , .... 设 a 是第二类的数且对于所 
有 已定义了 并且一切这些都不是空集. 

如果 a 是第一种的数,那么我 们以凡 《表示 F n . i 的一个如下的闭子集（其中 a - 1为邻接 
于 a 之先的数)， F a _! - F a ^0 R F «_, - F n 完全含在 P 中或含在 Q 中.如果 a 是第二种 
的数，那么置 * 

厂。= n & 

0 <cc 

假使说，对于 a < D 的所有集仏都不是空集，那么此事与康托尔-贝尔的定态原理是冲突 
的.因为依照这个原理，应该有 M 使 

因此- &+1 是一^空集 • 

这样，定义仏的手续不可能通过所有的第一类数和第二类数,必定存在 A < A 使 


/ 0 (a < A)， F \ = 0. 

在此情形下，原来的闭 区间凡 =[a, 6] 可以写成如下的 形式： 

= - A + i ]. 

Of < 入 

事实上，如果 x G 则必有 a < A 使 xGF q (例如 a = A ). 设0是这种 a 的第一个数.显然 
的，卢是第一种的数（因为如果0是第二种的数，那么2：既然含在一切 F a (a <奶中， rr 也应含 
在 F/3 中). 因此， Z € Fp — l — 用 f 以 

[a ， 6] C [-F a - Fa+i]. 

a < A 
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相反的包含式是显然成 立的. 每一个集 F a - F a +1 必含在 P 中或含在 Q 中.适合 


F a — F a +i C P (a < A ) 

的 a 的全体记做： r ， 又设 u = w x - t , 那么[/丁 = 0且 


[ a ，6] = - F a + i ] + y ^[ F a 一 F a + i ]. 

t u 

因为每个 F a - F a +1 是型集，而每个 T RU 是有限集或可数集，因此 


^ = -- 仏+泳 B = - 

T U 


也都是型的集，且 4 c 尸 , b c Q ， 又 as = 
不相交). 

这样，对于每两个数 p < <?,有分解 


0 (因为当 a 參沒时- F a + i 和- F 0+l 


[ dyb ] = B , 

AcE(f>p),BcE(f<q) } 

>1 和 S 都是型的集，且二者不相交. 

固定 p , 令 g 取下列 数值： 


对于一切 n ， 成立 


<]i > (]2 > ( J3 > lim q n = p - 


[ a , b ] = A n Bn { Ar^Bn = 0), 

其中 An 和队都是&型的集，且 

An C B(f > p ), B n C E(f < q n ). 


置 

oo oo 

R = ^2 人 ， ^ ~ II 

n —1 n=l 

显然的是 ftS " = 0 且 

[ a , b ] — R-)r S . 

集只是兄型的集.我们可证 

E(f > p ) = / i . 

事实上，如果 f(x 0 ) > V. 那么对于足够大的 n ， f(x 0 ) > 扣而 x 0 eB n . 所以 x 0 ^S 7 x 0 G R. 
从而得到 

E(f > p ) CR . 

其相反的包含式是显然成立的.所以 E(f > p ) 是型的集. 

同样可证 E(f < <?) 是型的集.定理证毕. 

下面用几个例子来说明勒贝格定理及贝尔定理. 
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I . 有界闭集 F 的特征函数是第一类的函数. 

设 F C [ a , b ] = E ， f ( x ) 在 F 上取值1， 在 E — F 上取值 0. 那么 


I E ， A <0, 

F, 0^A<1, 

0， 1, 


EU <^)= 



A >1, 
0 < 
A^O. 


由 E-F = EnCF ， 但 CF 是一开集，因而 E - F 是仏型的集.于是可见这些集 E (/ > A ) 
和 E(f < A ) 都是&型的集. 

上述的命题也可以不用上面的理论来证明.设 r ( x ) 是点 a : 与集 F 的距离，则 r ( x ) 是一连 
续函数.由 

f ( x ) = lim --- - 7 - 、 

n—oo 1 + nr { x ) 

也得到所要的结果. 

II . 仅有可数个不连续点的函数是第一类的函数. 

事实上，设 F 是一闭集. F 的孤立点都是诱导函数 f ( x \ F ) 的连续点.假如 F 没有孤立点， 
那么 F 是一完满集，不是可数的.因此 F 含有原来函数的连续点，这些连续点自然更是诱导函数 
的连续点. 

特别是： 


III . 单调函數和有界变差的函数都是所属类数不大于1的函数. 
下面的例子是极可注 H 的. 


IV . 设 Po 是康托尔的完 满集. 在闭区间 [0,1] 中定义两个函数 / Or ) 和 g ( x ) 如下： / Or ) 在 
Po 上等于1而在 Go = [0, 1] _凡上等于0;而 g ( x ) 的定义 是：当 rr 属于凡但 a : 不是 P 0 的 
余区间的端点时， g ( x ) 等于1，在[0, 1] 中其他的点， g ( x ) 等于 0. 

容易明白， Go 中的点都是这两个函数的连续点，而凡中的点都是它们的不连续点.因此，这 


两个函数有完全相同的不连续点.同时 f ( x ) 是 第一类的函数 ( f ( x ) 是闭集 Po 的特征函数)，而 
g { x ) 却不是第一类的函数，因为诱导函数在 Po 中每一点都不是连续的. 


V . 狄利克雷函数是第二类的函數. 


所谓狄利克雷函数 yp ( x ) 是：在 [0 ,1] 中之有理点， ^{ x ) 等于1 ，在 .. . ，， 

于 0. 所以 [0 ,1] 中一切点都是 ip ( x ) 的不连续点，所以 < fi ( x ) 不会是第一类的函数.但是如果我 


中无理点， ip ( x ) 


们将[0,1】中所有有理数写成 



r3, … 


而设0彡 z 彡1， 



x = Tky k — 1，2, … ， n ， 
x 7 ^ r / t , k = 1，2, … ， n ， 


则函数 ipn(x) 仅含有限个不连续点，是第一类的函数.因为狄利克雷函数是当 
n — oo 时的极限函数，所以属于第二类 

①不难证实，可以表示为 


咖）= 



lim [cos(m\irx)] 




由是也可明白 < p ( x ) 是第二类的函数. 
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狄利克雷函数 ip ( x ) 乃为 [0,1] 中有理数集的特征 函数. 有理数集是可数的，所以具有型式 


F a . 因此，&型的集上的特征函数不一定是第一类的函数. 


§4. 半连续函数 


我们现在要叙述一种特殊形式的第一类的函数——半连续函数.为此我们首先引入函数的上 

极限及下极限的概念.这个概念对于数列而言已在§2中说过.为简单起见，我们仅就一元函数加 
以讨论. 

设 /( x ) 是在集£上定义的函数. x 0 是 之一极 限点.设6 > 0,置 


Ms ( xo ) = sup {/(: r )}， ms ( xo ) = inf {/( x )} [x € (xo — S 7 xo + 

当占减小时， Afs ( xo ) 不增加， m 6 ( xo ) 不减少.因此存在着（有限或无穷的）极限 


M ( xo ) = lim Ms ( xo ) } m ( xo ) — lim ms ( xo ), 

< 5—0 5—^0 


分别称之为 f { x ) 在点: EO 的上极限及下极限①.分别记这两个极限为 


M ( xo ) = lim /( x ), m ( xo ) — lim /( x ). 


所宜注意 的是： 函数 f { x ) 可能在抑没有 定义. 不过，如果 rro G 则显然的成立 


m ( xo ) < /( x 0 ) ^ M ( xo ). 

定理1 设 f ( x ) 在点 Xo 之上极限是 M ( xo ). 对于 ： En € E ， a： n —► Xo , 若数列 

/(XI) ， /(12) ， /(x 3 ) ，… 

有极限，那么所有此种极限值之最大数就是 M ( xo ). 

% 

证明 如果 M ( xo ) = - oo , 则容易 置信： 凡数列 { x n } C E 而收敛于 x 0 的，必须 /( x n ) - 
M ( xo ). 设 -oo < M ( xo ) < + OC . 那么取 TV 使当 n > iV 时， M ^ ixo ) < + oo . 对于每一个自然 

n 

数 n > AT ， 在区间 ^co + 中可以找出点 x n € E 使 

Ml ( xo ) —丄 < f(Xn) ^ A/i (xo). 

n n n 

因此得到 /( x n ) —► M ( xo ). 另一方面，如果 B > M ( x 0 ), 那么必有使 Ms ( xo ) < B . 对于所 
有的 X e 0 c o - 6, xo +6) J { x ) ^ Ms ( xo ). 因此不可能找出这样的数列 { x n } C 尽使 

► X 0} /(X n ) — ► B. 

最 后如果 A /( x 0 ) = + oo , 那么对于所有自然数 n , M ^( xo ) = + oc ， 因此，在区间 ( x 0 -丄， x 0 + 丄 

n \ Tl 71 

中有点 x n € E 使 /( x n ) > n , 于是 /( x n ) — M { xo ) y 而其他点列所造成的极限当然不会比这+ 
大.定理完全证毕. 

对于 m { xo ) } 有相似的定理，在此地我们不详细的叙述了. 


$读者应当知道，这就是第五章§4中所说的贝尔上函数及下函数. 
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定义1 在闭区间 [ a ,6] 上定义的函数 f ( x ) 如果在点: co 满足 

Mm f ( x ) = /( x 0 ), 

X—^XQ 

那么称 f ( x ) 在点 z 0 是下半连续的.如果满足 

Hm f ( x ) = /( x 0 ), 

那么称 f ( x ) 在点 x 0 是上半连续的. 

在这个定义中，没有假定 /( x ) 在 x 0 本身或 [ a ，6] 中其他之点为有限.特别当 f ( xo ) = -oo 
时， /( a :) 在 a: G —定是下半连续. 

如果: r Q 是 f { x ) 之-连续点，那么 / Or ) 在 rco 既为上半连续又为下半连续.反之，如果 f ( x ) 
在 x Q 取有限值而且既为上半连续乂为下半连续，则必 /( a ;) 在: r Q 为连续.这个说法无非是第五 
章§4中定理1的另外一种形式罢了. 

今后我们谈到的，主要只就下半连续而言.所得一切结果不难转述到上半连续.事实上， f ( x ) 
在 xo 为下半连续与- /(X) 在抑为上半连续二语是意义相同的. 

半连续的概念可用别的形式表示. 

定理 2 设 f ( x ) 定义于 [ a ，6】， x 0 € [ a ，6】. 函数 /( x ) 在: r 0 为下半连续的必要且充分条件 
是：对于 [ a , 6] 中任一收敛于 xo 的点列 { xn }, 成立 


f ( x 0 ) ^ lim /( x n )_ (1) 

n—oo 

事实上，设/⑷在抑为下半连续，: r n — Z0 , 〜6 [ a , 6 ]. 那么从 { x n } 可以选取子列 { x n J 
使 /(X nfc ) 收敛于 to /(Xn). 再由定理1，乃得 

n — ►oo 


/( x 0 ) = lim f ( x ) ^ lim f ( x nk ) - lim f ( x n ). 

x—^xq fc —>oo n—*oo 

反之，如果⑴式对于 [ a , b ] 中收敛于 a :。 的一切数列 { x n } 成立，那么当收敛于: r 。 的数列 
{ x n } 适合 

f ( Xn ) — > lim f ( x ) 

x—*xo 

时，就得到 f ( xo ) ^ lim /( x ). 但是 lim /( x ) < f ( x 0 )， 所以 /( x ) 在仰是下半连续. 

X—^XQ X— 

定理3 设 f ( x ) 是在 [ a } b ] 上定义的函数 ， xo € [ a ，6] 且 f ( xo ) > 一 oo .则 f ( x ) 在为下 
半连续的必要且充分的条 件是： 对于小于 f ( x 0 ) 的任意数有5 > 0,当 |x - x 0 | < S(xe [ a ,6]) 
时， 

f { x ) > A . 


证明先设 /( a ;) 在 xq 为下半连续，4 < /( x 0 ). 因 


f ( xo ) = lim f ( x ) = m ( xo ) = lim m < s ( xo ), 

x — x 0 

故有 5 > 0 使 ms ( xo ) > A . 因为当 |x - x 0 | < S y xe [ a ,6] 时， f ( x ) ^ m s ( x 0 ) y 所以这样的 (5 即 
合乎要求. 
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反之，设 f ( x ) 具有定理中说的条件，那么对于 A < /( xo ), 有5,当 - : r 0 | < (5, a : € [ a , 6) 
时， f ( x ) > A . 因此， ms ( x 0 ) > 令 5 -> 0 ,则得 

m ( xo ) ^ A , 

再令 A — /( xo ), 乃得 

m ( x 0 ) > f ( x 0 ). 

另一方面， m ( xo ) ^ /( x 0 ), 所以 m ( x 0 ) = /(抑)，即 /( x ) 在 x 0 为下半连续. 

假如 f ( x ) 是一有限函数，那么所证定理可以写成下面的 形式： 

定理 4 函数 / Or ) 在抑为下半连续的必要且充分的条 件是： 对于任意的正数 e ， 有5 > 0 
当 |:c - ac 0 | < € [a ， 6]) 时， 

/( x 0 ) -£< fix ). 

从定理4,很清楚的看出半连续性与连续性两概念间的关系. 

定理 5 设/( X )和 g ( x ) 定义于 [ a ,6], 在点 rc 0 都为下半连续，又函數 /( a :)+ p ( x ) 在 [ a y b ] 
上亦有定义①，那么 /( x ) + g ( x ) 在 3 ：o 亦为下半连续 • 

证明 不妨假设 /( xo ) + g ( xo ) > _ oo , 因为否则就不必证明了.此时当然 /(: r 0 ) 与 g ( x Q ) 
各自都不等于 一 oo . 设 A < /( xo ) + p ( xo ), 那么有如下的 B 和 C : 

B < /( xo ), C < g ( x 0 )，B -hC > A . 

由定理 3, 必有 6 > 0 y 使当 |x - x 0 \ < S } x e [ d ， fe ) 时， f { x ) > B , g ( x ) > C . 对于这些 
x ，/( x ) + g ( x ) > A t 再用定理3,知 /( X ) + g (: r ) 在： r 。 是下半连续. 

定理6 设一列的单调增函数 

/ i ( rr ) 彡 f 2 ( x ) ^ f 3 ( x ) 彡… 

定义于 [ a , fcj ， f n ( x ) 都在 z 0 为下半连续 • 那么函数 

/( x ) = lim fn(x) 

n —oo 

在韌也下半连续. 

证明 不妨假设 /( xo ) > - oo . 如果>1 < /( xo ), 那么对于适当大的 n ， f n { xo ) > A . 固定 
这种 n ， 取 <5 > 0,使当 |x - xol < S , XG M ] 时， f n ( x ) > A . 因为 f ( x ) ^ /„( x ), 所以对于这 
些: r , f ( x ) > A , 从而得到定理的证明. 

①这就是说， / Or ) 和 p (: c ) 在同一点不取符号相反的无穷值.例如 /(: r ) = -oo (0 < a ; < 1)，而 

{ —OO, X = 0y 

+oo, 0 < rr ^ 1, 

则此两函数在 x = 0都是下半连续，但当 z > 0时， /( x ) + g ( x ) 无意义. 
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推论 设 u n ( x ) 彡0 ， n = 1， 2, .... 又设 u n ( x ) 在点 xo 为下半连续，则级数 

ui ( x ) + U2 ( x ) + U3 ( X ) H - 

的和函教①在: To 亦为下半连续 • 

到现在为止，所讲的只是函数在一点的半连续性.现在我们要讲在闭区间上处处为半连续的 
函数. 

定义2 设 f ( x ) 定义于闭区间 [ a , 61， [ a , 6] 中每一点都是 f ( x ) 的下半连续点，则称 f ( x ) 
在 [ o ,6] 上 是一下半连续 函数.同样可定义在闭区间上的 上半连 续函数 • 

定理7 设 f { x ) 定义于闭区间 E =[ a , b] y f ( x ) 在 E 上是下半连续的必要且充分的条件 
是： 对于任意的实数 c ， 点集 

F ( c ) = E(f ^ c ) 

常成闭集⑦. 

证明设 / Oc ) 在 [ a , 6] 上是下半连续 • 如果 in € F ( c ) 且〜 — 如，则由定理 2, 

f ( x 0 ) < lira /( x n ), 

n—*oo 

从而帥 € F ( c ), 因此 F ( c ) 是一闭集. 

反之，设-切 F ( c ) 都是闭集，要证明 /( z ) 在 M ] 中任意取的一点:为下半连续.为此设 

A = lim f ( x ). 

由定理1，有点列 : Crv € [ a ， b ]， 使 

Xn —► Xq, /(X n ) ~♦ A. 


假如 


f ( xo ) > A y 


( 2 ) 


又设 c 为介乎 >1 与 /( xo ) 间之任意一数 ： A < c < /( xo ), 那么当 n 甚大时， /( x n ) < c . 因此 
Xn G F ( c ). 因 F ( c ) 是闭集，故 rE 0 e F ( c )， 即 f { x 0 ) ^ c . 此与数 c 的选择相矛盾，所以⑺式是 

不可能的.因此 

f ( x 0 ) ^ lim f { x ). 


定理证毕. 

例 设 S 是闭区间 [ a ,6] 与某一开集 G 的交集.设 < p { x ) 是点集 <5的特征函数③，则 <^( x ) 
在 [ a , b ] 上是一下半连续函数. 


①在级数的发散点,其和为 + oc . 

⑦由此可知 /( x ) 是一可测函数 • 

③定义于 [ a ,6], 当 x e S 时 v >( x ) = 1，当 rr € Kb】-S 时 ifi ( x ) = 0. 
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事实上，此地 

1， 

c< 1， 
c < 0， 

所以一切 F ( c ) 都是闭集. 



定理8 在闭区间上的下半连续函数取到函数值的最小 数®. 


证明 


设/(工）在 [ a f b ] 上为下半连续 ， m = inf {/( x )}, 那么在 [ o ,6] 中必有如下的数列 


lim f ( x n ) 

I— ^OO 




并且 {Xn} 必有收敛的子列.所以我们不妨假定 {X n } 收敛于: TC . 那么 


/(Xo) = lim /( x ) ^ lim /( x n ) 

學一〜 n—oo 






因 /( xo ) 不小于 m ， 故 f { xo ) = m . 

推论 闭区间上的下半连续函数不取值 - oc 的话，它必有下界. 

所当注意 的是： 下半连续函数可能没有最大函数值.例如函数 

{ X ， 0 < x < 1 ， 

0, x = 1 


就是一个例子. 

由定理5和定理6 知道： 闭区间上的两个下半连续函数的和函数@亦为下半连续.又单调增 
的下半连续函数列之极限函数仍为下半连续.而在一个闭区间上的连续函数必同时为上半连续与 
下半连续.因此得到如下的结果： 


定理9 单调增（减）的连续函数列的极限函数是下半（上半）连续的 ♦ 


自然，这个定理之逆是不真的.事实上，如果函数 f ( x ) 在某点取值 - oc ， 那么它不可能是单 
调增的连续函数列之极限，因为连续函数常是有限的.但是如果限制函数不取值 - oo , 那么定理9 


之逆定理也成立. 


定理10 设 f ( x ) 是在 [ a , 6] 上定义的下半连续函数，但不取值 - oo , 那么存在单调增的连 
续函数列 

fl (X) ^ /2(X) < /3(X) < …， 

使 

f(x) = lim fn(x). 

n—oo 

①此地所谓最小数可以是 -OC (也可以是 + oo , 如果 f ( x ) = + oo ). 

⑦假设存在. 
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证明固定 [ a ,6] 中的点: r , n 是一自然数，作 2 的函数 

/⑷ + n \ z - x \ } (3) 

因_叫为连续，当然是下半连续，因而函数 （3) 是下半连续的.又因它不取 _ oo , 所以它有最 
小值，不妨假设此最小值是一有限数®. 

今记此最小数为 /„( x ): 

fn(x) = min {/(2) -\-n\z - x |}. (4) 

那么我们就得到所要的函数列了. 

事实上，假设〜= z „(: r ) 是 [ a , 6] 中之一点，使 （3) 式所表示之函 数在〜 取值 f n { x ). 于是 

/ n (^) = + 7 l | Zn (^ c ) 一 X . (5) 

因为 f n (x) 是函数 （3) 的最小函数值，所以对于 [ a , 6] 中任意的点 j /， 成立 

fn(x) < f[z n {y)\ 4- n\z n (y) - x\. 

因此， 

/ n ( x ) < f[z n (y)] 4 - Ti\z n (y) - y | -\-n\y - x\. 

由 （5) 式与上式， / n ( x ) < f n (y) + n\y — : r |. 又因 t 与 y 地位是可以交换的，故得 

l/n(x) - fn(y)\ ^ n\x - y\. 

所以 / n ( x ) 是一连续函数. 

其次，设 m > n , 则 

fn(x) ^ f[zm(x)] 4- n\z m (x) - x | 彡 f[z m (x)] 4 - m\z m (x) - x | = f m (x )， 

故 / l ( x ) ^ /2(®) < ,3(3：) ^ * * * • 另一方面,因不等式 

fn(x) ^ f(z) + n\z - x\ 

对于 [ a , 6] 中一 切；: 都成立，特别令 2 == cc ， 即得 

fn(x) < f{z). ( 6 ) 

因此，置 g ( x ) = Jim ^/ n ( x) y 即得 

5(®) < /⑷- (7) 

至此为止，我们没有利用 f ( x ) 的半连续性.上面的议论对于一切有下界的②乂不恒等于 +oo 
的函数都是有效的. 

①如果此最小值为 +oo, 则 f(x) = +oo. 此时定理很显然，只要取 fn ( x ) = n 就好了 • 

⑦至于 （3) 的最小值是否存在是没有重大关系的.如果不存在，则将 （4) 改写为 

fn{x) = inl{f{z) -j- n\z - x\}. 

无非讨论起来略为麻烦些罢了. 
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现在我们暂时假定 / Or ) 不取值 +00 (这并不表示 /( a :) 有上 界). 那么由 （5) 与 （6) (利用到 
/(匀有下界的性质）知当 n — oc 时， z n { x )^ x . 对于任一正数£，有 (5 > 0,使当> - < 5时 
f ( z ) > f ( x ) - e . 对于适当大的 n ， 成立 \ z n ( x ) - x \ < S , 因此 f [ z n { x )] > f ( x ) - e , 自然更加是 

fn(x) > f(x) - E. 

从而得到 g (: r ) > f { x )- e . 但因 e 是任意的，故 g { x ) ^ f ( x ). 从而与⑺合并，即得 f ( x ) = g ( x ). 
现在将 f { x ) 为有限的条件除去.置 

f /⑷， y ■⑷彡 n ， 

Pn ( x ) = < 

[ n , f { x ) > n . 

显然的是 gi ( x ) ^ g 2 ( x ) ^ g 3 ( x ) < . • . ， 且 ^^( x ) = f ( x ). 我们可以证明 g n ( x ) 是下半连续 
的.因为如果: r 0 e [ a ，6 ]，e > 0,那么存在 6 >° 0 ,使当 - x 0 | < J 时， 


因此，由于 pn ( X 0) 彡 /( XO ), 得 
另 一 方面， 


/(X) > f ( x 0 ) - £, 

f { x ) > g n ( xo ) - e . 
n > 9 n ( xo ) - s . 


因此，取 x € (抑 - (5，抑 + <5)，则不论如⑷与 f ( x ) 相同或与 n 相同，总可得到 g n ( x ) > 
9 n ( xo )- E . 所以 g n ( X ) 是下半连续的.因为 g n ( x ) 是有限的，所以利用已经证明的结果，对于每 
一个 n 存在如下的一列连续函数 ^ n ) ( x ): 

^ i n) (^) ^ ^ 2 n) ( x ) ^ v 4 n ) ⑷《…， d n ) ( x ) = g n ( x ). 


置 


那么① 


/ 几⑷ =max{v4/)(x) ， (^ 2) (a:)， … 

/ i ( x ) ^ / 2 ( x ) 彡 f 3 ( x ) < •••. 


并且，利用 §2 的引理 1 的推论1，可见一切 f n ( x ) 都是连续函数.最后，易知 


lim f n ( x ) = f ( x ). 

n — ¥oo 

于是证明完毕. 

末了，我们要证明“连续函数隔离半连续函数”的有趣味的定理. 

①因为事实上，假设 fn ( x ) = 则 

/ n +1 (*) = max {<^1 “*)，…， V?i+ + 1 1) ( x )} > Oi) ㈤ > < Pn n ) ( x ) = fn (*) • 
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定理11 设 u ( rr ) 在 [ a ,6] 上是一上半连续函数, v ( a :) 在 [ a , 6] 上是一下半连续函數， 
u ( a :) •若 u{x) < + oo ， v ( rr ) > 一 oo , 那么必有连续函数 /( x ) 满足 

u ( x ) ^ f(x) ^ t ;( x ). 

证明由前定理存在如下的两列连续函数 { p „( x )} 和{^⑷}: 

^ (f2(x) > # 3 (x) 彡 …， lim <fin(x) = u(x), 

n—^oo 

rf^i(x) < 矽 2 ( x ) 《 rh( x ) 彡 …， lim ^ n ( x ) = v(x). 

n — >oo 

对于 /( x ), 作函数 /+( x ): 

f / ⑷，/⑷ > 0， 

U( x ) = { 

1 0， / ⑷ < ◦• 

那么显然的，当 /(xK F ( x ) 时， U(x) ^ F + (x ). 因此 

(<Pl — 寸1)+ > (jfl — 少 2)+ > (<P2 — + ^ (^2 —岭3) + 

彡…彡 (<^n — *0 n )+ 彡 （fn — 0 n + l )+ 彡 （ fn +1 - 分 n + l )+ 彡… • 

因为 <pn(x) - ^p n (x) 收敛于 U ( x ) - V(x) ^ 0. 所以 （Pn -分 《)+ ~•> 0 ①.因此交错级数 

f { x ) = % j ) i ( x ) + W > i ( x ) - 分 iOr )】+ — [( fii ( x ) - 分 2 ( X )]+ + [< p 2 ( x ) - 02 ( x )]+ - ( 8 ) 

在 [ a , 6] 上处处收敛. 

如果在点 x , u ( x ) = v(x), 那么在该点，对于所有的 i 与 k 成立 (fi{x) ^ t /； fc ( x ). 于是 

[v^n(x) - t/；n(x)] + = (fn(x) - ^n(^), 

[^Pn(x) - 矽 n+l(X)]+ = ip n (x) — V’n+l ( 工 ) • 

因此， 


f(x) = rpi(x) + - *01 (X)} - {<Pl(x) - ^2{x)} -f {# 2 (x) - t/^(x)} 


mhm m % m 


此级数的部分和是 tpl (x),<^l(x) t ^2(x) t V72 (x), * • • • 因此 


/(X)= : lim(^ n (x) = lim t/; n (x) = tx(x) = v(x). 

如果在点 x,u(x) < v(x), 那么对于适当大的 n 成立 (fin(x) < ^n(x). [ 因此更加是 ^n{x) < 
tp n+ i(x)]. 闪此级数 （8 ) 中各项，自某项起都是 0 . 假设等于0的第一个 [•••]+ 是 [AxOr) - 
t^n(x)l + , 那么 


/Or) = xjj\ (x) + (c^l(x) - 0 l(x)} -- {pn-l(X) - fpn(x)} = Xpn(x). 

于是， f(x) ^ v(x). 并且②， rpn{x) ^ V?n(x). 所以自然是 f{x) ^ u(x). 于是得 W(X) 彡 

f(x) ^ v(x). 如果在级数 （ 8) 中第一项为 0 的是 l<f n (x)-^ n +i(x)U y 那么亦可同样处理 . 总之， 

① 此地 用到： 如果 /n(x) — F(a：), 则 [/n(x)] + F+(X). 

② 因为 [<Pn(x) - 7 p n (x)] + = 0. 
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时常是 u ( x ) ^ f ( x ) ^ v ( x ). 剩 下来的事情乃要表明 f ( x ) 之连续性.级数 （8) 中各项都是连续 

的，所以它的部分和都是连续的.另一方面，级数 （8) 是交错级数，而其一般项的绝对值是减少的. 
其部分和适合 

^2 ^ 5*4 ^ *^6 ^ * ,51 ^ 5*3 ^ ^ • • 

因此级数 （8) 的和函数 f ( x ) 同时既是单调增的连续函数列之极限又是单调减的连续函数列 
之极限.换言之 f ( x ) 同时为下半连续又为上半连续，所以是连续的.定理证毕. 


第十六章勒贝格积分的某些推广 


§1. 引言 

在第九章之末曾引进例子 


f ( x ) = X 2 COS ^ [/ ⑼= 0 ]， 

Ju 

它在[0, 1] 上处处有有限的导数 fix ), 但后者不是勒贝格可积的函数.因此，勒贝格的积分运算不 
能完全解决由函数的有限导数求其原函数的问题.在1912年法国数学家 A . 当茹瓦 （ A . Denjoy ) 
引入了比勒贝格积分更一般的积分 运算' 且证明了，这种运算完全解决了上述问题. 

另一方面，在1914年德国的学者 O . 佩龙 （ O . Perron) 根据其他原理，与当茹瓦的不同，引 
进了一种积分定义，也完全解决了从有限导数求原函数的问题. 

但是后来 r . 哈盖（ 1921 )， n . c. 亚历山德罗夫 （1924) 及 r . 罗曼 （ r . jioMa H ) (19:25) 在 
他们的研究中证明了当茄瓦积分和佩龙积分是完全一样的.因此，佩龙积分只不过是当茄瓦积分 
的另一种定义形式而已，所以这种积分在近代通常称为当茹瓦-佩龙积分， 

在 1916 年，互相独立地， A . 当茄瓦及俄国数学家 A . H. 辛钦 （ A . 凡 Xhh^oih) 给出了更 
一般的积分定义，使得原函数不仅可以从它的通常导数中获得，并且可以从所谓近似（或渐近）导 
数®中求出.这个更一般的积分通常称为当茄瓦-辛钦积分，或者“广义’’当茄瓦 积分; 为了与之 
区别又称当茄瓦-佩龙积分为“狭义”当茹瓦积分. 

我们将详细地研究当茹瓦-佩龙积分.关于当 茄瓦- 辛钦积分只限于它的定义，详细的情形可 

①当茄瓦本人称他的运算为“总计化”，而所得的积分称为“总计”，但我们不保留这个名称. 

⑦数4称为 /( z ) 在点： r 0 的近似导数，如果存在着这样的点 集艮以 x 0 为其稠密点而当 xeE 
及 a ; — 时有 

Hm /(X) - fM ^ A . 
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以参考 S . 萨克斯 （ S . Saks ) 的专门论著 


§2. 佩龙积分的定义 

为了今后的叙述我们需要有下列的 

定义1 设 F ( x ) 是在闭区间 [ a , b ] 上定义的有限函数，而邳是这个闭区间的点.数 

DF ( xg ) = lim F(X) - F ( Xo ) ， 加 ( x 0 ) = “ F(Z) 一》 

— x~ 0 丨一工 0 X — % X-Xo 

依次称为函数 F ( x ) 在点 x 0 的下导数及上导数. 

容易看出，这两个数（可以是 ± oo ) 就是 F ( x ) 在点: r 0 的最大与最小导出数. 

引理1 设在 [ a ,6] 上已给有限函数 [/( re ) 及 V ( x ). 如果对于某点 x 0 € [ a ， b ] 有 

DU ( xo ) > — oo } DV ( xo ) < + oo , 

而 R ( x ) = U ( x )- V ( x ), « 

DR ( xo ) ^ DU ( xo ) - DV ( xo ). 

证明我们考察这样的序列 {/ ifc } :心# 0, / l *： — 0且 

lim R { x 0 -f h k ) - R ( x 0 ) = 及你。) 

hk — 

为了需要我们将 { h k } 改变成它的子序列，使下列二极限 存在： 

、 1# U(xo + hk ) — U ( xo ) v V (xo ^ hk ) — V ( xo ) 

A = hm - - r 1 -- - -、 [i = lim - -- • 

hk 

根据 （1) 式有 A > - oo 及 /X < + oo , 因此差 X - H 有 意义. 从而得到 

DR ( x 0 ) - X - fx . 

最后再注意到 A > DU ( x q ) 及 /i < DV ( x 0 ) 就行了 • 

推论如果 tAOr ) 及 U 2 { x ) 为有限函数且 

DUi ( x ) > — oo , DU2 { x ) > 一 oo ， 


则 


D [ Ui ( x ) + U 2 { x )} ^ DUi { x )^ DU 2 ( x ). 


事实上，置 U 2 ( x ) = - V ( x ) 而注意到 


DU 2 ( x ) = - W ( x ), 


那么就可以用引理. 


①吕.萨克斯 ， Teopun MHTerpajia, MJl , 1949. 
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定义2 设 /( re ) 是在 [ a ,6] 上定义的函数（不一定有限)•在 [ a ,6] 上连续的函数 F (: r ) 被 


称为 ® 


f { x ) 的上函数，如果 

1) F ⑷= 0 ， 

2) DF { x ) > - oo 对所有的 x e [ a ，6], 

3) DF ( x ) > /⑷对所有的 : r e [ a , 6]. 


f ( x ) 的下函数，如果 

1) F ⑷ = 0 ， 

2) DF { x ) < + oo 对所有的 a : e [ a ， fe ]， 

3) DF { x ) ^ f ( x ) 对所有的 x € [a，&]. 

上函数及下函数的概念乃是原函数概念的 推广. 也就是说，下面的事实是显而易见的： 

引理 2 如果有限函数 /( x ) 是函数 F ( x ) 的导函数（且 F ⑷= 0)， 则 F ( x ) 同时是 /( x ) 
的上函数和下函数. 

在今后具有重大意义的是 

引理 3 如果 t/(x) 及 V { x ) 分别是同一个函数 f ( x ) 的上函数及下函数，则差 R { x ) = 
U ( x ) - V { x ) 不减 • 


证明根据引理1，在 [ a ,6] 上处处有 


DR { x ) ^ DU { x ) - DV { x ) ^ 0, 


从而问题归结到第九章§8的引理 1. 


推论 1 在引理 3 的条件下有 1/(6) > V ^(6) - 
将此命题与引理2对照就得出 

推论2 在引理 2 的条件下，数 F ( b ) 同时是所有 67( b ) 的最小值和所有 V ( b ) 的最大值， 
于此及 V { x ) 是函数 f ( x ) 的任意上函数及下函数，即 


F (6) = min { f /(6)} = max { V (6)}. 


现在我们可以给出基本的 

定义3 在 [ a ,6] 上定义的函数 f ( x ) 称为在 [ a ,6) 上 依照佩龙的意义可积 [或 （ P ) 可积1， 

如果 

(1) 它至少有一个上函数及-个下函数 

(2) 所有上函数 U ( x ) 在 a : = b 的数值所成之集 { U ( b )} 之下确界与所有下函数 V ( x ) 在同 
一点的数值所成之集 { V ( b )} 之上确界相等，即 


inf { t /(6)}= sup { V (6)}. 



如果/(岣在 [ a ，&] 上为 （ P ) 可积，则共同值（ 2 )称为 / Oc ) 在 [ a ， fe ] 上的佩龙积分， 记作 



写成下列形式的定理 


® 这两个名词译自德文 Oberfunktion 及 Unterfunktion. 

⑦由此定理立即可得存在着函数，它是（户）可积而不是（^)可积的 • 
cos 1,/(0) = 0] 的导函数即为一例 • 

X. ， 


例如函数 /(： E ) = 
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定理 如果函数 F ( x ) 在 [ a , b ] 上处处有 有限① 的导数 / Or ), 则 f ( x ) 为 （ P ) 可积且 

增 - F(a) = (P) [ b f(x)dx. 

J a 


所以，佩龙积分实际上是最 终解决 了按其有限导数求原函数的问题.但是我们不能不注意到, 
在所引出的佩龙积分的定义中，却并没有给出这个积分的任 何构造过程 . 所指出的这个缺点将在 
当茄瓦的积分理论中去掉.我们在以后会看到，当茄瓦积分是完全由其明确的构造来定义的. 

在本节之末我们还要提醒一下，由佩龙积分的定义可直接得到函数为（户）可积的简单而重要 
的条件. 

引理4 在 [ a ,6] 上定义的函数 f { x ), 它在 [ a ,6] 上为 （ P ) 可积的必要且充分条 件是： 对于 
任意已给的 £>0, 有上函數 U ( x ) 及下函数 V ( x ) 与之对应，使 U ( b ) - V ( b ) < e . 


§3. 佩龙积分的基本性质 


定理 1 如果函数 /( a :) 为（尸）可积，那么它几乎处处有限. 


证明设 /(®) 在 [ a , 6] 上为 （ P ) 可积，（/⑷及1 
R ( x ) = U ( x )- V ( x ). 根据§2的引理1，在 [ a ,6] 上处处有 


分别为其 h 函数及下函数.置 


DR{x)^DU(x)-DV(x). 

但是，如果在某点 so 有 f(x 0 ) = + 00 ,那么更加是 DU(x 0 ) = + 00 ,但因 DV(x 0 ) < + 00 , 

所以 

D_R(xo) = + 00 . 

后面一个式子对于 f(x 0 ) = -CX) 的每一点抑也是成立的.因此，使 f(x) 成为无穷的点集 
乃是使 R f (x) = - f 00 的点集的子集，由于连续的增函数 R(x) 的导函数至多只能在一个测度为零 
的集上等于 + oo , 根据这个事实就可推得本定理. 

定理2 如果 F (: c ) 在 [ a , 6] 上为 （ P ) 可积，且 a < c < b , 则 /( sc ) 在 [ a ， c ] 及 [ c , 6] 上也 
是 （ P ) 可积，且⑦ 

(P)[ f(x)dx = (P) f C f(x)dx + (P) [ f(x)dx. (1) 

J a J a J c 

证明设 e > 0, 而 C /( x ) 及 V ( x ) 是 f(x) 的这样的上函数及下函数，使 


剛一 V ( b ) < e . 


显然，在闭区间 [ a , c ] 上它们也是 f ( x ) 的上函数及下函数.另一方面，差 U ( x ) - V ( x ) 是增 
函数，所以 


C /( c )- V { c ) < e . 

① /( 工） 为有限的条件不能除去.参考 B. «H. 科兹洛夫 （ B. H. Ko3jiob )， IIpMMep roJib^oBCKoro, 

MaT. c6., 1951, 28, 1, 197 - 204. 

② 等式 jl ) 表示,佩龙积分是积分区间的可加函数. 


S 3. 佩 龙积分的基本性质 
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根据 e 的任意性从而推出 /( x ) 在 [ a , c ] 上是 （ P ) 可积的.我们注意到， 

V { c ) ^ ( P ) [ C f ( x)dx ^ 咐 (2) 

J a 

对于闭区间 [ c ,6], f(x) 的上函数和下函数应为 

U m (x) = U{x) - f /( c ), V ( x ) = V{x)- V{c). 


因为 

U*{b) - V(6) ^ U{b) - V(6) < e, 

所以在 [ c , b ] 上, f ( x ) 为 （ P ) 可积 ，且 

K (6) - V{c) < ( P ) jj { x)dx ^ U(b)- U(c). (3) 

合并⑺及⑶就得到 

V(b) ^ ( P ) [ C f ( x)dx + (P) [ b f { x)dx ^ f/(6), 

J a J c 

从而得到⑴. 


定理 3 如果 a < c < 6, 而 /( x ) 在每一个闭区间 [ a ， c 】 及 [c } b ] 上为 （ P ) 可积 ，则 f(x) 
在 [ a ,6] 上亦为 （尸） 可积 • 

证明设 e > 0,仏⑷及 W ⑷是 / Or ) 在 [ a , c ] 上的上函数及下函数，又 U 2 (x) 及 V 2 {x) 
是 /( aO 在 [ c ,6] 上的上函数及下函数，并且 


U\ (c) — Vi(c) < e, U 2 {b) — V^(fe) < e. 


引进如下的函数 


U(x)= 

V (x)= 



Ui(x), 

Ui(c) + U 2 (x) 1 
Vi(x) } 

Vi (c) + V 2 {x) 1 



当 a 彡 x 彡 c ， 
当 c < x 彡 b ， 

当 a < a : < c ， 

当 c < x 彡 6. 


易知①它们是/( ㈨ 在 [ a ,6] 上的上函数及下函数 • 由于 （/ ⑼一 V(b) < 2 e , 而 e 为任意的， 
所以定理证毕. 


定理4 如果 /( x ) 在 [ a ，6] 上为 （ P ) 可积 ，而 fc 为有限 常数， 则函数 fc /( x ) 在 K 6] 上也 
是（尸）可积的，且 



⑷ 


①事实上， DU(c) = min{DUi(c),DU2(c)}, 从而得到两个不等式 DU(c) > - oo 及 DU(c) ^ /( c ). 
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证明当 A : = 0时定理是显然成立的设 A : > 0. 如果及 V ( a :) 是 f ( x ) 的上函 
数及下函数，则⑦ kU ( x ) 及 kV ( x ) 乃是 kf ( x ) 的上函数及下 函数. 由于差 kU ( b ) - kV ( b ) ^ 
U ( b )- V ( b ) 一样可以任意的小，所以 fc /( x ) 是 （ P ) 可积的.等式 （4) 可从不等式 

kV { b ) ^ ( P ) f b kf ( x)dx ^ kU ( b ) 

J a 

得到. 

最后设 fc < 0.则 kf ( x ) 的上函数及下函数是 fcK ⑷及 kU ( x) t 其证可以如上而得. 

定理 5 设函数 / jx ) 及 f 2 { x ) 都在 [ a ,6] 上为 （尸） 可积.如果它们的和在 [ a ,6] 上处处有 
定义， 那么它在 [ a ,6] 上一定是 （ P ) 可积的 ，且 

(P) f Ifi («) 4- h { x)]dx = (P) f fi ( x)dx -\-(P) f / 2 ( x ) dx . 

J a J a J a 

证明设仏⑷及 U 2 ( x ) 分别是 A ⑷及 f 2 ( x ) 的上函数.如果 U ( x ) = f /^ x ) + U 2 ( x ), 
则[参考 §2 引理1之推论]它乃是 U ( x ) + f2 ( x ) 的上函数.同理可知 ⑽及 f 2 ( x ) 的下函数 
之和乃为和函数的下函数.其余的事情一望而知. 


定理 6 如果函数 f ( x ) 在闭区间 [ a ,6] 上是（尸）可积的，而函数 P (： r ) 在 [ a ,6] 上有定义 
且与 f ( x ) 等价，那么5(怎）在 [ a ,6] 上也是 （ P ) 可积的，且 



证明我们记满足 f ( x )_ g ( x ) 的点之全体为 

因为= 0,所以（参考第八章§2定理 6) 存在着这样的连续增函数 a ( x ) y 使得对于 JE ； 上 


所有的点有 g \ x ) - +0O. 

不妨认为⑦ a ( a ) = 0, a (6) 




1. 


对于 e > 0,取 f ( x ) 的上函数 U ( x ) 及 V ( x ) 使得 


t /(6) — V { b ) < 


设 


[/•(X) = U ( x ) + ea { x) y V *{ x ) = V ( x ) — scr ( x ). 


容易证明④，它们是 g ( x ) 的上函数及下函数.又因 


cr(fc)-v(&) <3q 

①函数 <^( x ) = 0是函数 F ( x ) = c 的导函数.所以，由§2的定理， AaO 是 （ P ) 可积的，且 

( P ) J Odx = 0. 

fc > 0时有 D [ fcF ( x )] = kDF ( x) y R D [ kF ( x )] = kDF ( x ). 

③不然代替 < y { x ) 可以讨论下歹 i 函数： 


a \ ( x ) = 


(t{x) — < j ( a ) 
cr ( b ) — cr ( a ) 


④事实上，由 ct(x) 的增加性，得到 DU^(x) ^ DU{x). 因此，在 [ a ,6] 上处处是 DU m (x) > - oo •从 
而导出，当 xeE 时有 air ( x ) > g ( x ) ‘ 但是当 X € E 9 后面的不等式是显然的，因为对于这种: r 有 
DU^{x) ^ DU(x) + Da(x) = +oo. 所以， t /"( x ) 乃是 g(x) 的上 函数. 对于 V m (x) 可以同理讨 论之. 


§4. 佩龙不定积分 
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所以 Wx ) 在 [ a } b ] 上为 （ P ) 可积. 最后，由不等式 

V ( b ) - “ ( P ) [ b g ( x)dx ^ U { b ) + e 

J a 

得出 ⑼式. 

附注最后_ -个定理使得定理5的表达中可以除去附带条件，即需 / i ( x ) + / 2 ㈤ 在 ( a , 6] 
上处处有意义.事实上，因为被加项（由定理 1) 几乎处处有限，故 + 不论怎样在 [ a , 6] 

上是几乎处处有意义的，而在留下的测度为零的集上可以任意的加以定义. 


§4. 佩龙不定积分 


如果 /( a :) 在 [ a , 6] 上定义且在 [ a , 6] 上为 （ P ) 可积，则函数 



X 


F ( x ) = C + ( P ) f { t)dt ( a < x ^ b ) 


a 


称为它的佩龙不定积分.置， q 

(尸 ) f f ( t)dt = 0, 

那么我们可以对 [ a , 6] 上所有 a : 讨论 F ( x ). ° 

定理1 佩龙不定积分是连续的. 


证明设 C / Or ) 及 V ( x ) 为上函数及下函数，满足不等式 

(7(6) - V { b ) < e . 

因为差 U { x )- V { x ) 是增加的，所以对于 [ a , b ] 中所有的点 xo , 有 

£/( xo ) — V ( xo ) < e . 


另一方面，在任意闭区间 [ a , x 0 ] 上函数 U ( x ) 及 V ( x ) 还是 f ( x ) 的上函数及下函数.所以 


V ( x 0 ) < ( P ) r°f(t)dt < U ( x 0 ). 

J a 

因此，对于 [ a , 6] 上所有 x 有 

0 彡 U ( x ) - ( P ) [ X f ( t)dt < e . 

J a 


乂因对于 （ P ) 「 f ( t ) dt 可以利用连续函数 t /( x ) 与之任意地一致接近，这个可能性就证明了 
本 定理. ° 


定理2 如果 /( rr ) 在 [ a ,6] 上为 （ P ) 可积， 

F ( x ) = ( P ) 厂 ⑴ 

J a 

而 C /( a :) 及 V (: r ) 是 f ( x ) 的上函数及下函数，则差 

U { x ) - F ( x ), F ( x ) - V ( x ) (2) 

中的每一个都是增函数. 
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证明设 a 彡 ： n < x 2 彡6•函数 U ( x )- f /( xO 是 /( x ) 在 [ x u x 2 ] 上的上函数.从而 


( P ) 



^2 


f { t)dt ^ U { x 2 ) - 




即 


F (* 2 ) - F ( xi ) ^ U ( x 2 )- U ( x 1 ) 


因此， 


U ( xi ) - F ( xi ) ^ U ( x 2 ) - F ( x 2 ) 


对于 （2) 的第二个函数可以同样讨论. 

定理3 ( P ) 可积的函数几乎处处是它的佩龙不定积分的导函数. 

证明保持记号（1)，我们可以找出这样的上函数 f /( x ), 使 


U ( b )^ F ( b )< e 2 } 


于此， e 是预先取定的数.设 


R { x ) = U ( x ) — F ( x ) 


它是增的连续函数.如所周知，它几乎处处有有限的导数 / T ( x )， 且 





b 


R r { x)dx ^ R ( b ) — R ( a ) < e 


2 


a 


记 A { e ) 为满足 


DF{x) < f(x) - e 


的点集.对于其中每一点更加是 


DF ( x ) < DU { x ) - e , 从而① DU { x ) - DF ( x ) > s . 


其次，对于 [ a , 6] 中存在着有限的 R \ x ) 的点，记其全体为 M (因此 mM = 6 - a .) 如果 


x e M , 则⑦ 


QU { x ) « 



{ x ). 


记 S ⑷为 [ a , 6] 中满足 R \ x ) > e 的点的全体，那么显然，交集 ikM ⑷是 丑⑷ 的子集.但 



emB { e ) < ( L ) / R \ x)dx < ( L ) f R \ x)dx < e 2 i 

B{e) Ja 


从而得到 


< £. 


e 


以#代替此地的 e ， 我们有 


m 




< 


e 


2 n 


①不等式 DF { x ) < f { x ) - e 保证了 DF ( x ) < + oo , 又因 DU ( x ) > - oo , 



有意义, 


® 事 $ 上 ^ "(x + /Q - U(x) = F(x + /Q - F{x) 

... h h 



DF ( x ) -f K 7 ( x ). 


R(x + h ) — R ( x ) 

h 


DU ( x ) - DF ( x ) 



QU {^) 


§5. 佩龙积分与勒贝格积分的比较 
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但显然有 

EiDF<f)^f2A(±). 

n=l 

所以 

m 0 E(DF </)<£. 

由于 e 的任意性，在 [a,b] 上几乎处处有 

# 

DF(x) ^ f(x). (3) 

类似地，引入下函数，就可以证明，在 [ a , 6] 上几乎处处有 

^ F { x ) ^ /( x ), (4) 

而对于所有的点，当不等式 （3) 与 （4) 同时满足的话，一定存在着 F\x), 且等于 f(x). 

推论1 任何 （ P ) 可积的函數是可测的， 

事实上，保留着上述记号而规定 


厂⑷ = F(b) 当 2 ： > 6 ， 

我们看到， /( x ) 在 [ a ,6] 上几乎对于所有的 a : 可以用连续函数列的极限来 表示: 


/(x) = 


lim n 





推论2 任意的（尸）可积函数的上函数 U ( x ) 及下函數 V ( x ) 几乎处处可以微分. 

事实上，在上面相同的记号下，有 


U ( x ) = [ U ( x )^ F { x )]^ F ( x ) } 

而函数 U { x )- Ma：) 与 F(x) 中每一个是几乎处处可以微分的.对于 V ( x ) 情况完全相似. 


§5. 佩龙积分与勒贝格积分的比较 

我们在§2 (参考421页的脚注②）中已经提到过，存在着佩龙可积但不是勒贝格可积的函数. 
在本节中我们要证明其逆不真.为此我们需要两个引理. 

引理1 设函数在 [ a ,6] 上可和及 

U ( x ) = 



如果 u { x ) 在点 x 0 为下半连续，贝， J 


DU(xo) ^ u(xo). 
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证明可以认为 u ( x 0 ) > - oc , 否则就不必证明.取任意的欠使它满足 A < u ( xo ), 那么 
我们可以保证，存在着这样的 <5 > 0,当4 一 如| < t € [ a , 6] 时有 ti ( t ) > A 
在这种情形下，当 |rr - x 0 \< S 时有① 


(L) f u { t)dt ^ A(x — xo )， 

JXQ 


从而 t/(x) - t/(x 0 ) 彡力 , 

X — Xo 


因此，所有导出数 DU ( xo ) 不 小于儿 特别是 DU ( xo ) ^ A . 其余的事情很显 然. 


引理2 设 /( x ) 在 [ a ,6] 上 可和. 那么对于任意的 e > 0,存在着具有下列诸性质的函数 

u ( x ): 

1) 它在 [ a ,6] 上定义且处处为下半 连续； 

2) 处处是 u ( x ) > 一 oo ; 

3) 处处是 u ( x ) ^ /( x ); 

4) 函数 u ( x ) 为可和且 

rb rb 

( L ) / u ( x)dx < e + ( L ) I f ( x ) dx . 

J a J cl 


证明 I . 首先假定 f ( x ) 是非负有 界的: 


0 彡 /( x ) < M . 




g 

1 + 6 — a ’ 


其中 e 是引理条件中所叙述的数，又选取自然数 n 如此的大，使 ncr > M . 


我们引进点集 


( 1 ) 


Ek = E(ka 彡 / < ( A : + l ) cr ) (/c = 0,1，2, • • • ， n — 1). 
对于其中每一个集存在这样的有界开集使 


Gk D Eky 


mGk < mEk + 


( A :+ 1)2^+^ 


设& = [ a ， b ] G * 及 cpk ( x ) 为其特征函数（我们令 ^( x ) 在闭区间 [ a ,6] 上定 义). 所有的函 
数 cp k ( x ) } 都是下半连续的⑦. 

置 

n— 1 

u { x ) = 

Ar=0 


将证这个函数就是所要 求的. 事实上，它是非负的，下半连续的，并且是有上界的.设 X e [ a ,6] 
则对于某些 i 原来是 x G Ei C Si 及 ^ t ( x ) = 1,在这种场合 


u ( x ) ^ (i + l)a > /( x ). 


①这里只就 x > x 0 时适用.对于 ：r <耶读者可以自行引出 推论. 
⑦参考在第十五章§4中引入的例子. 



最后， 


§5. 佩龙积分与勒贝格积分的比较 
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5 n—I n— 1 

u ( x)dx = cr + 1 ) 771 ^ < (7 y^(/c + 1 )[mEk 



k —0 


k —0 


(k +V\2 k + 


从而 


( L ) 



u { x)dx < akmEk + cr[(b 一 a ) + 1] 


A:=0 


考虑到 （ 1 ) 式及不等式 


crkmEk < ( L ) / f ( x ) dx , 

JE k 


我们得到 





u ( x)dx < e + ( L ) 



f ( x ) dx . 


因此，对于所考虑的情形引理已经证明. 

II . 现在我们去掉 /(X) 为有界的假定，但暂时还假定它是非负的. 

置 


S n (x) 


r 

( n y 


/( X )，当 /( x ) ^ 71 , 


当 /(X) > w ， 


又设 


/ l ( x ) = Sl(x ) 1 fn { x ) = S n ( x ) — S n - l ( X ) (71 = 2, 3, 4,…) 
函数 / n ( x ) 是可测的，非负的和有界的，且 


f(^) = 5Z/n(X). 


根据已经证明的事实，对于每一个自然数 n 存在着下半连续的函数 u n ( x ) 满足不等式 


奴 n(X ) 彡 /n(X )， ( L ) J U n ( x)dx < — ^ ( L ) J f n ( x)dx 


容易看到 ®， 函数 


u ( x ) = Un{x) 


满足引理中所有的要求. 

III . 最后，我们考察一般的情形，即 /(X) 是任意的可和函数. 


置 


fn(x) 




/( X )，当 f ( x ) ^ -71 

当 f ( x )<- n 、 


显然 


l/n(x)| < \J(X)1 


lim fn ( x ) — f ( x ) 


①参考第卜五章§4定理6的推论. 
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因此 


b rb 

lim (L) / fn(x)dx = (L) / f(x)dx 



a 


a 


选取并且固定这样的 n ， 使 


W I fn{x)dx <^{L) [ J(x)dx. 

a ^ J a 



函数 n + f n ( x ) 是非负可和的.根据已证事实，存在着下半连续的函数使 


♦(X )彡 n + fn (X) ， (L) J u {x)dx <|+(L)y* [ n + fn{x)]dx 


在此情况下 




数 u ( x ) = u m ( x ) — n 具有 一 切需要的性质. 


定理 1 如果函数 /(X )在闭区间 [ a y b ] 上依照勒贝格的意义可积，那么它在同一个闭区间 
上也依照佩龙意义可积，并且 

(P) f b f ( x)dx = ( L ) [ b f { x ) dx . 

J a J a 

证明取 e > 0 并考察在上述引理中所谈到的那个下半连续函数.如果 

U ( x ) = ( L ) 「 u ( t 、 dt ， 

J a 

则 f / Oc ) 是 /( x ) 的下函数.事实上，它的连续性和 U ( a ) = 0是一望而知的.其次，根据引理1， 
对于 [ a , 6] 上的任意; r 有 

DU ( x ) ^ u ( x ) } 

从而得到上函数的两个作为特征的不等式 


DU ( x ) > — oo , DU { x ) ^ f ( x ). 


根据数 e 的任意性及不等式 

U(b) = 


< £ + ( L ) f f ( x)dx 

J a 



推得： t 

inf{C/(6)} ^ (L) f /(x)dx, 

J a 

其中 { U ( b )} 表示一切可能的上函数在 : r = 6 所取到的数值所成之集. 


用相似的方法可以得到 ^ 

sup{V(6)} ^ (L) f f ( x ) dx , 

J a 

其中所用的记号是不言自明的.但恒有 


因此这两个数都等于积分 
这就完成了证明. 


sup{V(6)} ^ inf{t/(6 )}， 
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作为这个定理的有趣的补充是 

定理 2 所有非负且 （ P) 可积的函數一定是 （ L) 可 积的. 

证明设 f(x) 是所谈到的函数，而 U(x) 是它的上函数.那么由不等式 

DU{x) ^ f(x) ^ 0 

推得： C /( x ) 是增函数而因此它的导函数 U f {x) (几乎处处存在）是可和的①.由于对于 C /' ㈤ 存 
在的所有的点有 

0 < /( x ) ^ u\x), 

因此定理由上列不等式可以推出. 

推论 如果 f{x) 为可测函數且存在着佩龙积分 

(P) [ b \f(x)\dx, 

J a 

则 f(x) 是可和的. 

因此，佩龙积分是在并且只有在它可以化为勒贝格积分时绝对收敛. 

§6. 积分的抽象定义及其推广 

在本节中我们讨论某些一般的性质，这是在今后研究当茄瓦积分理论时要利用到的. 

我们已经熟悉了一系列的 积分： 只（黎曼 )， L (勒贝格)，尸（佩龙).所有这些积分都有着某些 
公共的性质，现在我们要用某种统一的方式将这些性质包括进去. 

假设对于每一个闭区间 [ a , fc ], 于此 a < 6,令定义在 [ a ,6] 上的某个非空函数类 r ([ a ，6 j ) 与 
之 对应. 

我们选取这样的函数类系，使它附带有这样的 条件： 当 c e [ a ,6] 时有 ® 

T ([ a ,6]) = T ([ o , c ]) r ([ c ,6]), 

此时称之为正则的. 

设职 = { T ([ a , fe ])} 是某个正则的类系，又设对于每一类 T ([ a ,6]) 定义泛函 

+(/)， 

a 

就是说，对 T ([ a ,6]) 中的每一个函数/有一确定的实数与之对应.我们称此泛函为积分，如果对 

§2的定理 5. 

® 这个关系的精确意义是这样的：在 [a ， 6j 上定义的函数 /Or) 当并且只有当那时属于 T {[ a } b)) y 
就是当 /Or) 只看作在 [a，cj 上定义与只看作在 [ C ，bj 上定义时的两个函数分别属于 T ( b ， c ^ 和 

T([c ， 6]). 
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于任意的/ € T([a,6]) 和任意的 c e [a, 有① 


b c b 


t (/) = t (/) + t (/), 

a a c 

(i) 

并且（对于: r € [a，&]) 



】im T(/)= 

x—c a 

换 3 之，积分是连续的可加闭区间函数. 

= T(/). 

a 

(2) 


所有属于函数类 T([a,6]) 的函数，称为在 [ci，6] 上了可积 • 由类系 T([a,6]) 的正则性的条件 
推得：所有函数在 [a, 6] 上为 T 可积时一定在含在 [a, 6] 内的每一个闭区间⑦ \p, q] 上也是7 1 可 
积的. 


现在我们研究所引进的积分的抽象概念的某些性质.设 /Oc) 在 [a, 6] 上定义而 c e [a，b]. 如 
果对于任意的 J > 0,函数 f{x) 在闭区间 [c-S,c + 5][a, 6] 上不是了可积，则我们称点 c 为 
/(x) 的 T 奇异点，而所有这些点所成的集记作 SrU'A^b]). 有时代替 5 T (/；[a,6]) 我们写成 
5 T ([a,6]), 或者 S T (f) 或者更简单地甚至记作 S T . 


显然，在 [a，fe] 上是 T 可积的函数有着 5r([a,6]) = 0. 其逆也是真的，我们在下述引理中给 


以证实. 


引理 1 如果 /( ： r) 在 [a，6] 上定义而不属于 7Xlci ， i >])， 则 

Sr(f] [a, ft]) ^ 0. 

证明置 d =甲.闭区间 [ a ，d ] 与 [ d,6] 中至少有一个具有这种 性质： f(x) 在其上不是 

T 可积的.我们记它为 [ai,6i], 而置 A = 又记 | a2 ，b2 ] 为[〜叫与 [^, 61] 中的闭区 

间，在其 t f(x) 不是7 1 可积的.继续这种手续，我们得到一列无穷个闭区 间套： 

% 

[a，6] D [ai,6i] D [a2,6 2 ] D … ， 


在每一闭区间上 f(x) 不是了可积的 • 

设 C 为所有 [an,6n] 的公共点.如果 <5 > 0, 那么对于足够大的 n 就有 [a n ,fen] C [c — S,c-\- 

<5] [a, 6]. 

从而得到， /GT([c — S y c-\- S] [a, 6]), 所以点 c 是 T 奇异点 • 


引理 2 集 S T = S T (f； [a,6]) 是闭的 • 

证明设 Cn G Sr， 而 Cn — ► C. 取 5 〉 0. 如果 71 足够大，则 Cn - C < 5 ， 因此 



[a y b] C [c — 5, c + 5] [a, 6]. 


因为 f(x) 在上式左边所表示的闭区间上不是: T 可积的，所以它在 [c-(5,c + (5][a,6] 上更力口 
不是 r 可积，由于6的任意性，就得到 c €办，因而证毕. 

①特另 IJ , 如果 / eT([a, a】)， 贝 IJ 

T(/) = T(/) + T(/). 

a a a 

即 T(/) = 0: “在点”上的积分等于零. 

邊特别在每一点 c e [a, 61上是: T 可 积的. 
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今后感兴趣的是这种情形，当办不充满整个闭区间 [ a , 6]. 在此种情形余集 [ a ,6] - S T 乃是 
由有限个或可数个两两不相交的间隔所组成.事实上，如果= 0，则 [ a , b ] - S T =- [ a , 6]. 如果 
S T ^ 0 而设 \ p , q ] 为包含办的最小闭区间，则① 

[ a , b ]- S T = [ a , p ) 4- {( p , < 7 ] - 5 r } + ( g , b ], 


剩下来的事情只要回忆到集 [ p ,9] - S T 或者是空的或者由两两不相交的区间所组成.对于 SV 
的余集中的某些间隔而不是开区间的，严格说来需有相应的其他记号，但我们今后都简单地记作 
( a ni b n ), 可是没有除去那种例外，就是 ( a n , b n ) 中的某一个事实上是 [ a n ，6 n ) 或 ( a „， M 或者甚 

至于是 [ a n ，M (如果 Sr = 0). 

我们假定，被研究的是两种积分： Ti 和 7 V 如果所有函数是可积时一定是： T 2 可积，且两 

个积分值一致，那么称积分乃比7\更为广义. 

我们要指出，从任意 -. 个积分 T (在其本身定义中，应该引进在了可积函数类 T ([ a , b ]) 的正 

则系上的表示）出发可以建立其他更广义的积分 T ；. 

为此 B 的我们对于新的积分首先应该定义积分函数类的正则系.我们约定定义在 [ a , b ] 上的 
函数 f { x ) 属于 T ,([ a } 6]) 当且仅当它满足下列三个 条件： 

1) 集 St = StU \ M ]) 在 [ a ,6] 上为疏集且函数 f { x ) 在该集上是依照勒贝格意义可积的②. 

2) 如果 {( a „,6 n )} 是办的余区间的全体，则对于每一个 n 存在着有限的极限 


0 


In = limT (/) ( a n < ot < 0 < b n . 


tin ， 


bn) 


a 


3) 如果 ® 



=sup 


T (/) 


Of 


(Or, < a < /3 < 6n) 


则 


Wn < +OC. 


n 


我们要说明类系 r .([ a ,6]) 的正则性.首先假设 /( x ) € r([M】) •则 S T ( f ； [ a , 6]) = 0 而 

就归结到一个闭区间 [ a ，6]. 已经指出（参阅本页脚注②)，我们的函数是满足第一个条 
件的.第二个条件对于它也是满足的，因为由 （2) 式，当 a < a < /? < 6 ，a — cz ，/3 — b 时有 


limT (/)= T (/). 

a a 

最后，对于 fix ), 第三个条件也是满足的，因为根木只有一个（有限的!）数 

因此， 

T([a,6]) C7 ； ([a,6]), 

所有的类 7；( M ]) 不是空的. 

其次，设 f { x ) e T *([ a , b 】） 及④ a < c < b . 研究集 Sr ( f ； [ a » c ]). 易见它是集 5t (/； [ a , b ]) W 
子集，因此是在 [ a , c ] 上的疏集，而函数 f { x ) 在其上是依照勒贝格意义可积的.因此，函数 f { x ) 

①当 p = a 时 (a,p) = 0 . 

⑦当 mS T =0时个条件恒满足，因而当 S T = 0时更加成立. 

③ 第一个条件保证了数 W n 的有限性 

④ 当了= aRc = b 时显然成立.事实上，如果 /( x ) 在抑上有定义，那么不依赖于它是否在该 
点为 T -可积, f { x ) 一定属于类 T *([ x 0 , x 0 ]). 
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在闭区间 [ a , c ] 上满足条件 1) .设 

[a ， C] 一 St {/J [ciy C]) = > : (Qn ， bn). 

n 

如果 ce 办(/; [ a , c ]), 那么这里所出现的每一个区间 ( an , b n ) 是整个集 S T (/；[ a , b ]) 关于闭 
区间 [ a , fe ] 的余区间.如果是 c € St (/； [ a , c ]), 那么对于所有的（〜入)，除了可能个别的间隔取 
形式① ( an 0 , c ] 者外也是那样.从这个情况直接可以得到条件 2) 和 3) 的满足必须 /( x ) 属于类 
T .([ a , c ]). 同理可以证明/⑷ €7；([ C ， 叩.因此 

T m ([ a f b ]) cT .([ a t c ]) T m ([ c , b ]). 

相反的包含式可以用相似的讨论建立起来. 

这样，类系 T .([ a ,6]) 是正则的.现在我们对于每一个/ 6 T *([ o ,6]), 借助于下式来定义泛函 
T .(/) 的值： 

a 

T .( f ) = Y 2/ n ^( L ) f f ( x ) dx . ⑶ 

0 n JS T U ) 

这个定义是合适的，因为 |/ n | < W ni 因此级数 5： Jn 绝对收敛. 

注意到下面的事实是有益的，即对于所有 r 可积的函数 f ( x ) [我们已经在上面提到过它是属 
于 7；([ a ，&】） 的1有 

T -(/) = T (/), 

a a 

因为 （3) 式右方的积分不出现，而！：/„变成一个被加数 T (/). 

我们有另外一种最简单的情形，就是当 [ a , 6] 上只有 ( 1 ° 点和6点是: T 奇异点时.在此情形下， 

b 0 

!"•(/) = limT (/) (a < a < f 3 < b y a a ^/3 b ). 

a at 

根据这个简单的说明，由 （3) 式即得 

t .(/) = + m f i ( x ) dx . 

° n an J Sr(f) 

我们要说明，这样定义的泛函 T *(/) 是本节开始时所给意义下的积分，也就是说，作为闭区间 
㈧ 纠的函数，它是可加和连续的 . a 

设 / e T .([ a ,6]) Ra < c < b . 显然， 

Sr ( f ； [ a , b )) = 5 r (/;[ a ， c ]) + 5 t (/； [ c , 6]), 

并且，写在右边的两个集或者是不相交，或者只有一个公共的点.从而得到 

W f f ( x)dx = ( L ) f f { x ) dx ^{ L ) f f ( x ) dx , (4) 

Js T {[ aM ) JS T ([a y c\) Js T {[cM) 

并且右边的两个积分存在且有限. 


® 可是，可能 5 T (/； [ a , c ]) = 0. 那么所述的例外情形就是闭区间 [ a , cj 本身. 


§6. 积分的抽象定义及其推广 


• 435 • 


其次，设 

[o, b] - 5t (/； [a, 6]) = M. 

n 

关于点 c 可以做三个 假定： 它属于两个集 * s r ([ a ， cl ) 和 5 r ([ c ,6]), 它不属于其中任何一个， 
它属于其中一个但不属于其他一个.对于这三种情形讨论是非常相似的，所以我们只研究其中的 
第一种情形.在这个情形区间 ( a n ,6 n ) 所组成的整个集分解成两个不相交的子集，一个是由位在 
c 点左边的区间所组成，一个由位在 c 点右边的区间所成.由不言而喻的记号有 






[a，cj 


[cM 


从而再由⑷式就推出® 


+ •(/)=+•(/)+ +•(/) 




于是，泛函7；是可加的闭区间 函数. 我们现在要证明，当/ € n ([ a y b]),xe [ a ,6 ],cG [ a ,6] 


及 


有 


limT.(/) = !；(/)• 


⑹ 


为确定起见假设 x < c . 那么我们可以认为 c = b. 关于点6可以做三个 假定： 它不属于集 


S T (f\[a,b]) y 它是该集的孤立点和它是该集的极限点 • 

在幵始两种情形时讨论几乎是自明的.事实上，如果 beS T (f ； [ a , 6]), 则函数在 [ p ,6] 上是 T 
可积的，只要 P 足够的接近于 6. 因此，对于这种 P ， 有 




在这种情形 匕 x 

T ,(/) = limT (/), (7) 

P P 

于此 p < x < 6, x —► fe . 但因 

T (/) = !(/)> 

v v 

则代替⑺式可以写成 

p p 

还要注意到 b b x 

+ •(/) -子 •(/)=+•(/) -子 •(/). 

a a p p 

如果 fc 是 5 r (/； [ a ,6]) 的孤立点，那么当 p 足够接近 6 时， 6 点是在闭区间 \ p y b ] 上唯一的奇 
异点.根据定义 T . U ) 又将满足 （7) 式，因此和上述情形一样可以完成证明 • 

最后，我们讨论主要的情形，当6是 StU \ ㈧ 6]) 的极限点.在此情形，点6不是 S T ( f ； [ a , 6]) 
的余区间的任何一个 ( a n , b n ) 的右端，而这些区间的个数显然是无穷的.又注意到，取 e > 0及 
选择这样的 iV ， 使 

^2w n <e. ( 8 ) 


①我们假定/ a < c < 6. 但对 a = c 及 c =6 时 （5) 式显然成立，因为由 T»(f) 定义本身明显地 
是 +•(/)=()• 

C 
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这样的 W 的存在是由条件 3 )得到的，条件 3) 是 f ( x ) 应该满足的. 
又记这样的 6>0 使由不等式 b _ S < x<b 可导出不等式 

( L ) f f { t)dt < e . 

J ST {[ x , b )) 

记冷为点 b - S ， bi ， b 2, …， 1) n 中最右的 一 点而设 x > (3. 

如果 a ; € 5 t ([ x ,6]), 则由 Tm ( f ) 的定义有 

T »(/) = In 4- ( L ) f /⑴ dt ， 

X n€M Js t ([xM) 


⑼ 


( 10 ) 


其中 M 是使 ( a ny b Ti ) C [: r ， fc ] 的 n 全体所成之集 • 显然，对于所有这些 n 有 n > 7 V ， 因此 




n€M 


< ^ W n < E . 


(ii) 


neM 


如果是 xeSrUx . b }), 则可找出这样的 m ， 使 a m ^ x < bm . 显然，这时 m > N . 那么代替 


(10) 式有 


T *(/) = T _(/) + > : I n + ( L ) f f { t)dt 

" " J S T ([x t b)) 


n£M 


但是 


T _(/) = lim T (/) (x < y < b m yX 

X X 


bm) 


因此 



X 


(/) 


< Wnx < e. 


从而，考虑到 （9) 式和 （11) 式，显然地，当 rr 〉/?时有 


b 


X 


T _(/) 一 ！；(/) 


6 


T .(/) 


< 


因此，在这情形下， （6) 式是真的，随之而得到 丁 .（ f ) 实际上是积分①. 


( 12 ) 


§7. 狭义的当茄瓦积分 

现在，最后，我们要给出“狹义”的当茄瓦积分的定义.为此目的首先我们建立一串愈来愈广 
义的积分超限序列（/2 + 1型)，这些积分我们称之为在 [ a ,6] 上定义的函数 /( x ) 的积分，记 
作 b 

(^) f f ( x ) dx . (1) 

积分 （1) 是用归纳法定义的.也就是说，对°于 

(D 0 ) f b f{x)dx 

J a 

我们直接理解为勒贝格积分 6 

( L ) f f ( x ) dx . 

现在假定，对于所有的€ < 7；我们已经定 k 了积分 （1) ，其中⑦且由6 < & < n 得 


® 同时比 T (/) 更为广义. 

⑦以后会明白，为什么积分 （1) 对于 C >以不加讨论. 
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出积分仏 2 比更为广义.如果 r ; 是第一种的数而 r ? - 1为适在其先的数，则置 

T(/) = (0^1) [ h f(x)dx, 

a Ja 

我们用下列公式来定义积分 

(D v ) f b f(x)dx = T.(f). 

Ja a 

如果 r ? 是第二种数，那么我们把所有在 [ a ,6 j 上可积的函数 f(x) 的全体作为函数类 Dq , 
其中$ < r /. 且定义 

( 汐 ”) / /⑷办 = (〜)/ /⑷血 ， 

其中^是上述€中的最小数 ®. 因此，如果77是第二种的数，则仏可积函数类就是所有以可 
积函数类（对于所有 ^< rj ) 的和集.因此我们给出的积分 （1) 可以利用记号写成 

Do = L, Dr) = (D”-i)» ， £>T7 = !>， 

并且第二个关系式必须当 77 是第一种数时被采用，而第三式当7?是第二种数时适用. 

特別，取《=12,我们就得到“狹义”的当茄瓦积分. 




. 438 . 


第十六章勒贝格积分的某些推广 


证明首先对于 C = 0证明定理.当^ 0时我们的定理自然是对的.假设对于所有的 
巧 < (：， 其中 0 < < < /?,定理已经被证明.如果 (： 是第一种的数，那么定理的正确性由积分 7； 比 
T 更为广义可知.如果 （ 是第二种的数，那么问题便直接归到当下标是第二种数时积分 （1) 的定 
义.这样，当€ = 0时定理已经证明，设定理对于所有的€<4其中 0< a </2 时为已证.要证 
明定理当时也是真的. 

定理当 ry = a 时为正确是显然的.假设它对于所有的 r /<< ，其中是真的.如果 
C 是第一种的数，那么定理的正确性如同以前一样可以得到.设 (： 是第二种的数，则函数的 M ： 可 
积性是明显的.同时 

㈣ f f(x)dx = (D 0 )f f{x)dx, 

J CL J CL 

其中是使得函数为仏可积的7的最小数.显然，如果/3 = a ， 则定理已经证得，如果 
P < a , 则定理由归纳法的假定可以引出，因为归纳法的假定表示对于所有的 ^< a 时定理是真 
的，而这就是所要证明的. 

已证的定理可以简写为愈大，则积分愈是广义. 

在 [ a ,6] 上定义的函数 / Or ) 的奇异点所成之集我们约定记作 5^(/； [ a ,6]). 有时我们也 
用下列更为简单的 记号： 

\(M】)， &(/)，& 

中的一个来表示它. 

由定理1直接可以推得，当$ < 77时是3 

定理2 要使在 [a,b] 上定义的函数 / Or ) 为 D 可积的必要且充分的条件是 

5“/; [ a ，6 j ) = 0. (3) 

证明设 /( x ) 在 [ a , 上为 D 可积.那么它在 [ a , 61上对于某一个 （ < I ?是可积的， 
且对此€有5 € (/; [ a ,6)) = 0. 所以条件⑶的必要性已证.条件⑶的充分性由康托尔-贝尔 
的定态原理 ①可以 推出，因为当 （3) 满足时可以找到这样的 t 使 5^(/; [ a , 6]) = 0,而这就表示 
/( x ) 在 [ a , 6] 上为可积. 

在本节之末我们要谈到这个问题，为什么不就 i > Q 时来讨论积分 （1). 问题在于，如果我 
们希望由公式 


Dn+i = { Dn )* 

引进积分 Dn + i , 那么它已经不能导出更广的可积函数类.事实上，假设在 [ a , b ] 上定义的函数 
f ( x ) 在该闭区间上为依 Dn + i 的意义可积而依的意义不可积.在这种情形下点集 Sfj ( f ) 在 
[ a , 6] 上为疏集而 /(: r ) 在 Sn ( f ) 上是可和的.对于 S ^{ f ) 的余区间的全体记作 {( a n , b n )}. 那么 
对于其中每一个，当< a < /? < 6 n，a -. On , /3-fen 时存在着积分的有限极限 

( Dn ) [ f { x ) dx . ⑷ 

J a 

固定数 n ， 而设 ai < 01 ， ai > a 2 > o ?3 > — , (3\ < /?2 < /^3 < • • • ，办 —► a n ，— 6 n . 

①参考第十五章 §3: 
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那么在每一个闭区间 [ a fc ，凡】 上我们的函数应该是可积，而这个就表示对于每一个自然 
数 fc 存在着这样 的数匕 < 使得/⑷在 [a kt (3 k ] 上是可积.由于数匕的全体至多为一 
可数集，那么应该可以找到大于所有心的数加 < 仏根据同样理由可以找到大于所有 7 M 的数 
C <认显然， f(x) 在位于 [ a , 6 ] 中的，与 S n (f) 不相交的每一个闭区间 [a 7 (3] 上是 R 可积的. 

从而推出集5<：(/)及 Sn(f) 是重合的，且在 （4) 中可以代替记号换以所有这些 
也表示了 f(x) 是依 D c+1 意义可积的.但是后者与假定 f(x) 是依照意义不可积的事情矛 
盾. 


§8. r . 哈盖定理 


在1921年德国数学家 r . 哈盖证明了，佩龙积分比狭义的当茹瓦积分更为广义①.此地我们 
要陈述这个结果. 


引理 1 设在 [a,6] 上定义的函数 f(x) 在每一个闭区间 [a,P ] 上为（尸）可积，其中 ci < 
/3<b . 如果存在着有限的极限 

J (P) f f(x)dx y 

卜 6 J a 

则 /(x) 在整个闭区间 [a } b ] 上为 （ P) 可积，且 

( 尸 ) f b f(x)dx = J. (1) 


证明置= a 及 

b n = b rt ~\ + b ( n = 1，2,3,…) • 


显然 6 0 < h < 6 2 〈… 和 fc n — 6. 在每一个闭区间 [6n-i,6n] ± 7 函数/⑷是（尸）可积 
的.我们取某个 e >0. 对于每一个自然数 n 在闭区间 [ b n - l 9 b n ] 上存在着函数 / Or ) 的这样的上 




数队⑷使 


l/n(b n ) < (P) 



f(x)dx + 



利用这些上函数我们对于 a ^ x<b 作函数 M ( x ) 如 下：置 
M { x ) = U \ ( x ), 当 a 彡 x < 61 ， 

M ( x ) = (7 i (6 i ) + U 2 ( x ), 当如彡 x 彡 6 2 ， 


M(x) = Ui(bl) -f U 2 ( b 2 ) + … + C/n - l(fcn-l) + t / n (®)， 当 6 n-l 彡 X 彡 6 n ， 


因为 Un(bn^i) = 0 ,故 M(x) 是连续的，且对于 [ a ， 6 ) 中任意的: r ， 有 

DM(x) > 一 oo , DM(x) ^ f ( x ). ( 2 ) 

①我们使用这个术语是按照在§ 6 中已给的意义.因此，每一个积分: T 比较它自身是“更广义” 
的.特别，所讨论的情形恰好属于这一种状态，因为我们在下面要证明，事实上积分 P 和 D 是一 
样的 • 
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我们要证明有限的极限 


lim M { x ) 

x—^b 


存在 • 


根据 U n ( x ) 的定义本身有 


0^ ^ n ( fen ) - ( P ) 





f ( x ) dx < 


E 




2 


(n = 1，2,3,…）， 


因此级数 


” _ _ _ 



6 


f { x ) dx ] 


b 


是收敛的，且其和小于&另一方面级数 


(3) 




b 


f ( x)dx 


是收敛的，其和为 J . 从而推得级数 


J2U n (b n ) 


⑷ 


的收敛性且其和小于 J + E . 

现在假设 fen.i < a : < 6 n .则 


£ 


3C 广 21 





(5) 


如果 x — 6,则 n — oo 而不等式 （5) 的最后项趋向于零.因此， Mm U n ( x ) = 0. 从而推得 
极限 （3) 的存在，并且等于级数 （4) 的和.记此极限为 M (6), 那么我们得到函数 M ( x ) 是在整个 
[ a ,6] 上定义和连续的.但是我们还不能称它为函数 f ( x ) 的上函数，因为不等式 （2) 当 : r = 6时 
不一定满足①. 

我们要证明，从 M ( x ) 出发可以建立函数 U { x ) y 使它在整个 [ a > fe ] 上是 f ( x ) 的上函数.为 
此记 S ( x ) 为 M { x ) 在闭区间 [ x , b ] 的振幅.显然 S ( x ) 是定义在 [ a ,6] 上的递减的非负函数，且 
5(6) = 0. 也不难证明 S ( x ) 在 [ a , 6] 上是连续的. 

取点 c(a < c < b ) 这样地靠近使得 5(c) < £,引进函数 U { x ) 如 下：置 

I Af (x), 当 a 彡 x 彡 c; 

M { x ) 4- S ( c ) — S ( x ) -h e - C - --当 c 彡 x 彡 6. 

\Jb — c 

显然， U(x) 在 [ a , 6] 上连续， U(a) = 0而当 a ^ x < c 时有 

DU { x ) > 一 00 ， DU ( x ) ^ f ( x ). (6) 

①自然，重要的是不排除 DM ( b ) = -00 的情形，因为函数 /( a ：) 可以在点: r = 6加以改变，这样 
并不影响它的 （ P ) 可积性. 
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当 x = C 时不等式也显然是满足的，如果 DU(x) 了解为左下导数.我们要证明，当 a : e [c,b] 
时关系式⑹是成立的.设 re 及 x + △：!： 是丨 c ， 纠中的不同的二点.贝 IJ 

U(x + Ax) — U{x) M(x 4- Ax) — M(x) S(x + Ax) — S(x) 


Ax 


Ax 


Ax 


£ 


Vb 


c 


— X — Ax — y/b — X 

Ax 


因为两个函数 MW 及 x /^- x 都是减函数，故 


U(x + Ax) — U(x) ^ M(x + Ax) — M(x) 

Ax 〆 Ax 

而当 : c / b 时 关系式 （6) 之正 确性由 （ 2) 式得出 . 

另一方面，如果 c < b - h < b ， 则 

U{b - h) — [/(b) M(b - /i) 一 啤）一 5(6 - h) 


£ 


h 


M(b- h) — M(b) 


h 



y/b 二 c y/h 


U(b-h)-U(b) 




E 


Vb 


C 


y / h m 


从而推得 U \ b ) = + oo , 即当 a : = 6 时不等式 （6) 成立.因此 "( X ) 是 f(x) 的上函数.同时 


(7(6) = M(b) + 5(c) + e 


而因此 U(b) < J + 3 e . 

用相似的方法吋以建立函数 f(x) 的下函数 K ( a :)， 且 V{b) >J~3e. 由于 e 的任意性由上 
所述乃得出 f{x) 在整个 [ a ,6] 上是（尸）可积的.至于等式 （1) 由佩龙不定积分的连续性即明. 

引理 2 如果 1) f{x) 定义于 \a,b] 且在每一个 [a,b] 上为 （ P) 可积，其中 a < a < 6 2 ) 
存在着有限极限 

lim (P) f f(x)dx, 

J Ot 

则 /(x) 在整个 [a ， 6 ] 上为 （ P ) 可积 • 

证明代替 f(x) 我们考察函数 r(x), 它在 [- b ，- a ] 上由 r(x) = /(—x) 所定义.如果 
a < a < &及 C/(:r) 是 /(a:) 在 [a,6] 上的上函数，则函数 

tT(x) = C/(6) —[/ (- x) 

是 /_(x) 在 [-6, -a] 上的上函数，因为 

LT(X + / i ) — U^ix) U(-x 一 / i ) - U(-x) 

h = ZJi ， 

因此 

DU m {x) = DU(-x). 

因为 tr (- a ) = c /( b ), 故 inf{f/*(-a)} = inf{t/(6)}. 依靠这个事实容易说明 f m (x) 在闭区 
间 [-6,- a ] 上满足引理1的所有 条件. 自然， 厂 (: r ) 在[― b , - a ] 上为 （ P ) 可积，而此事与 f(x) 
在 [a, 6] 上为 （ P ) 可积是等价的. 

结合上述两个引理，就得 


- 442 • 


第 + 六章勒贝格积分的某些推广 


定理 1 如果函数 f(x) 定义于 [a ， 6 ]， 在每一个 [a, /3) C [a, 6 ] 上是 （ P) 可 积的， 且存在着 

有限极限 

lim(P) / f{x)dx (a —► a + 0 ， 冷 — 6 — 0 )， 

J a 

则 f(x) 在整个 [a, b] 上是 （ P) 可积的. 

为了今后需要我们证 


引理 3 设在 [a, 6 ] 上分布了可数个闭区间 [a k ,b k ], 两两没有共同内点.设函數 f{x ) 定义 
于 [a, 6 ], 在区间 {a k ,b k ) 之外等于 0 , 而在每一个 [a k} b k ] 上为 （ P) 可积. 如果 


Wk = sup 


(ci k < a ( 0 ( b k ) 



及 





H < +oo, 


则对于任意的 e > 0,对于 f(x) 存在着这样的上函数 C /( a :), 使 

U{b) ^ 3H +e. 



证明设 MfcOr) 是 /(x) 在闭区间 [a ky b k ] 上的这种上函数，使 


M k (b k ) < (P) 



f(x)dx + 


£ 


因为对于 [a k ,b k ] 上所有的 x 有 

M k (x) < 


故 

记 M(t) 依次在闭区间 [a k Ml 及 [x,b k ] 上的振幅为 Rk ， Pk(x) 及 Q k (x). PJ 


0彡 Pk(x) ^ Rky 0彡 Qa ：( x ) ^ Rkj 

P k (a k ) = 0， Q fc (6 fc ) = 0 ，八 (2：) 及 Qk(x) 在 [ a fc , b k ] 上 连续 ， R P fc (x) 为增 函数， Q k {x) 为减 

函数 . 

今证 Rk^W k -^ 事 实上， 如果 x 及 2 /是 [a k ,b k ] 中的两点且 x 彡 2 /， 则 

o - ir 

(p)£mdt + M k (x) ^ f: mdt 、 

{P)fj{t)dt ^ M k (y) ^ {P)£f{t)dt+ 3 ^, 

从而 y y 

{P)jj{t)dt - ^ ^ M k (y) - M k {x) < (P)£f(t)dt + 3 ^, 
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因此， 

由此也证得了所要求的 Kfc 的估计. 

在整个 [ a ,6 J 上定义函数序列 Wk { x )} 如下： 

1 0, 当 a 彡 X 彡 a / c ; 

M k { x ) + Rh ^ Pk ( x ) - Qk ( x ) 9 当 a fc 彡 x 彡 

Mfc (6 fc ) + 2/4， 当 彡 x 彡 6. 

所有这些函数是连续的，且 

鬌 

0 ^ f ^Pk(x) ^ SWk + 

今证，函数 

OO 

"⑷ = 5 Z 外(工） 

fc=l 

是所要求的函数.等式 U { a ) = 0,不等式 （7) 及 U ( x ) 的连续性是明 显的. 剩下来要证的是 

DU { x ) > — oo ， DU { x ) ^ /( x ). 

我们只就右导出数① ! l ^ U { x ) 加以证明，因为对于左导出数 D _ U { x ) 论证几乎是相似的（虽 
然稍许复杂些). 

设 a <抑 < 6-如果找到这样的 i 使〜彡 xo < 匕，则对于足够小的 / i >0 有 ai < xo + /i < 
bij 因此对于 k ^ i 时是 ( fik(xo + / i ) = ^ Pk ( x ) y 因此 

U(xo + h) — U(xq) = <fii(xo + h) — (pi(xo) ^ M t (xo + h) — Mi(xo). 

从而立即可以推得两个不等式 

D^U{xo) > 一 oc, H^U{xo) ^ /( 工 o). (8) 

现在假定这种 i 不存在.那么 x 0 处于所 有区间 [ a fc ,6 fc ) 之外而因此 /( rc 0 ) = 0. 我们取任何 
一个自然数 k . 如果 b k 彡 X 0 , 则对于任意的 h >0 有 ifi k ( x 0 + / l ) = tf k ( xo ). 如果 h > X0 , 则也 
是 > rr 0 (因为否则是 ^ ar 0 < ^ a ：). 可见 ^ fik ( xo ) = 0 ^ < Pk(xo + h ). 这样，当 h > 0 及任意 
的 fc 就有外 ( x 0 K < f k ( x Q + h ). 但由 D ^. U ( xo ) ^ 0, 就再次的得到 （8) 式是满 足的. 引理证毕. 

现在我们来证明以后论断的 基础： 

定理2 如果积分 T (/) 比佩龙积分狭义⑦，那么它的推广积分 T .(/) 也比佩龙积分狭义. 

a a 

①右导出数是序列的极限，其中 h -0,/ i fc >0. 同理，代之以 hk < 0,就 
得到左导出数的定义. fc 

⑦这就是说，积分 （ P )/ b /( a :) dx 比 T (/) 更为广义（依照§6的意义). 


» 


• 444 4 


第十六章勒贝格积分的某些推广 



证明设 /(X) 在 [ a , 6] 上是7；可积但在该闭区间上 不是了 可积，记其 T 奇异点全体为 
5,而以 ( a k , b k ) 表示 S 的余区间.根据定理1，函数 f { x ) 在每一闭区间 [ a fc ,6 fc ] 上为尸可积. 
取 e > 0,可找出这样的 m ， 使 

OO 

/c=m+l 

于此，如同前面一样， 



P 



Wk = sup 

T (/) 

Or 

=sup 

( P ) / f { x)dx 

J a 


我们用下列方式定义三个函数 p ( x ), q ( x ) y r ( x ): 


(aic < a < /? < 6 fc ). 



当 x € y^(a fc ， 6ic )， 

m 

当 x e la, b] — y^(a fcl bfe); 

A;=l 

OO 

当 ^2 ( 办， h )， 

fc = m +1 

OO 

当 ： r e [a ， 6] — E (a* ； 7 fcfc); 

当 xe 5, 

当 x € [a, 6] — 5. 


显然, 


/( x ) = p ( x ) + q ( x ) 4 - r ( x ). 


函数 r (: r ) 在 [ a y b ] 上是可和的，这就是说，它在闭区间上是尸可积的，且 

rb rb r 

( P ) / r ( x)dx = ( L ) / r { x)dx —( L ) f ( x ) dx . 

J a J a J S 

函数 p ⑷在 [ a ， fc ] 上也是尸可积的.事实上，已经在上面注意到，函数 f { x ) 在每一个 [ a fc ，hi 
上是可积的.如果在两点办及 h 改变函数值，使之等于0,那么并不改变它的 P 可积性，也 
不改变它的积分值.因此函数 p ( x ) 在闭区间 [ a k , b k \(k = 1，2，... ， m ) 上是 P 可积的.但在集 

[ a , b ]~ f 2 (这只是有限个闭区间之和）上函数是0,显然是尸可积的.因此， P ( x ) 在整 

个 [ a ， bfi 1 为 F 可积，且 

m 

f ( x)dx = 


(P) 「 p ( x)dx = f^(P) f 

J CL L . — i ^ (X 




于此规定 

0 

Ik = limT(/) (or —► + 0，/3 —► fefc — 0). 

a 

由于 P ( x ) 及 r ( a :) 的 P 可积性（及已经指出的/ ^ 积分值）可以找到它们的这种上函数 U P { x ) 
及 W ( x ) 使 

m 疒 

U p ( b ) < Ik + e , U r ( b ) < ( L ) / f ( x)dx + e . 

rrt Js 
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最后，由引理3,对于 q { x ) 存在着这样的上函数 U q { x ). 使① U q ( b ) < 4 e . 

置 


U(x) = Up(x) + Uq(x) + U r (x). 

那么（参看§2引理1的推论） t/(aO 是 f ( x ) 的上函数，且 

m 

U { b ) < /fe + ( L ) / f ( x)dx + de . 

i — l J s 


另一方面， 

oo 

E ^ 

fc=m+l 

可见 

oo 

U { b ) < E /fc + ( L ) y f ( x)dx + 7 e , 

fc — - 1 S 

也就是， 

U ( b ) < T .( f ) + 7 e . 

a 

剩下来的事情是显然的. 



现在已经容易证明我们所感兴趣的定理了. 

定理 3 ( r . 哈盖） 佩龙积分比狭义的当茹瓦积分更为 广义. 


证明 所有 D 可积的函数对于任意的€ < 都可积，因此只要证明下列的命题就够 
T: 如果函数对于 $ < f ? 是 LU 可积，那么它是尸可积的且两个积分 （ P ) 及 （ D 《） 相同.当€ = 0 
这个命题是真的.假设这个命题对于所有的 ^< rj 是真的，而设 f ( x ) 是 D v 可积的.如果 r ? 为 
第二种的数，那么命题对于这种 T ? 的成立很显然.如果7/是第一种的数而 r /- 1是适在其先的数, 


那么由我们命题的假定已知对于积分 D 


是真的，援引 


^Tf — (^T7 ，- 1 ) * ， 


再用定理2,就得到定理的证明. 

§9. n . c . 亚历山德罗夫 ~ r . 罗曼定理 


在本节中我们要证明佩龙积分和当茹瓦积分是完全一样的.由于哈盖定理我们只要证明当茄 
瓦积分比佩龙积分更广义@就行了.这个事实，被苏联数学家 n . C . 亚历山德罗夫 (1924) 和荷兰 
学者 r . 罗曼 (1925) 各自独立地建立. 

引理1 设函数 /( X ) 在 [ a ,6] 上为 （ P ) 可积而 U ( x ) 是它的任一上函教 • 我们以 Ei{i = 
1,2,3, •••) 表示 [ a y b ] 的所有这些 2 ：，使得对于任意的 i 且 i € [ a ，6] 有 

U ( t )- U { x ) ^ 

A ^ 一 1 • 
t _ x 


①此地 H < e . 

® 参考 §8 开头时 （439 页）的那个脚注 • 


( 1 ) 
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那么 a ) 每一个集拉为闭集， b ) 成立公式 


[ a ， fc ] = y ^ Ei . 


(2) 


c ) 在每一个集拉上 f ( x ) 是可和的. 

证明 设 Ei 的点的序列 { x k } 有极限点: r ' 取任一个< e K 6] 异于: c ' 那么对于足够大 


的 fc 有 Xfc 且 


刚- U ( xk ) 

t — Xk 


^ - i . 


再根据 U { x ) 的连续性，令 fc — oc 取极限 • 这样， a ) 就证明广为了要证明 b )， 我们取任何 
个 x 0 € [ a , 6]. 那么由上函数的定义有 


lim 


U ( t )- U ( xo ) 

t — Xq 


= DU ( x 0 ) > - 


取任意的 A 使满足不等式 


亂 -"㈣. 

t — X0 


根据下极限的定义存在这样的 (5 > 0,使得当 t G [ a ，6]( x 0 - 5, rr 0 + S)(R t ^ x 0 ) 时有 


U ( t ) - U { x 0 ) 
t 一 Xo 


> A 


另 •一 方面，如果 t € [ a ，6】 及 te(xo — <5 ,xo + 6), 贝!] 


U{t) - U(xq) 

t — Xq 




2 M 

了 


于此置 A / = max \ U ( x )\. 因而对于这些 f 有 


U { t ) — U ( xo ) 2 M 

— ^ 一- 


t — Xo 


8 * 


如果 i 是这样的大，使 


i < min < A , 


2 M 

了 



则 ： cq e 瓦. 


剩下来要证明① c ). 为此取任一 i 而置 


U t { x ) = U ( x ) + ix . 


如果 f / : r ， 则 


( A ( t ) — Ui ( x ) U ( t ) - U ( x ) 


X 


t — X 



因此对于 a : e 仏且 i / x 有 


Ui { t )- Ui ( x ) 

t — X 


>0 


® 自然，只有当 > 0 才有内容.我们假定它是满足的. 
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从而得到，在集五 i 上函数 Ui ( x ) 是增函数，由康托尔-本迪克松 （ I . O . Bendixson ) 定理，将 
Ei 表示成形式尺+ /^， 其中只 为完满集而至多为可数集.我们记只的最左点与最右点分 


别为&及又设 {(a^bn)} 是对于 [ a , 6 ] 而言的 P t 的余区间的 全体. 我们在 [d y b] 上定义函数 
Ui { x ) } 使它在 Pi 上等于 Ui ( x ) 而在每一个闭区间 [ a n , fen] 上为线性函数.这个函数在 [0,6] 上 
是递增的.因此在 [ a , 6] 上几乎处处有有限的导数 Coe )， 且后者在 [ d ,5] 上可和因而更加是在尸, 
上为可和. 


另一方面，上函数 t /( aO 在 [ a , 6 ] 上几乎处处有有限的导数 K (： r ) (参考§4 ). 因为 Ui ( x ) = 
U { x ) + ix , 所以 CAOr ) 在 [ a , b ] 上几乎处处可以微分，自然在 [ a , 6 ] 上更加这样.如果: c 0 是尺 
中的这样的点，在此点上存在着两个导数 I ^ Oro )， 及 Ul ( xo ), 那么二者互相一致，因为 aro 是点集 
P x 的极限点，而在 Pi 上， V R U x ( x ) 是相等的.这就是说，在忾上导函数 U [{ x ) 与可和函 
数17； ( x ) 是等价的，因而本身也是可和的 • 因此 U \ x ) = U [{ x ) - i 在 Pi 上是可和的 • 



差 U { x )^ F ( x ) 在 [ a , 6 ] 上递增，因此它几乎处处有有限的导数，在 [ a , fe ] 上是可和的，因而 
在尺 上亦然.但 


F ( x ) = U ( x ) - [ U { x ) - F ( x )]. 

从而得到， F '( x ) 在 Pi 上可和，而因在 [ a , 6 ] 上几乎处处是 F \ x ) = /( x ), 所以 /( x ) 在尺 
上为可和. 

因为 f ( x ) 在可数集的可和性是显然的，因此 C ) 证毕. 

引理2 如果 / Or ) 在 [ ci ， 6 ] 上为 （ P ) 可积，那么存在这样的闭区间 [ c y d ] C [ a ， 6 ]， 使 f ( x ) 
在其上为可和. 

证明对于闭区间 [ a , 6 ], 应用第卜五章§3的定理2,即闭集在其自身上不是第一范畴集•根 
据这个定理的推论和关系式（2)，可以找到闭区间 [ c , d ] C [ a , b ] 及这样的自然数 i , 使 [ c , d ] C Ei . 
因为 / Or ) 在^上可和，因此它在 [ c , d ] 上更为可和.于是定理证毕. 

因为所证引理可以运用到任意的闭区间 [< 21 , 6 !] C [ a , 6 ], 所以从而推出 

引理3 如果函数 /( z ) 在 [ a , 6 ] 上为 （ P ) 可积，那么所有它的不可和的点（即 L 奇异点) 

所成的集 S 0 是疏集. 


用 §7的记号有5 0 D 5 i D 5 2 D • • • D D • • •. 

因此每一 个集& 更加是疏集. 

引理4 如果函数 /( x ) 在 [ a , 6 ] 上为 （ P ) 可积，且& =&(/;[〜 6 ]) / 0 ， 则 ^ 

0 . 

证明 首先假设在 & 中有孤立点 c . 我们假定 a < c<b (如果 c = a 或 c = 6,则论证儿 
乎没有什么变动).那么可以找到这样的 p 和 g (a < p < c < g < b )， 使得在 [ p ， g ] 上 c 是唯一的 
D € 奇 异点. 设 r 及 s 使 p < r < c < s < g . 在闭区间 [ p ， r ] 及 [ s ， g ] 的每一个上面 f ( x ) 是 
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可积的，且® 


(^) [ f ( x)dx - F ( r ) - F ( p ), 


(^) [ f { x)dx = F { q ) - F ( s ). 

J S 


由于 F ( x ) 的连续性，上面所写的积分当 r — c ，s — c 时趋向有限的极限.从而推出，在 [ p， c j 
上和在 [ c ， g ] 上，因而在 [ p , g ] 上，函数/( X )是 £^ +1 可积的，换言之， ceS ^+ u 定理证毕. 

现在我们讨论这种情形，当中没有孤立点，就是说，当&是完满集的时候.我们引人已 


经在引理1中讨论过的函数 U ( x ) 及集拉. 


此外，用 V ( x ) 表示 /(X) 的任一下函数并且对于每个自然数 j 作集它是由这些 0 ： 所组 


成的：当 t / X 有 


V ( t )- V ( x ) 


a 


同^相似，巧是闭集且其和组成整个闭区间 [ a , 6]. 在此情形下， 


• • 

因此（根据在第十五章§3定理2的推论）可以找到 i 0 及允及这样的区间（/ I ， W 使 

0 _ ( A ，9) S ^ C Ei 0 Fj 0 . 

设0：0是 ( h ， g 、 St 中某 一 点.因为5^为疏集，那么可以找到这样的点 p 及 g ， 使 / i < p < 

Xq < q < g peS ^, qeS ^. 显然， 


0 ^ b ，9]\ C E i(} F jo . 

由于；>和 9 不属于&，导出⑦ 

b ， 9]A = A([P ， 9]). 

这样， ^([ p >9]) C E io F jQ . 我们要证明，在闭区间 \ p , q ) 上函数是 D €+1 可积的.由此可以推出 

引理的正确性，因为在闭区间 [ p , 9 ] 的内部不可能与5 €+1 中某个点重合而在\中显然有这种点 
(例如点0： 0 ). 

f ( x ) 在集 5 c ([ p , g ]) (疏集 !） 的可和性条件的满足是由于它含在中和由于引理 1. 我们记 
关于闭区间 [ p ， g ] 的 S € ([ p ， g ]) 的所有余区间全体为 {( a n ,6 n )}. 如果 n 固定及 a n < a < /5 < 6 n , 
则 /( rr ) 在 [ a , (3] 上为可积，且由哈盖定理得出 

(^) f 0 f ( x)dx ^ F (0) - F ( a ). 

J OL 

从而，由于佩龙不定积分的连续性，立即 推得： 当 a — 〜+0,/3 — 6 n - 0存在着上述 
积分的有限极限. 

因此，为了要完成证明剩下来只要证明 


Wn < + 00 , 


①记 （ P ) j " f [ t ) dt 为 F ( x ). 在此地我们利用了哈盖定理的一部分，就是断言说，£>积分值等于 
P 积分值 . a 


® 如果说 p € S € ，则 P 原来是 S e 的余区间的左端点，那么 p € [ p ， g ]5 € - S € ([ p , g ]). 
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其中 

Wn = sup ( D ^) f ( x)dx ( a n < a < 0 < 6 n ). 

J <X 

为此目的，注意到对于所有的有 

On G ^([ p ,9]) C E Xq Fj o . 

就是说，对于所有异于 an 的 [ a , 6] 中的 t , 有 

U(t)-U{a n ) ^ , V{t) - V(a n ) ^ , 

■ 卜吣 ’ — t-a n 

特别，如果 a n < t < 6 ny M 

[/⑷ 一 U (a n ) ^ 一 io (亡一 a n ) ， V(t) — V (a n ) ^ jo(t — a n ), 

因此对这些 t 更有 


U(t) — U ( a n ) > - io(fcn - a n )， V(t) — V ( a n ) ^ J0(6n — fln). 

另一方面，两个函数 

L{t) = U(t) - F(t) } M{t) = F(t)- V{t) 


是增函数.因此 


F* ⑷ — F{an) — [U(t) — U (a n )J — [L(t) — L(a n )] ^ 一 io(bn - ct n ) 

— [L(b n ) — L(a n )], 

F(t) — _P(an) = [V (^) — V (o n )] 4 - [M(t) — Af(a n )] ^ jo{bn — a n ) 

+[ M ( b „) - A /( On )]. 

从而得出，当 a n < ct <0<6 n 有 

\F((3) - F(a)| ^ (i 0 + jo)(bn - a n ) + [L(b n ) - L(o n )) + [M(b n ) - M(a n )], 

这就是说 

Wn ^ (^0 ^ jo) — CLn ) ~h [L/(b n ) 一 L((ln)] + [A/(6 n ) — A/(dn)】. 

因此显然 E^n < +00. 定理证毕. 

定理 （ n . c . 亚历山德罗夫 - 1 \ 罗曼） 佩龙可积的函数是狭义当茹瓦可积的. 

事实上，由康托尔-贝尔的定态原理存在着这样的 a < r ?， 使 n = 5« = 5 a + l . 
如果集不是空的，那么就和引理4相矛盾.剩下来的事情引用§7的定理2即行. 
①除了使得如= p 的唯一的 n (由于 p € S ^ 这种 n 是存在的). 
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§10. 广义的当茄瓦积分的概念 

为了要给出广义的当茄瓦积分或者当茹瓦-辛钦积分的概念，我们返回到§6的一般讨论。 

设已给某个积分 T (/). 我们作它的推广 T *(/), 但不同于在§6中熟知的它的推广 T ,(/). 
就是说，把所有在%,6]上定义且满足下違四个条件的函数 f(x) 放入类 T *([ a , fe ]):" 

1) 集办 = S T ( f ； [ a , b ]) 为疏集，函数在其上为勒 W 格 可积； 

2) 如果 {( a n ,6 n )} 是 St 的余区间①的全体，那么对于每一个 n , 存在着有限的极限 


In = limT(/) (a n < a < P < b nj a 


—¥ 


a 




― ► 


bn ) 


3) 成立不等式 


Y2\In\ < +OC 


n 


4) 如果区间 ( a n , b n ) 有无穷多个且 



=sup 


0 

T (/) 


<y 


(a n < a < 0 < b n ) 


则 


lim W n = 0. 

我们看到类 T ^([ a , b ]) 与类 T *([ a ,6]) 的区別在于将一个条件 


Wn < +00 


n 


( i ) 


( 2 ) 


(3) 


换了两个要求 （1) 式和 （2) 式. 因为心| <州„，所以由 （3) 式可以导出 （1) 式和 （2) 式，从而得 
知 

T,([a,6])cT*([a,6]). 

特别由此推出 T *([ a , 6]) 的不空性.如同§6的讨论一样，不加以什么改变可以证明这个类系 
是正则的. 

引人了类 T *([ a ,6]), 我们可以在它们的每 -- 个上面给出泛函 f •: 对于每一个/ € T ^([ a ,6]) 
对应数 ° 

r(/)=E In + ( L ) f f ( x ) dx . 

° n J S T 

因此，+ •(/) 给出与 T .(/) 同一个公式，但这是就更广义的函数类而 言的. 如同在§6中所讨 

a a 

论的那样可以证得 *(/) 是在§6意义下的积分.综上所述，得到这个积分比 !；(/) 更为广义. 
如同狭义的当€瓦积分是利用7；构成的那样，我们利用 T - 来构成广义6?当茹瓦积分. 

就是说，引入由归纳法定义的超限（型 D +1) 的积分 序列： 


、叫 : f(x、dx 


® 保留着那些在§6中说过的关于区间 ( a ni 6 n ) 中的最左的和最右的情形的条件. 


⑷ 


第十六章的习题 


• 451 • 


当《= 0时积分⑷就是勒贝格积分.如果对于所有的 C < %于此7? 彡 仏积分⑷已经定义， 
那么当 T ? 是第一种的数时令 

D 71 = (D ” 一 Y ， 


而当77是第二种的数时令 

. D v 

积分 

D fi = E # 

就是广义的当茄瓦积分. 

可以证明，广义的当茹瓦积分广于狭义的当茄瓦积分.还可以证明①， 一 般对于任意的 
积分以比 a 广义. 


第十六章的习题 

1. 如果在 f ( x ) 的上函数 U { x ) 及下函数 V ( x ) 的定义中只要求几乎处处满足不等式 DU ( x ) ^ 
f ( x ) 及 DV { x ) ^ /( x ), 则佩龙积分的概念并不扩张. 

2 . 设在 [ a , b \ 上分布了闭的疏集 S ,{( a n , b 7 l )} 是它的余区间的全体，: T 是某种积分及 /(: c ) 是 
在 [ a , 6] 上定义的函数且在每一个 [ at , 別 C ( a n ，6 n )(n = 1，2,3, ...） 上为 7* 可积，设 

0 

Wn — sup T (/) ( a n < a < (3 < b n ). 

a 

如果： a ) 对于每一个 n 存在着有限的极限 

In = lim T (/) (a — a n + 0, 卢 — 6 n — 0) 

OL 

及 b ) 5： < + oo , 则 c ) 对于所有的 £>0 对应着这样的 8>0 , 使得对于任意的有限个 

或可数个闭区间系1如，戊1，有 

- E T (，） “， 

n 

其中 C (a^i ， 6 n J (当 i # 时 ni 关 n/t ) 及 — a 0 > ZX 办 n - a n ) — <5. 

3 . 设（在相同的记号下）数"具有 性质： 对于所有 e >0, 对应着这样的 6>0 ,使得对于闭区 
间 [ a *,/?*] 的任意有限系，有 

„/3 i 

h - E t ⑺ < e ， 

i ai 

其中 [ a it (3 i ] C ( a ni ，6 nj (当 i / A : 时 ni 一 n fc ) 及 - a ») > - a n ) - <5 .则 a ) 

及 b) 成立 . 

①参阅 M. n . 那汤松及 r. M. 那汤松 ， “K B3aMM00TH0meHH}0 MeJK^y y3KMM M mMpOKHM 
HHTerpajiaMH Hanncya' YcnexM mhtcm. HayK, 1958, t, 13, !• 
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4. 如果&是函数 /(a:) 的 Z)< 奇异点的集，则 

Si — 5/?. 

5. 函数 f ( x ) 为 D 可积的必要且充分的条 件是： 由关系式 Si ^0 能推出关系式\ / 5 €+1 

6. 证 明：在 §8 引理 3 中所作的函数 U ( x ) 满足关系式 一 oo /公- U ( x ) ^ f ( x ). 

7. 证明： 如果 T (/) 是积分，则 手 •(/) 是 积分. 

a a 

8. 如果 f ( x ) E D^([a, &])D^([a,6j), 则其 及/^ 积分相 N. 

9. 积分 0 比更为广义. 

10. 对于任意的 存在函数 /(X )， 属于 D €+l ([a,6])- D ^([ a , b }). 

11. 对于任意的< < /?有 


D c+1 (la, b]) ^ D €+1 ([a,b]) + D € ([a,b]). 



第十七章在无界区域上定义的函数 


到现在为止我们只考察了定义在有界集上的函数.现在我们打算将以前叙述的 
结果推广到定义在无界区域上的函数上去.为简单起见我们只 i 寸论 一元函数，因为 
移到多元的情况并不显出新的闲难. 


§1. 无界集的测度 


设集 E 含在 （- oo ，+ oo ) 中，如果对于任意的自然数 n ， 集 

E ( n ) l - n y n]DE 


为可测，则称£ :是可 测集. 

极限 


rriE 




lim mE ( n ) 


称为这个集的测度.此极限常存在，因为 mE ( n ) 与 n 同时 增加. 但是并没有将 
mE — - fcx ) 的情形除外. 

代替线性点集，我们可以讨论平面点集，或者更一般地讨论任意多维空间的点 
集.自然，此时在定义中需要将闭区间 [- n , n ] 换以正方形 [- n , n ;- n , n ] 或者在一般 

情形下换以相应的立方体. 

可以证明，集为可测是当且仅当下列情 形时： 对于任意可测的有界集 e , 交集 
Ene 为可测.其次， 


mE = sup me , 


其中上确界是指取 e 为所有可测的有界集 e C 
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经过上述的扩充之后，可测集类对于运算和，交，差，如果实施有限回或可数回 


则保持不变. 


现在我们讲到完全可加性的证明.设 e u e 2 , e 3 , … 是两两不相交的可测集又 


E 




那么 


E ( n ) 




⑻， 


从而 


mE ( n ) 


y^mJgfc(n) ^ y^ mE k 


fc=i 


及 


mE ^ mEk . 


另一方面，由 （1) 式推得，对于所有有限的 7 V 有 


N 


mE ^ 爪 Ek ( n ) 


1 


首先令 



然后令 N 


，•得 


mE ^ rn ^ky 


⑴ 


( 2 ) 


从而由 （2) 式得到 ® 


mE 


Y^ mE k 


特别，如果 4 D B 又两集都是可测时，则 


mA 


mB + m(A — B ). 


如果附加地要求 mB 为有限，则 


( A - B ) 




mA — mB . 


(3) 


容易将第三章§4的定理11移到无界集上去.亦即，设说 C 设 C 说 C …为 


可测 集而五 为其和集.如果至少有一个 n 使 mE n 


+ 00 ,贝 mE 


+ 00 ,从而 


mE 




lim mE n . 


⑷ 


如果所有的瓜有有限测度，那么⑷的证明与第三章所叙述的完全一样. 
定理12搬到无界集上来成下列 形式： 

①等式 （3) 的每一部分可以等于 + OC . 


§2. 可测函数 
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定理 设 fh D E 2 D E 3 D ... 为可测集而五为其交集.如果 mE 1 < + 00 ,则 
(4) 式成立. 

它的证明只要将上述结果用到集氏 - J ? n ( n = 1,2,3,".) 上去就行了. 

如果没有 mE 1 < -hoc 的预先声明，则定理不真.这由例子坟= [ n , + 00 ) 即明. 

§2. 可测函数 

设函数 f ( x ) 定义于集五，和从前一样，如果 E 及所有集芯 (/ > C) 都可测，那么 
称 f ( x ) 是可测的. 

如果要求771五< +00,那么将第四章的结果移到集五上定义的函数时几乎不需 
要任何新的考虑.但是对于在可测集五上定义的收敛函数列 { f k ( x )} 的极限函数也 
在 E 上可测的定理当没有< + OC 的限制时仍旧成立.此事从集 E { n ) 经过极限 
过程容易证明.又卢津定理的推广也不需要< + oo 的限制.我们就半数轴上定 
义的函数加以证明. 

定理 （ H . H . 卢津）设 f { x ) 在五= [0,- foo ) 为可测且几乎处处有限.那么对 
于任意的 £>0 存在着在 E 上连续的函数 p (; r )， 使 


rrtE(ip #/)< e . 


⑴ 


证明 


置私 


[ A :, A :+ l](fc = 0, !,•••)• 对于任意的 fc , 可找到在私上定义的连 


续函数使 


Ek((fik 一 /) < 


£ 


2 fc + l . 


不妨假设® 


(fk{k) 


外 （ A ： + 1) 


0. 


那么所需要的函数 c ^( x ) 可以如下定 义之: 


^ p ( x ) = y ? fc (: r ) 当 fc ^ x ^ fc + 1 


(k 




0，1，…） • 


§3. 在无界集上的积分 

设 / Or ) 是在无界集五上定义的非负可测函数.我们定义 

f f ( x)dx = lim f f ( x ) dx 1 (1) 

JE n—oo J E ^ 

①设 f ( x ) 在 S = [ a ，6】 上为可测和几乎处处有限.取任意的 e > 0,可以（由第四章的卢津定理) 
找到在 S 上连续的函数 rp { x ) 使得 mS { xl > ♦!、<€• 然后取这样的5 > 0使25 < min {6 - a ， e }, 又 
造函数 ( fi ( x ) 如下: < p ( x ) 在 S 上连续，当 a + S ^ x <6 — (5 时等于 t /^( x ), < f ( a ) = < p ( b ) = 0,在 ( a , a + S ] 
及 [6 - <5,6] 上为线性函数.容易证明， mE(ip / /) < 2 e . 
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其中如同以前 一样， E ( n ) = [- n , n ] nE . 极限⑴ 一 定存在（虽然可以等于 +oo ), 因 
为积分 

/ f ( x)dx 

JE{n) 

随 n 增加而增加. 

如果积分 （ 1) 为有限，则 /⑷ 称 为可和 函数. 现在我们讨论如下 问题: 如何将第 
六章 §1 的定理推广到积分 （ 1) 上来？此地首先从法图定理开始. 

定理1 如果定 义在丑 上的非负可测函数列 { f k ( x )} 几乎处处在 E 上收敛于 
函数则 

F ( x)dx ^ sup I^ f k ( x ) dx ^ . (2) 

事实上，对于任意的自然数 n 有 



Fdx ^ sup 




彡 sup 





从而令 n — oo 经过极限过程即得 （2) 式. 

根据这个命题及逐句重复⑦第六章§1的叙述，就可将那一章的定理10, 11和 
12转移到五为无界集的情形. 

作为 B . 莱维定理的推论我们 得到： 


定理 2 如果 /(: e ) 在集 E 上为可测及非负，而 f n ( x ) 为截断函数， f n ( x ) = 
min{/(x) ， n }， 则 



还要注意到这个情形， /( x ) 是有界可测函数，定义于有限测度的集 五上， 0 < 
f ( x ) ^ A y fllj f ( x ) 为可和且 


f ( x)dx ^ AmE . 


这也是从集 E ( n ) 经极限过程而建立的，将第六章§1的其他结果转移到所讨论的情 
形也没有什么困难. 



如果/ ㈤ 是在上的可测函数，能够取到负值，那么如同在第六章那样，弓 | 进 
数 f + ( x ) 及 /— ⑷： 


/ 十⑻ = max{/(x) ， 0 }， /- ( x ) = max{-/(a:),0}, 


①在进行中需要依靠这样 的事： 由不等式 / ⑷彡 5 0r) ， 得 f E fdx ^ J F gdx . 这个命题容易从某 
E(n) 经极限过程而得 . 



§4. 平方可和函数 
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而定义 ® 

/ f(x)dx = I f 十 (x)dx - f f^{x)dx, (3) 

J E J E J E 

仅当差有意义的时候.如果积分 （3) 存在且有限，则称/(0：) 是丑 上的可和函数.这 
种 f{x) 的函数类记作 L(E). 

第六章§2的结果也容易转移到我们所讨论的情形上来.特别，由/(4的可和 
性推得 \f(x)\ 的可和性.如果 f(x) e L ( E )， 而贞 o :) 在 K il 是有界可测函数，则 
f(x)g(x) e L{E). 第六章§2的定理8 (关于积分的绝对连续性）也保持成立，不过对 
于定理的证明不是引用积分的定义而是引用本节的定理 2. 


§4. 平方可和函数 


如同在有界集的情形一样来定义函数在五上的平方可和的概念.亦即是这种 
函数 f(x), 它在 E 上可测且/ 2 € L(E). 这种函数类记作 L 2 (E). 如果< + oo , 
则所有有界可测函数属于 L(E). 特别地，1 e L(E\ 从而由不等式2问< 1 + a 2 , 
推得 L 2 {E) C L{E). 如果 mE = + oo 那么， L 2 {E) C L(E) 不成立例如，设 
E = [1 ， + oo ), 则 1 € L 2 (E) - L(E). 

布尼亚科夫 If 基不等式®及柯西不等式可以推广到无界集上来，并且所有基于 
此二不等式的几何解释也可推广到作为空间的 L 2 (E) 上来.这个空间是完 全的： 所 
有本来收敛的元素列都有极限.如果 = -hoo, 那么存在着可测有界函数以 x)( 甚 
M g(x) = 1) 不属于 L 2 ( E ). 但有 

定理 1 属于 L 2 {E) 的连续有界函数类在 L 2 (E) 中是处处稠密的 . 


我们只就五= [0，+ oo ) 的情形④来证明本定理.设/ € L 2 (E) Re>0. 固定这 
样大的 A , 使 

f 2 (x)dx < y , (1) 

又引进在[0, A ] 上连续的函数 Mx ) 而满足不等式 



①当 S = (― oc , + oo ), E = 



[^o(x) - f(x)] 2 dx < 



(— 00 , 6 ] 或 E 二 [ a , - hoo ) 时积分⑶相应地被记为 




f ( x ) dx . 


( 2 ) 


® 我们让读者证明这个一般情形. 

® 特别，由 / e L 2 {E),ge L 2 (E) 推得/ g € L(E). 

® 从而对于所有可测集 E C [0, + oo ) 时定理也得到证明，因为所有在 E 上定义的函数可以这样 
确定，使它在 [ 0 , + oc ) - E 时等 于零. 
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设 M = max \^ o { x )\ 及 S > Q 这样地小，使5 < 4及 32 Af 2 6 < e 2 •在[0, 乂]上定义函 
数 ^( x ) 如下： 当0 彡: 时 7 p ( x ) = tp 0 ( x ) ， ip ( A ) = 0 又使 tP { x ) 在 [>1 - 6, A ] 
上是线性的.显然 ,^(: r ) 为连续且 


f [分⑷— ^ o (^)) 2 ^ ^ 4 M 2 S < (3) 

Jq o 

因为 

(a + 6)2 < 2 (a 2 + ft ”， 

那么由 （2) 式及 （3) 式推得 

乂 f) 2 dx < y. 

如果当0彡 : r < A 时置 v ?( x ) = rp ( x ), 而当 ： r > A 时置 p ( a :) = 0,则 ip ( x ) 为连 
续的有界的函数，属于1 2 (五）且①||/ - 洲< e . 

对于无穷区间积分的正交系的理论与有限区间上的情形几乎③没有什么 区别: 
里斯-费舍尔定理， B . A . 斯捷克洛夫定理，函数系的封闭性与完全性的等价定理等 
等都仍旧成立. 


§5. 有界变差函数、斯蒂尔切斯积分 


设函数 f ( x ) 在全数轴 （- oo ，+ oc ) 上定义且有限.称极限 


+ 00 
V(/) 


71 


lim V (/) 


为它的全变差.同理定义® 


a 


a 


v(/) 


lim V (/)， 

-♦4-00 —n 


I 

v(/) 


n 


a 


lim V (/) 

—+oo a 


⑴ 


对于任意有限数 a 与< 6) 有 


+oo a +oo 

V (/) = V (/) + V (/), 


a 


十 oo 6 十 oo 

V (/) = V(/) + y (/) 


a 


a 


6 


如果 Y (/) < + oo , 则 


a 


lim V (/) = 0. 

+oo a 


lim V (/) = 0， 

a—►—oc —oo c 

我们略去这些（及类似的）简单命题的证明. 

①同理，对于仟意的/ e L ( E ) 及任意的 e > 0,存在着连续和有界的 e L ( E ) 使得 

\(p — f\dx < E. 

E 



◎因为函数不属于 L 2 ( E )， 所以斯捷克洛夫定理的推论1的例子不会发生. 
③自然， 为了引进量⑴并不需要/ ㈤ 在全数轴上定义. 
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定理1 要使 f ( x ) 的全变差为有限的必要且充分条件是： f ( x ) 是两个递增有 


界函数之差. 


证明为确定起见我们就/(岣在 (- oo .+ oo ) 上定义的情形来证明.如果 


+ 00 


V (/) < + 00 ,则 f(x) 为有界①.置 


(X) 


X 


V (/)，咖）= n ( x ) - /( x ), 


则得所要求的表示式 


/(工) 


{ x ) - u { x ) 


反之，如果 （2) 式成立，其中 7 T ⑷及 1/(0：) 为增函数和有界，则 


+ OC 

V (/) 


« I 

彡 V (丌）+ V ⑻， 


( 2 ) 


而剩下来的只要注意到，对于所有增函数 vp ( x ) 有 


+ OC 




p(+oo) — (p(—oo), 


其中 #(+ oo ) 及 p (— oo ) 是 ^ p ( x ) 当 x — > + oo 及 : r — - oo 时相应的极限. 

… +00 , ^ 

推论 如果 V (/) < + 00 ,则存在有限的 /(+ OC ) 及 /(- oo ). 

一 oo 

定理 2 ( E . 黑利） 设 F =={/0 r )} 是定义在（- oo ,+ oo ) 上的无穷函数族.如果 
存在这样的尺< +00,使得对于所有的 f e F 有 

+oo 

|/(x)| (K ， V (/) < K, 

— OO 

那么由尸可以选出函数列 {/„( x )}, 它对于所有的2收敛于某个有界变差的函数 

V ?( x ). 

证明 我们考察扩展的闭区间序列[-1，+1] C [―2，+2] C [-3, +3] C ….由 F 
选出序列 {/^( x )}, 使它在[- 1，+11 上收敛.由此序列选出序列 ③ {/ f } ( a :)}, 在较 
宽的闭区间 [-2,+2] 上 收敛; 依此类推.作序列的序列 

而考察“对角线”序列 

U ( X ) = 

①事实上,如果 -n 彡 x 彡 n ， 则 I / Or ) - /(0)| ^ VJ /) < T(/). 

⑦重要的是注意到， { fl 2) } 的元素间的次序与 { f { k l ) } 的同. 
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那么就得到所要求的函数列，因为很显然极限函数的全变差不会大于 

我们只就 / Or ) 为连续有界，而 W ： r ) 有有界变差的情形定义斯蒂尔切斯积分 



r+oo 

f ( x ) dg { x ), / f ( x ) dg ( x ). 

J a 


现在讨论 （3) 式中的最后一个. 

容易证明®,存在着有限的极限 


⑶ 


lim / f ( x ) dg ( x ), 

A^^oo J a 

而我们根据定义令 （3) 的最后一个等于此极限 .（3) 的其余积分也可类似的加以定义. 

不去讨论积分 （3) 的初等性质.但是 指出： 第八章§7的黑利定理不能推广到这 
个情形.例如，如果 /( a :) = 1又 


0, 


当0彡 z < n ， 


9n(x) 


x — n , 当 n 彡 ir 彡 n +1， 




当 n + 1 彡 ： c < + oo , 


那么 


+ OC 

Y (5 n ) 


0 




9{ x ) = lim g n ( x ) 




0, 



+oo 


fdg 7 


0 



+ oo 


fdg = 0 


0 


但是如果 /( a :) 在无穷大时为0,那么定理仍旧保持正确. 

定理 3 设函数 p n ( x )(0 ^ a : < + 00， n = 1，2,3, • • •） 满足关系式 


Y (^n) ^ K < +00, 


lim g n ( x ) 






如果 /( x )(0 ^ x < + oo ) 连续，有界，且使 /(+ oo ) 




0,则 


+ 00 广 + OC 

lim / f ( x ) dg n ( x )= f ( x ) dg ( x ). 

o Jo 

证明 取 e > 0, 固定这样大的 A 使得于: r > /有 \ f ( x )\ < 8 . 那么 




+oo 


fdg 


A 







fdg 


A 


^ Ke 


①事实上，如果 a < S < (7, 则 
V ° (9) ^ 0 T 其余的事情是显然的 



c 


fdg 


彡 其中 Af 

B 




max |/( x )|, 如果 B — + 00 , 则 


§6. 不定积分及绝对连续的集函数 
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对于足够大的 n 有 



< e , 


从而 



f ( x ) dg n ( x ) - 



f ( x ) dg ( x ) 


< (2 /sT + l ) e , 


于是定理证毕. 


§6. 不定积分及绝对连续的集函数 

我们将第十三章的某些结果推广到在无界区域上定义的函数上来.为简单起见我们只讨论在 
(- oo ,+ oo ) 上定义①的一元函数 . 

定理 1 要使可测函数 f { x ) 在每一个具有有限测度的集上为可和的必要且充分的条件 
是:/( X )可以表示为形式 

/⑷= P ⑷+ 咕)， ⑴ 

其中]9(工）在（一 oo ，+ oo ) 上为可和，但 h ( x ) 为可测及有界 • 

证明定理的条件的充分性是很显然的.要证明它的必要性.于是，假设 f ( x ) 在每一个有 
有限测度的集上为可和.首先假定 /( x ) ^ 0且引进集 

E k = E(f > 2 k ) (fc = 1,2,3, •••)• 

要证明，在这些集中至少有一个具有冇限测度.事实上，如果对于所有的 A : 都是 mE k = +00,那 
么我们可以引人这样的可测及有界的集 

ei C E \, mei = i , 

e 2 C E 2 - ei } me 2 = 士， 


Ck C Ek — (^i + 巴 2 + — + %— 1 )， meic — 


如果 s = ei + 62 + e3 + …，则 ms = 1，因此 / € L ( s ). 同时集 e * 两两3、相交，从而 

OO 

f ( x)dx > / ] 2 h mek = + 00 ， 

k = l 

这与关系 / € L ( s ) 不能相容. 

①所有下面叙述的事情容易被转移到在异于 (- oo .- f - oo ) 的集 A 上定义的函数 上去. 为此只要 
扩充函数的定义范围,令它在>1外时等于零. 
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因此，可以找到这种 AT ， 使得 

mE{f > 2 n ) < + oo . 

置 

[ f ( x ), 当 /(x)> 2 n , f 0, 当 /(x)>2' 

9 ( x ) = < h ( x )= < 

[ O , 当 /( x )<2' ( /( x ), 当 /(: r )<2' 

那么就得到所需要的 P ( a 0 与 / i ( x ) 及 （1). 如果 f { x ) 可以取负值，那么需要将已证部分用到 
/+( x ) 及 f ~( x ) 上去 • 

我们可用尸表示在每一个有有限测度的集上都可和的可测函数类.如果/ e 厂，那么对于每 
一个集 e ， 其中 me < + 00 , 对应着数 

^( e ) = / ( 2 ) 

换句话说，对每一函数 f er 引进了一个定义在一切具有有限测度的集上的集函数 （ 2 ) .这 
个函数是完全 可加① 的又是（由定理 1) 绝对连续的.函数 4 >( e ) 称为函数 f { x ) 的不定积分. 

定理 2 凡是定义在具 有有限 测度的集上的绝对连续及完全可加的函数少 ( e ) 是厂 中某个 
函数的不定 积分. 

证明 因为函数少 ( e ) 特别在可测的 有界集 e 上有定义，所以在此情形下可用第十三章的 
结果.因此几乎处处存在着对称导数. 

/ ⑷ =仄伽=既 却匕^£±^ ， ⑶ 

它是在所有可测的有 界集五 上为可和，且对于所有这种集有 ® 

少 ( E )= f f { x ) dx . (4) 

J E 

取任意的具有有限测度的集仄它可以表示为 


E = A + B, 其中 A = E{f^ 0), B = E(f < 0). 

集 a 与月中的每一个是可测的及具有有限测度.集 4 可以表示为下列和的 形式： 

OO 

Ac=l 

其中被加集为可测及有界.对于每一集可以写出 （4) 式，从而 

/ f(x)dx. 

于是证得/ € L(A) 及等式 

<P(A) — J f(x)dx. 

类似的可以得到以换力的等式.于是/ € L ( E ) 及 （4) 成立.由于集五的任意性定理就 
证明完毕. 


① 意义如下：当 E = Ee fc ， 其中= 0(fc # i), 及在条件< +oc 下有 ^( E ) = J ： 

② 我们补充 /( a :) 的定义，在极限 （3) 不存在处（这些点的全体成一测度为零的集）令/⑷= 0. 


§6. 不定积分及绝对连续的集函数 
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推论 绝对连续及完全可加的有限测度集函数类与厂的函数的不定积分类是一致的. 

由于这个推论，在第十三章§2定理3中可以小说 PJ 和函数而是说厂中的函数. 

定理 3 要定义在有限测度集上的绝对连续及完全可加的函数少 ( e ) 为有界的必要且充分 
的条件是：它是在全数轴上可和函数的不定积分. 


证明 根据前述定理成立（ 2 )式，其中，/ G T . 如果/ € L [(- oc ，+ oo )]， 那么对于任意具 


有有限测度的集 e 有 

l^( e )l ^ [ \ f ( x )\ dx } 

J —OO 

于是证得定理中条件的充分性.反过来，如果对于所有这种集 e 有 |^( e )| ^ K , 那么对于集 
e (/ > 0) 及 e (/ < 0) 可得同样的不等式，从而 

f \ f ( x)\dx < 2 K . (5) 

J e 

特别，置 e = [- n ，+ n ]， 乂在 （5) 中令 n — + oc 取极限，即得 



\ f ( x)\dx ^ 2 K , 


这样就完成了证明. 


第十八章泛函分析的某些知识 


§1. 度量空间及其特殊情形——赋范线性空间 

在第七章中我们已经讲过度 量空间 的概念.设: c ， y ， z , … 表示集五中的元素, 
如果对于任意一对元素 x 和 y ， 有一个如下的实数 P ( x ， y ) 具有下列诸性质 •. 

1) p ( x , y ) ^ 0,当 x = j / 时且仅在此时 p { x , y ) = 0; 

2) p ( x y y ) = p { y y x ); 

3) p ( x , z ) < p ( x , y ) -h p { y 、 z )、 

则称 E 为度量空间 .称 P ( x ， y ) 为元素 x 与 y 间的 距离， 而称不等式 3) 为“ 三角不 
等式 ”， 因为在二维欧几里得空间中，不等式 3) 表示三角形一边不大于其他二边的 
和. 

在度量空间中，可以引进元素序列：，… 的极限概念， 如果此空间中有 
元素 x 满足 

lim p ( x n , x ) = 0, 

Tl—^OQ 

则称$为的极限，而记之以 

lim x n — x 或 x n x . 

不难证明，元素列 { X n } 顶多只有一个极限，事实上，如果 X n — 2：又 X n — y , 贝 fj 

0 彡 p(x ， y ) 彡 p ( x , x n ) + p(Xn ， y )， 

令 n — * oo , 乃得 

p ( x , y ) = 0, 因此 x = y . 
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定义设 { x n } 是度量空间中的元素列.对于任一正数 e ， 有 N ， 当 n > N , m > 
N 时，成立 

P ($ n ， 工 m ) < 6 

的话，称 { x n } 是本来收敛的. 

容易看到，有极限的元素列是本来收敛的.事实上，设那么对于任一正 
数 e , 有 AT , 当 n > AT 时, f 故当 ti 和 m 都大于 iV 时， 

P (工 n ， Tm ) < 

但是其逆，一般而言是不真的.例如特别取度量空间为不等于零的实数全体而 
定义 p ( x , y ) = \ x ~ 2 /|,那么是本来收敛的，但是没有极限.显然，这种情况之 

所以产生是由于此空间是“不完全”的缘故，如果加上元素0于此空间，那么就变成 
“完全”的空间了.我们给以下面的定义. 

定义若度量空间的任何本来收敛的元素列常有极限，则称此空间是完全的. 

显然， n 维欧几里得空间是完全的.在第七章中所讲的空间 L p 及 / p 也是完全的. 
很重要的特殊的度量空间是“赋范线性空间”. 

定义设集五由元素构成，如果下列 I ， II ， III 种种条件得到满足, 
^5么称五为线性空间： 

I . 对于五中每一对元素 x 与 y 有如下的第三个元素 < 26 五 ：2 = x + y ， 称; 2 为 
x 与 y 的 “和”. 

II . 对每个 x G E 与每个实数 a , 对应有 a:c €五，称此元素 a:c 为 a 与： r 的“乘 

积”. 

III . 上面所定义的和及乘积有下面种种 性质： 

1) x -f y = y + x , 即加法交换律. 

2) (x y ) z = x (y z ) , 即加法结合律. 

3) 关系式 x + y = :r + 2 ： 蕴含 y — z . 

4) \ • x = x . 

5) a { bx ) — ( ab ) x . 

6) (a H - b)x = ax + bx . 

7) a(x + y ) = ax + ay . 

设五是一线性空间.对于中每一元素 a ;, 作乘积 

G x = 0 • X. 

我们将证此％事实上与: T 的选择无关.因为，首先 


x+0 x = l •: r + Oa: = (l + 0)x — 1 • x = x. 
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所以对于任意一对元素 X 与 y 有 

(x y ) O x = x (y + O x ) = x + ( S x + y ) = (x H - G x ) + y = x + y , 

(x + y ) + = x + (y + G y ) = x y . 

于是 ， (x + y ) + 9 X = ( x -\- y ) G y , 从而得到 

O x = 9y. 

今后简记氏为 0. 显然， 它在芯 中元素的加法中的作用与零相同.为此我们有 
时即以0记之（但是与数0有混淆可能时，应该避免此记号)，不难看到，除了元素 
0 以外，此空间中不存在别的元素2使关系式 x-hz = x 对于任何： r 成立.事实上, 

kKx + z = x-\-Gj 6|^辱 z — Q . 

因此，线性空间五具有下述的性质： 

8) E 有如下的元素0:使等式 x + 0 = a : 对于 E 中所有元素： r 成立.如果至 
少对于五中某 一 元素 x 成立 a ; + 2 = a :， 则必 z — G . 

其次，我们注意到 

9) 如果 arc = 6，则或是 a = 0或是 x = 反之，由关系式 a = 0 或 x =0 中 
任一个即可导出 a:r = 0. 

事实上，如果 a = 0,则由 （9 之定义即得 az = 6>.其次，从0 ㊀ =0，得 a (9 = 
a (06») = ( a -0)6> = 0 - O = 0. 因此由关系式 a = 0或 x = 0中的任何一个即可导 

得 arc = 0. 今设 ax = (9. 如果 a # 0,则 ； r = 1 • z = (土 * a j x = — • ( arc ) = —0 = 0. 

61 J CL (2 f 

由 9) 不难引出 

10) 如果 x _ 则 ax = bx 包含 a — b . 

11) 如果 a / 0, 则 ax = ay 包含 x = y . 

事实上，从 ax = 6 :r 得 ( a — b)x = ax ^(— b)x = bx +(— b)x = [ b +(— b)]x = O x — O y 

从而当 a ; 一 (9 时 ， a = 6. 

同样的 ， bk ax = ay , 可以逐步地引出 

a[x + (- l ) y ] = ax + 、一 a)y = ay + {- a)y = [a + (- a )]?; = 0 • y = O , 

所以当 a #0 时包含 z + (— l)y = 6>. 但 由另一 方面， 2/ + (- l)y = 0，因此得到 x = y . 

今后我们记 

(― l)x = _ x ， x -f (一 1)2 / — x — y . 

容易指出下面种种事实： 

12) x — x — 0. 又若 x — y = 0, M x — y . 

13) x — y — x — z 蕴•含 y = z . 

14) 如果: r + y = 2 ， 则 x = z — y , 其逆亦真 • 

这种简单的事实我们不 一一 加以证 明了. 


§1. 度量空间及其特殊情形 
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定义 设五是一线性空间.对于 E 中每一元素0：,有一实数扣||(称为 a ： 的范 
数）与之对应，且異有下列诸 性质： 

1) \\ x \\ > 0,当 ： c = 0 时且仅当此时 || x || = 0. 

2) \\ ax \\ = \ a \ - \\ x \\ } 特别 - x || = ||4 

3) 11^ + 2/11 ^ \\ x \\ + || y ||. 

那么称 E 是赋 范线性空间. 

对于赋范线性 空间五 ，置 

p ( x , y ) = \\x - y || (1) 

的话，则五成一度量空间.以后讲到赋范线性空间，总认为它是一个度量空间，而以 
(1) 式表示它的距离. 

完全的賦范线性空间 是波兰数学家 S . 巴拿赫所首先研究的，因此，称这种空间 
为巴拿赫空间. 

在第七章中所讲的空间 L p 及~都是巴拿赫空间的例子.此地我们再举出两个 
巴拿赫空间. 

空间 C 设闭区间 [ a , b ] 上所定义的一切连续函数的全体为 C . 设/, = / JaO 和 
h = h { x ) 都属于 （7, c 是一个实数.定义和与乘积 如下： 

,1 + ,2 = ,1 ⑷ + / 2 (工 )， cf = cf ( x ). 

易知 C ： 是一线性空间.对于 C 中的/ ==： /( x ), 定义 

ll/ll = rnax |/( x )|, 

那么 C 成一赋范线性空间.事实 h , 关于范数的三性质 1),2),3) 显然成立. 

设 /n = fn(x) G C(n = 1， 2, …). 那么显然地，由关系式 /n — /[其中/ = /⑻€ 
C ] 可得函数列 {fn(x)} 一致收敛于 /( X ). 

定理 1 空间 C 7 是完全的. 

事实上，设 {/ n }[/n = fn(x)} & C 中一个本来收敛的函数列.固定[«， 6] 中任意 
一 点 re . 因为 


|/n ⑻ - fm(x)\ ^ || / n - /m||, 

所以数列 { f n ( x )} 是本来收敛的且（由著名的波尔查诺-柯西定理）存在着有限的极 
限 


lim f Tl ( x ) = f { x ). (2) 

n—♦oc 

由于: r 是任意的，因此函数/ ㈤ 在 [ a ，6 j 上全有定义.其次，取任意的正数 e ， 有 7 V ， 
当 n > m > iV 时， 


I fn — fm 〈己 
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因此，对于 一 切的: c , 当 n > iV，m > 7 V 时， 

\fn(x) - fm{x)\ < £. 

在此地暂且固定 z 而令 m — oo , 那么就得到 

|/ n ( x ) - f { x )\ ^ £ 

对于一切 x 兴 n > N 时成立.因为数 N 与 x 无关系，所以 （2) —致地成立，从而 
f { x ) 是连续函数，因此 f ( x ) G C . 除此而外，极限式 （2) 的 一 ■致性表 /K / = f ( x ) 乃 
为度 M 空间 c 中元素列 {/ n } 的极限. 

空间 m 设有界实数列① 

x = ( a ： i , X 2, X 3, …） 

的全体为 m . 设 a : = ( X !, X 2, X 3 ,- * - ) 与2/ = (2/1，2/2,2/3,…）是两个有界数列， a 是 一 

实数.定义和、乘积及范数 如下： 

x + y = (xi +yi,x 2 + 2 / 2 , 工 3 + 2/3 ， "0 ， 

ax = ( axi , ax2 , ax3 ,...)， 

| x || = sup {| x fc |}. 

不难证明， m 成一赋范线性空间. 

定理2 空间 m 是完全的. 

证明设伽是 m 中之一本来收敛的元素列，且设 

x (n) = (d U) ，泛 0 ，#，… ）（n = 1 ， 2,3,… )• 

因为对于任意固定的 fc ， 成立 

ld —1 ⑽⑷-/，， 

所以数列，…丨是本来收敛的.因此有有限的极限 

心 = lim 4 n) * 

n—oo 

对于 韦 N , 色 n > N , m > N 时， ||: r (n) - x ㈣ || < e . 那么对于任意的 fc ， 成 
立 

①如果存在常数尺，使对于一切 fc 成立/ I ，则称数列 （ Axm ..) 是有界的.这样，数列 
之有界性并不表示数列中只含有限项.相反，数列中的项数是可数个（虽然可能有些项是相同的). 
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在此地固定 fc 和 n >7 V ， 令 m -> oo . 乃得不等式 

( 3 ) 

由此特别导出|匕| 彡 | d n )|+ e 彡 ||: r ( n )||+ e . 因此数列 x = (《1，《2,6，...）为有界 
因而属于 m . 除此而外，由于 A : 是任意的，所以由 （3) 得到 || x ^ - x || ^ £. 此不等式 
当 n > N 时常成立，所以 

lim = x. 

n—oo 

定理证毕. 

不应该认为，除赋范空间外，不存在另外的度量空间.事实上，容易引进度量空 
间而不是赋范空间的例子. 

空间 s 设 S 是一切实数列 


X = ( Xi ， X 2 ， X 3 ，".） 


的全体， S 中两个元素的和及元素与数的乘积，其意义同于空间 m 中所述. 

设 a ; = ( a ： i ， X 2， a ：3, …），2/ = 0/1，2/2,2/3,…）是 s 中的两元素，定义其间的距离为 







k 


\xk - Vk \ 

^ 2 fc 1 + |x fc - y k \ 



距离的前两个条件显然是成立的.今证三角不等式 


z) ^ p(x,y) + p{y,z) 


⑷ 


之成立: 


函数 


^ P ( t ) 



在范围0 < f < + oo 中是增函数（因 p ⑴ 
是第三个数列， 


+ 


因此设 


2 


(之 1 ，勿，之 3 , 


• • • 


\x k - z k \ 

1 + \Xk — Zk 




\xk - Vk\ + \yk - Zk\ 

+ \^k ~ Vk\ + \Vk — 2fc| 



_ l^fc - Vk \ _ < - Vk \ 

1 十 |zfc — + | j/fc — Zk \ ^ 1 + \xk — Vk \ 

_ \Vk - z k \ _ < \yk - z k \ 

i + \xk 一 2/fc| + |yfc — 办 1 、 i + |yfc — z/c| 


所以 


\Xk - Z k \ 

1 + |Xfc - Z k \ 





\Vk - z k \ 

1 + | j/fc 一 办 1 


V 


• 470 • 


第十八章泛函分析的某些知识 


在上面的不等式中边边乘以 2-* 然后关于 k 相加，即得 （4) 式. 这样，就知道 S 是一 
度量 空间. 但是 S 却不是赋范的①.不难证明，如果 


⑷= (#)々)，#)，•••)， 





(《1，《2乂3, 


• • 


)， 


那么要关系式 


lim 





成立的必要且充分的条件是对于一切 fc ， 成立 


lim 奴 71 )= 以， 

n-^oo 


由是易证空间 s 的完全性. 

空间 S 设 E 是一可测集，> 0.在£；上所定义的一切可测函数的全体，成 
一 空间& 把等价的一切函数看作同一个元素.两元素/】= f ^ x ) 与/ 2 = f 2 ( x ) 之和 
以及元素/ = / Or ) 与数 a 之乘积，如同空间 C 的情形那样定义为 


A + /2 = /i(x) + /2(x )，(if = af(x) 

的话， S 成一线性空间.置 



1 /iW - h{x)\ 

1 + l/l ⑻一 /2⑻ I 


dx . 


那么 S 变成度量空间，(但不是赋范的!）读者可自行证明下列 事实： 在这个空间 S 
^, 111^ / n = / [其中九= fn ( x)J = f ( x )\ 恰为函数列 { f n ( x )} 依测度收敛于 f ( x ). 
由是完全的. 


§2. 紧性 

我们建立了度量空间中元素序列的极限概念后，就不难把点集论的重要概念引 
人. 例如，设4是度量空间 E 中之一点集，如果由>1中可选出不同元素的序列 { x n } 
以五中的点 X 为其极限，则称 X 为集乂的极限元或极限点.点集4包含4的所 
有极限点时，称 z 是一闭集.将>1中的点及 A 的极限点之全体合并一集，记为忑 
称为集乂的闭包.凡闭集之余集称为开集，等等. 

设吻是度量空间中之一固定点， 7* > 0,那么空间中满足不等式 

p ( x , x 0 ) < V 

①因为如果 || a :|| = p { x , e ), 则不能满足条件 

||ax|| = |a| - ||x|]. 

例如设 e 0 = (1，1,1，…），贝 IJ | ko || = |， ||2 e 0 || = ? 

△ 
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的点 x 的 全体， 称为以: r Q 为中心， r 为半径 之开球 ，以 5 r ( x 0 ) 记之.凡满足 

pix ^ Xo ) < r 

的： r 的全体称为以抑为中心， r 为半径 的闭球 ，以 5^) 记之.容易 证明： 闭球是 
闭集①而开球是 开集. 是 S r ( x 0 ) 的闭包.用球的概念可以用通常的办法定义 
集 中内点 的概念.由是可证开集中每一点都是内点.所有这些事情，由于没有新的 
原则性的成分我们就不再讨论了. 

设 E 是一度量空间 • >4是由 E 中元素所组成 之集. 对于点集 A ， 假如有某一个 
球含有 X ，则称4是一有界集.在第二章中我们已经证明. • 在直线上的有界无穷点 
集至少有一个极限点.在第十一章中我们并且将这个结果移转到任意维的欧几里得 
空间中去.但是这个性质不可能移转到任意的度量空间中去.只要拿来看一看 
就可以知道.设 Z 是1/2中之一规范正交系 { wfc }[ WA ： = U ? fc ( a ；)]， 由于||叫|| = 1，所以 
A 是一有界集，但是当 i / A : 时却成立 

• f b . 

IM 一 i ^ k \\ 2 = / { x ) - 2 ui ( x ) iJk ( x ) + ul ( x))dx = 2. 

J a 

因此乂中并不存在收敛元素列.所以在一般的度量空间，有界集的概念，已不如欧 
几里得空间中的有界集概念那样具有重要的作用了.紧集的概念取代了它的位置. 

定义1 设4是度量空间五中不空的集. 假如 A 是一有限集，或是乂的任一 
无穷子集 Ao 至少有一极限点，那么称4是一紧集. 

注意下面的 定理： 

定理 1 任何紧集必为有界. 

假如 A 不是有界集，那么固定了瓦中某点 x 0 , A 中有点 a ： i ， 使 


又有 X 2 € A , 


p(a；i,a：o) > 1- 

p(x 2t x 0 ) > p{x u x 0 ) -f 1. 


这种手续继续进行，得 A 中之一点列 工1，工2,工3, …， 使 


p(x ni X 0 ) > p(xi,X 0 ) +p(X 2 ， X 0 ) + … +/9(x n -i,X 0 ) + l. 

那么当 n > m 时， 

p(x n ,X 0 ) > p(Xm,X 0 ) + 1 . 

①只要证明距离函数 p ( x , y ) 是连续的，即证明 x n — » x , y n —* y 蕴含 p ( x „, yn ) —► p ( x ， y ) 就 
行.事实上， 〆 x n ， y n ) 彡 〆 x n ， x ) + p ( z ， y ) + p ( y ， y n )， 取 n 甚大则 p ( x n ， y n ) < /9( z , y ) + e , 另一方 
面， P (®， y ) < p ( x 9 X n ) + p ( x n , yn ) + P ( l / n ， y )， 取 n 甚大，则 p ( x , y ) < p ( x n ， l / n ) +6. 
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由于 


工 n ， TO) < P ( 工 n ， Tm) + P(Tm ， 工 0 )， 



p ( X n ， 工 m ) 〉 1 ， 


因此在 {X n } 中不可能找到收敛子列，即 {X n } 没有极限点.所以 Z 不是紧集. 
有了下面的定义，我们可以把已证定理的意义 加强： 


定义2设 A 是一度量空间 E 中之一点集， BcA y e >0. 如果对于4中任 
一元素有元素 y 满足 

p { x , y ) < £ 

的话，称 B 是>1的一个 e 网. 


定理2 设 4 是度量空间中之一紧集，那么对于任一正数中存在着有限的 

e 网. 


首先注意，如果一个集以有限集做它的 e 网，则此集必为有界集①.所以本定理 
是定理1的加强.我们现在来证明此定理.如果定理不成立，那么对于某一正数 e ， 
不存在有限的 e 网.先在 A 中任取一元素因为一点:并不组成 e 网，所以 A 
中有 $2 使 p ( xi } x 2 ) ^ S . 又因两点 A 和: r 2 并不组成£:网，所以 >4中有: T3 使 


p(xi,x 3 ) 彡 e ， p{x 2 l x 3 ) 彡 e. 

根据这样的理由，继续进行，那么 A 中有一点列 { x n } :当 n / m 时， 


P (工 n ， 工 m ) ^ 


这就是说，没有极限点.此事与 A 的紧性矛盾.定理证毕. 

由上所述，对于任意的正数 I 4中存在有限的£网，乃是 A 为紧集的必要条件. 


自然要问，这个条件是否保证 A 的紧性呢？我们可以看到，对于一般的度量空间，这 
句话是不成立的.例如所考虑的度量空间是 [0, 11中有理数的全体，照通常的方法定 
义距离 p ( x , y ) = \ x - y \. 我们就此空间本身说，对于任意的正数 e ， 存在有限的 e 网 


(这样的网例如当 ne 〉1时取点集0, W …，1即行 Y 可是我们的集并非是紧的， 

\ n n J 

因为其中有点列 



以无理数 I 为极限，所以此空间中存在着无极限的点列.此种不方便的结果，实由 
于空 间的# 完全性所致.实际上，存在下面的定理. 


①事实上，设 e 网的兀素是 yi ， y 2 , … ， ys . 在空间中取一点 : ro 并记 max {p(j/i ， xo)} = d，r = d + e y 

则 Ac5 r (x 0 ).(i = l ， 2 ， -" ， 5) 


§2 •紧 性 
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定理3 设 E 是一完全的度量空间，4是五中之一无穷点集.如果对于任意 
的正数 e ， 火中有有限的 e 网，则4是一紧集. 

证明设 P 是 A 中任一无穷子集 ， e > 0. 对应于 f 当然有 I 网，假定它是由 
点 yn "、 y s 所组成，那么集>1及其子集尸，含在有限个开球的和 之中： 

S 

i=l 

因此，至少有一个开球，设为 5 § (2/ m ), 含有尸的无穷个的点（否则变成为有限集 
了).设 〆 与： r 〃 是交集（无穷集 !） Q = {y m )P 中的二点，则 p{x',x") < e. 换言之， 
我们证得了这样的 事实： 对于任一正数^ 4的任一无穷子集 P 必含有直径 ® d ( Q ) 
小于 e 的无穷子集 g . 

利用这个事实，取 A 中任一无穷子集4)，根据已证明的一定有的无穷子集 
A 1? 其直径 d { A x ) < 1. 其次 ，山 中有无穷子集 A 2 , 其直径 d { A 2 ) < i 这个手续继 

续进行，乃得一列无穷集 


Aq D A\ 3 A 2 D -A 3 13 •”， 

使得 d{A n ) < 我们从每 一个人 中选取一点〜，使: Tn 不同于 Xi , X 2 , ••- yXn-1 ， 

n ! 

当 m > n 时，: r m € C An , 所以 p ( x n , x m ) < —. 由是可知 { x n } 是本来收敛的. 

但是由于 E 的完全性,存在着极限 a ： = limx n . 这冬极限点即为4的极限点.因此， 
对于 A 的任一无穷子集 A q 常存在极限点，所以 A 是紧的. 

用相似的方法可证 

定理4 设 A 是度量空间 E 中的一无穷点集 . A 成一紧点集的必要条件 是：对 
于任意的正数 e ， 五中存在紧集，使对于任意的 ： re A ， 有 ye 艮满足 p ( x ，2/) < e ， 
当五是完全的时，则所述条件并且是充分的. 

条件的必要性是很明显的，因为 Z 是一紧集的话，即以4取作好了.要证 
明条件的充分性，只要 证明： 对于 A 中任一无穷子集 P ， 一定可从其找出无穷子集 
Q , 其直径 d(Q) 小于任何小的数 e 就行了.因为若已证此，那么我们可以用定理3 
的证明方法来完成我们的证明. 

今设 P 是 A 之一无穷子集 ， e > 0.对于|，设其对应的集是而对于每一点 

x e P , B ^ 中有点 2/( x )， 使 

3 £ 

p { x , y ( x )) < 

设乃是这种 y ( x ) 的全体，其中 xeP . 

①点集 Q 的直抒的意义是: d ( Q ) = supp ( x , , x /f ) } 其中 V e Q } x ,f e Q . 

⑦此地我们没有说艮是>1中的6网，因为没有假设艮 C A 
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我们先设 D 只含有限个不同的 元素. 那么 D 中至少有一个点如 ， yo = 2/(4 对 

于 P 的无穷个元素 a : 成立.因此,此集 D 即为所要求的因为它的直径小于 
如果是一无穷集（它是紧集的子集!)，那么 D 中有收敛点列 

y{^l)^ y(x 2 ), 2 /(x 3 ), ••• , 


其中元素 X 1, X 2 , X 3 , 两两不相同. 

由于 {2/( x n )} 的收敛性，所以有 7 V 使当 n > N , m > TV 时， 

£ 

p{y{x n ), y ( Xm )) < 2 - 

于是所要求的 Q 可以取为集 { x N + u x N + 2, M + 3 ，•..}•事实上，当 n 〉 AT,m > AT 时, 

p{x n ,Xm) ^ p(x n yy{x n )) p(y(x n ),y(x m )) + p(y(x m ), X m ) < £. 


故得 

d(Q) ^ e . 

定理证毕. 

定理 3 和定理 4 是完全空间的紧性的一般判定法.但是对于有些空间，其紧性 
之判定较为简单. 

§3. 某些空间的紧性条件 

# 

本节要将四个空间 s , Z p ， C 7, L p 逐个讨论其中点集的紧性条件. 

空间 S 这个空间的元素是数列 : r =(心，《 2 ,《 3 , •••). 其中第 A : 个位置上的数 
匕，称为点 z 的第 A : 个“坐标”，因为它是 a ; 的函数，今后以 ^ k ( x ) 记之. 

利用这个定义，我们可以写出下面的定理. 

定理 1 设空间 S 中有一无穷点集火= { x }, 其中 X = (^ i ( x ), (2(0：)，《3(怎)， ... ）， 
则4为紧集的必要且充分的条件是存在着如下的数列 M 2 , M 3 ,... 使对于 A 
中任一点 a :， 成立 

A ⑷ |< A 4 (fc = l ，2,3，...). 

证明 事实上，假如有这种 { M fc } 存在，那么在 >1 中取一列两两相异的点 ^ ， x 2 , 
”，•••.对于这些点，将其第一坐标写成数列 

《1(工1)，《1(工2)，《1(工3)，…. (1) 

因为 \^ l ( Xn )\ ^ M U 所以根据波尔查诺魏尔斯特拉斯定理，从⑴中可以选取 
收敛数列： 

《1 (工 ( I ”），。 (4”），《1 ( A ))， … ( A )) =«1. 
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此地的 X^ ， X^\ 是 A, X 2 , X 3 , … 的子列，并且不打乱其次序 . 

由 xf ，••• ，将其第二坐标写成数列 

€2( x (1”)，《2(4”)，《204”)，…， 

因为 | 6 (xL 1 ) )|^m 2 , 其中必有收敛子数列： 

6(^1 2) ),《2(4 2) )， 604 2 ))， …， 6(^ 2) ) = a 2 . 

n—+oc 

此地 #) ， a 4 2 ), o 4 2 ) ， . •• 是斤 ) ， A), 4 1 ),… 的子列，且不变其项与项间的 
次序 . 

将此手续继续进行，乃得由 A 中之点所组成的无穷 矩阵： 



T ( l ) r ( l ) r ( l ) 

X 1 ) ^2 ， x 3 ， 




r (3) t (3) (3) 


并且每一行是前行除去一部分的点而得的，但是并不打乱其次序.这个矩阵的每一 
行存在着有限的极限 


lim Cp(^ n P) ) = a P (P = 丄， 2 ,3, …）. 

n—>oo 

得到上面的矩阵后，取其位于对角线上的元 素列： 


2/1 


怎 ( i 1 )， 


2/2 




4 2) ， V3 


4 3) ，…， 


这个点列是 A 中两两相异的点所组成的 . 

固定任一自然数 P ， 则元素 y P ， y P+1 ， … 都在矩阵的第 p 行中 出现： 

Vn = ^m(n,p) ( n > P )， 

显然的， m(n,p) ^ n . 但是 

^p(l/n) = Cp ( x m(n,p)) ( U > P )， 

因此 

lim ^p(pn) — Qp. 

n 一 oc 

此即表示，从 A 的点列 Xi,X 2 l X 3 > -- 中所选取的子列 3 / 1 ， 2 / 2 , 2 / 3 ,…具有极限点 


a = (ai,a 2 ,a 3? ---)- 
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所以， A 的任何可数子集都有极限点.此即表示 A 是一紧集.条件的充分性已经证 
毕. 

现在证明条件的必要性.设此条件不满足，那么至少有一个 A :， 对于这个不存 
在如下的 A 4 : |^( x )| ^ M k (x € A ). 固定这个 A :， 知数集 U fe ( x )} 不是有界的.所以 
A 中有如下的点列 X ll X 2 ,X 3 , ■ • • ： 

lim Ot(Xn) = oo- 

n — ^oo 

那么 { x n } 没有极限点定理证毕. 

空间 lp(p ^ 1). 这个空间的元素是数列 

x = (6 ㈤ ，《2(2：)，《3(工)，…）， 

但满足条件 

• oo 1 i 

M = < +° o . 

■fc=l . 

下面的定理决定这个空间的紧性条件. 

定理2 设4是空间 i p 中之一无穷集 ，只 成一紧集的必要且充分的条件 如下: 

1) 存在着数列 Mi ， M 2 ， M 3 ，... 使对于 >1 中 一 切 x, 成立 

彡 Mfc (k = 1,2,3, •••)• 

2) 级数 

k=l 

在4上一致收敛. 

证明先证条件的充分性.假设两个条件都满足，那么必有 m 使不等式 

£ 1“⑷ r<i 

fc 二 m+1 

对于 A 中 一 切点: r 成立.固定这个 m ， 对于>1中一切 a :, 

fc=l k= 1 

因此，置 

m 

乙罇+1=//， 

fc=i 

__ 、 

①因为如果 { x n } 有子列 { x ni } 有极限 A 那么 ^ fc ( Xni ) — ► 6 c ( a )， 可是 “( X ni ) — OO . 




那么对于 v 4 中一切 a ;， 成立 
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fc=l 

设如是 A 中任一无穷子集.那么完全如同定理1中所述的一样， A ) 中可以选 

取如下的点列2/1,2/2,1/3,…： 

lim ^k(pn) = OLk (k = 1,2,3, ••- ), 

n —► cx ) 

于此 ai ， a 2 , … 都是有限数. 

对于任意的 JV ， 不等式 

N 

Y^\^(Vn)\ P <H 

成立.固定 iV ， 使 n -► 00,则得 


N 



k=l 


a k \ p ^ H . 


S N 可以任意的，故 a = ( ai ， a 2， a 3 , …） E l p ^ 

我们可证 

a = lim y n . (2) 

n—^oo 

为此对于任一正数 e , 取 h 使对于 4 中一切 a ;， 成立 

£ i ^) i p <© p - 

k=h+l 


N 


用上面的方法即首先考虑 I ； ，可得 


fc=/i+l 


但是 


因此 


又 



fc=h+ 1 





|^ A :(2/ n ) — °^k 


■fc=h+l 


零 

1 「 
V 

p 



_ 



\^ k ( yn)\ P 


k—h+l 


1 

p 

oo 

+ 

E k 

_fc=h+l - 



|^fc(2/n) - OCk 


V 


.fc=h+l 


1 


2 


Vn - a || < 


h 


^l^kiVn) ~ OC k \ 


P 


_/c=l 


2 

+ 3 £ 
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因为对于适当大的 n , 成立 



所以对于这些 n , 

\\ y n - a \\ < e y 

所以 （2) 式成立.从而 d 是一紧集. 

第一个条件的必要性可以逐句的照证明定理1中条件之必要性证之.现在假设 
第二个条件不满足.那么存在这样的正数^使对于一切自然数 n , A 中有元 素〜满 

足不等式 OC 

£ 邮 n ) l P h . (3) 

/ fc = n+l 

不难看到， {x n } 是一个其元素〜两两相异的无穷集，但是在 {x n } 中却不存在 
收敛点列 • 

事实上，如果点列 


Tfll ， 工 712 ， 工 T13 (Til < T12 〈打 3 〈 


• • • 


具有极限 a = • • • )，那么我们首先找到如下的 / i : 



K| p < 


C 


fc=^l+l 




2 p 


然后对于足够大的 i (i > io )， 我们有 


x ni - a || < 


1 

£p 

~2 




从而对于这些 i ， 更加是 



\^k(x Ui ) — Otk\ P < 


e 


k 


+ 1 




2 P 


那么，取 i > 《 0 甚大，使当 rii ^ n 


i 


1 



( 工 nJ| P 





\^k{x nt ) - Oi k \ P 


k 


+ 1 


k 


+ 1 


1 


+ 



I 叫 r 


<eK 


k 



但此式与不等式 （3) 是矛盾的.定理证毕. 
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作为特例，假设 A 是由中的单位向 M ， 即具下列形式 

e n = (0 ，… ，0,1，0,0,… )(1 是第 n 个坐标） 

的元素所组成的.此时第一个条件显然满足.其次,级数 

£ l ^( en)| p 

fc=l 

对于一切 n 是收敛的，因为当 fc # n 时, ^( e n ) = 0. 但是这个级数关于 n 并非为一 
致收敛，所以4不是紧集.这是直接可以得到的.事实上，由于 

lim Cfc ( e n ) = 0, 

n—^oo 

因此唯一町能作为 j 的极限点的是6> = (0,0,0,.--). 但对于任意的 n ， 

11 ^ — 0 || = 1 . 

所以 >4没有极限 点①. 可是对于 一 •切 n 是 || e n || = 1，所以4是 一 有界集.于此我们 
又得到一个虽为有界但非紧的集. 

空间 C 现在对于空间 C 来研究紧性条件.我们先说函数族的等度连续性. 

定义设4 = {/( T )} 是定义在闭区间 [ a , 6] 上的一个连续函数族.如果对于任 
一正数 e , 有这样的 6>0, 使当 | x 〃 - 圳 < 5( 其中 /及: r " 取自 [ a ，6]) 时，不等式 

1/( 工") - 1(^)1 < £ 

对于 A 中任意的函数 f ( x ) 成立，那么称函数族 Z 是等度连续的. 

我们晓得，对于 A 中的每一个函数存在如上的5是由函数的连续性直接得到 
的.此地的事情是要对于所有的函数，存在同一个 

定理3 ( C . 阿尔泽拉 （ C . Arzela )- G . 阿斯科利 （ G . Ascoli )) 设4 ：= { f ( x )} 
是在 [ a , b ] 上定义的连续函数的无穷族.假如 

1) 存在一个数 M 使此族中的函数都满足 |/( x )| ^ M , 

2) 这些函数是等度连续的， 

那么 Z 中存在着一致收敛的函数列. 

证明记 [ a ,6] 中所有有理数之全体为 E ， E 是一可数集，因此由第八章§4的 
引理1，由4可选出两两相异的函数列 /!( x ),/ 2 ( x ),/ 3 ( x ), ••- 使在 E 中一切点收敛. 
我们要证明，这个函数列在整个闭区间 [ a ，6] 上是处处收敛的.事实上，设 z 是 [ a ,6] 
上任一无理点 ， e > 0.于 [ a ,6] 中取有理点 r 使对于4中一切函数 /(: c ) 适合 

1/ ㈤ - /( r )|<|. 


①从 Ikn - e m || = V 2 {U ^ m ) 可以更简单的看出同样的结果. 
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这种 7* 的存在是由于函数族的等度连续性，因为数列 {/ n ( r )} 是收敛的，所以对于上 
面的 e ， 有 iV ， 当 n > AT,m > TV 时， 

\fn{r) - fm(r)\ < 

对于这样的 n 及 m , 成立 

\fn{x) - ^ \f n (x) - f n (r)\ + |/n(r) - fm(r)\ 

+ |/ m ( r ) - / m (工 )| 〈芑. 

因此，函数列 { fn ( x )} 是本来收敛的，因而收敛于有限的极限.置 


lira f n (x) = v?(x) 5 a < x ^ 6. 

n—♦oo 

容易证明，函数 if ( x ) 是连续的.事实上，对于正数 e ， 有5 > 0使当 I ， - /| < J 时， 
A 中一切函数 f(x) 满足 |/(^) - /(x，)| < e. 因此，当 |x" - < 5 时， 

\fn(x") - /nW < £：， 


从而令 n — oo 得 
所以 ( p ( x ) 是连续的. 

剩下来要证明的是 / n ( x )( 关于: r ) 一致 收敛于 c ^( x ). 

首先我们 注意： 函数 fn(X) - < f ( x ) 如同 / n ( x ) ―般，也是等度连续的.因此，对 
于正数£，有 <5 > 0,当 V - rr'l < <5时,对于任意的 n 成立 

\{fn(x f/ ) - 咖 ") } - {/n ⑺-^)}| < \ ⑷ 

固定&取自然数 S 足够大，使 



< 6 . 



zo 




a,zi 


b — a 6 — a 

=n - , Z 2 = a + 2 - 

s s 


a + 


y Z S = b 


对于每 一点力 成立 


lim f n (Zi) = (p(zi)y 

n—^oo 

因此有如下的当 n > %时， 

|/ n (: i ) - 2* 


(5) 
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设 iVsmaxfiVo ，^,... , iV s }, 则当 n > iV 时，不等式 

\ f n { x ) - cp { x )\ < e (6) 

对于 [ a , 6] 中的任一 x 成立.事实上，对于 : c e [ a , 6], 必有〜使 h - x | < - ~ ° < S . 

因此，由⑷式及 （5) 式可得⑹式.由于此地的 N 与 x 之选择无关，故⑹ 5 --致地 
成立.定理证毕. 

定理 4 设 A 是空间 C 中之一无穷集，为紧集的必要且充分的条件是 ：火中 
一 切函数为一致有界且为等度连续. 

证明 定理中条件的充分性已在定理3中证明了 . 4中函数 f(x) 为一致有界 
的必要性由上节之定理1可以导出，因为由该定理知紧集必为有界，在此地即表示 
A 中所有函数其绝对值都小于同一常数，故必为一致有界.现在证明等度连续的必 
要性.假如 A 不是等度连续，那么对于某一 句 > 0,可在 a 中取函数列{/ n ( x )}, 在 
[Ml 中取如下的点列 { x n } R { y n } : 

lim ( y n - x n ) = 0, |/„( ar n ) - f n ( y n )l 彡 e 0 . ⑺ 

函数列 { fn ( x )} 中应该含有 A 中 相异的 无穷个 元素. 但是从 { f n ( x )} 不能选出 
任何一个一致收敛的子函数列.其证 如下： 如果 { f n ( x )} 存在着一致收敛的子函数 
列，则不失一般性，就可以令 { f n ( x )} 表示此函数数列，因为这不过是符号变动一下 
的 问题. 这样， {/ n ( X )} 除了满足关系式⑺以外，并且是一致收敛于某（连续）函数 

p ( x ). 

对于上面已述的> 0,存在 6>0, 使当 I〆' —f | < 5时， |^( x ,/ ) - ^)1 < —• 
另一方面，可以找到#，使当 n 〉 AT 时，对于任意的 a : e [ a ,6), 3 

\fn{x) — (p{x)\ < 

取 n > AT 且使满足条件|2/„ - x n | <5. 对于这个 n ， 成立 

| f n) - fn{Vn ) | ^ |/n(®n) - P ( 工 n) + _ ^(j/n)| 

+ MVn ) - fn { yrt )\ < ^0, 

可是此式与 （7) 式相 矛盾. 所以证得，如果4不满足等度连续的条件，那么在 A 屮 
就存在无极限元素的无限子集.此即表示 A 非为紧集.定理证毕. 

现在我们把定理 3 应用到古典分析上的一个问题®.设有微分方程 

€=/(_， ⑻ 

其中 /( x , y ) 在闭矩形 H 中是 -- 连续的函数. 

① 我仿效彼得罗夫斯基的叙述 （参 阅他的 “ JUkiu ^ no TeOpHH oGuKHOBeHHblX 几试中中於- 
peHUMaJibHbix ypaBHeHM 沩”， rOHTM , 1939, §12). 
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定理5 设 （ xo , yo ) 为尺之一内点，那么经过此点 ( xo ,2/ o ) (8) 式至少有一条积分曲线. 

证明因为 f ( x , y ) 在闭矩形 H 屮为连续，所以在上是有界的.设 

|/(x,y)| < M. 

经过 ( x 0 , yo ) 引两直线 I 及 II 分别以 M 及一 M 为 斜率. 其次，我们作二直线 x = a R . 
x = b y 此处 a < xo < b , 并且选取数 a 和 b 满足下面的要求：由直线 a : = a 和 a ; = b 及直线 I 
及 II 所包围的三角形•及 ADE 全部含在 H 中（见图 9). 



阁9 


然后用点 20 = a < A < z 2 < …< a = 6将 [ a , 6] 分成 s 个部分，其中一个分点是: r 0 :设 
xo =〜经过 ( x 0 , yo ) 我们引一直线以 /( x 0 , yo ) 为斜率,这个直线一定位在二角形 BACRDAE 
的对顶角中.由点 ( x 0 , yo ) 沿着此直线向右移动，我们就遇到点假设 m + 1 < s , 
那么通过此点引一条以为斜率之直线，而考虑位在闭区间 [ Zm ^ l , Zm ^2 ] 上之一个 
线段.这个线段完全含在三角形 ABC 之中.如果 m - t -2 < 5,那么通过右端的点 （2 m + 2， w m + 2) 以 
/( z m +2 ， u m +2 ) 为斜率引直线.将此手续继续进行，直到如此所作得之线段其右端位在直线 I = fc 
上而止 . 同样的可以从 ( x 0 , yo ) 向左逐步 移动. 

于是我们得到一个以点 

(zQyUo), (^l,Ui), - - - , (z g ,u a ) - 

为顶点的折线，其中 z m = xo , u m = yo . 由顶点 ( Zk ， u k ) 及 ( z k ^ u u k+l ) 所连接之直线段其斜率 
当 fc > m 时为 f ( z k , u k ) 而当 fc < m 时为 f ( z k +1 , u k + l ). 这个折线称为欧拉折线.所当注意的 
是，这个折线不会跑出三角形 ABC 及 ADE 之外（可用归纳法证之).以此折线为图形的函数设 
为#(2：)，则 if { x ) 是一有界函数，因为它的图形全在 H 中.不难看到，函数满足利普希茨条 
件： 

\<p{x n ) - y>(x , )| ^ M\x n — x\. 

对应于 [ a , 6] 中任一分解所得的如上的函数以. X )，称为欧拉函数.对于 [ a , 6] 的不同的分法即 
得不同的欧拉函数.这种函数之全体是一致有界的且为等度连续.因此，这种函数所成之集在 C 
中是紧集（定理 3). 
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于 [ a , b ] 插人分点 zo } zi y Z2y --- 使具有性质 

max [ zfc + i — Zk \ —► 0. 


那么对于这些分法得到种种欧拉函数.其中必有一致收敛的子函数列 ^ i ( x ),^ 2 ( x ), • 

设 

lim v? n (x) == 珍 (x). 

n 一 oo 

显然的， t^(xo) = yo , 故曲线 y = 分 (x) 通过点 (x 0 ,yo). 现在我们证明，此曲线是方程 （ 8) 的 
积分曲线. 

假设对于分点欧拉函数是 < Pn ( x ). 我们注意到 




4 n) }] 




⑼ 


我们在半开区间 ( xo , b \ 中任取一点 a :. 设 


4 n ) < X ^ [p = p(n)]. 


仍以 Zm[m = m ( n )] 表示与 xo —致的分点，我们就有 

(^m+l) = V?n (^m 3 ) + / (X 。， V?„ (X。 )） - X 0 ), 

^ (^m| 2 ) = <^n (#!)+/ (d Pn ( Z ^il)) (^m+2 - ^m|l) ， 


(4 n) ) = A (4-1) + / (4- } l » ^ (4-1)) (4 n) - ^- l ) » 

< Pn ( x ) = (fin (4^) + f (4 n) » ( X - 4^) - 

由上面的等式，得到 

^{ x ) = i/o + / ( 4 n ) ( 4 n) )) ( 4+1 - z k n) ) +/ ( 4 n ) ’和 ( 4 n) )) 卜 - 4 n) ). 

k—m 

函数 /( x , y ) 是一致连续的.所以，对于 e > 0必有6 > 0,使当 | y " 一 y '| < <5时，对于所有 
的 a : G [ a ， 成立 

|/(x ， y〃) - f{x,y)\ < e. 

不失一般性，我们可以假设 S ^ c . 我们取 n 如此之大，使对于所有的 : r € M ]， 成立 

Iv3n(x) - ip(x)\ < 6. 

那么和式 

Z f (4 n) ，和 (4 n) )) (4:)i - 4 n> ) + / (4 n )’ 〜 (4 n) )) ( x - 4 n) ) 

k—m 

与相似的和式 

〜 =E / (4")， 矽 (4 n) )) (4+i - 4 n) ) + / (4 n) ，矽 (4 n) )) ( x - 4 n) ) 

A:=m 
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之差小于- : r 0 ). 由此，对于所说的适当大的 n ， 成立 


| t /；( x ) - yo 一 ^ n | < e(l -h x - x 0 ). 


(10) 


和式 CT n 是积分 



X 


f [ z } 2p ( z)]dz 


的黎曼和，所以由 （9) 式，把 （10) 式中的 


，乃得 


少 [ x ) - yo - 



X 


f [ z ,7 p ( z)]dz 


^ e(l + x — xo ) 


由于 e 是任意的，所以 


ip ( x ) - y 0 




X 


f [ z ,7 p { z )] dz . 


将此式关于 X 微分，那么等式 


岭 , ⑷=/[ X ，矽⑷) 


在 [ xo , b ] 上成立' 同样地可得 （12) 式对于 a ^ x ^ Xo 亦真.定理完全证毕 


( 11 ) 


( 12 ) 


附注1 如果矩形由不等式 


R(xo - A ^ x ^ xo + A , yo — B ( y ( y 0 + B ) 

所决定，那么在闭区间 bo - <5,抑+冽巾⑻式存在若解，其中 

B 
M 

附注2 在定理5的条件下，经过点 ( x 0 , yo ) 的积分曲线不一定是唯一的.例如对于方程 
^ = 3 经过点（0, 0) 有两条积分曲线2/ = 0及 y = x 3 . 

空间 L p 最后我们要讨论空间 L p 中点集之紧性条件.对于 p > 1,这些条件 
是由 A . H . 柯尔莫戈洛夫在1931年发现的.二年以后， A . H . 图拉伊柯夫 （ A . H . 
TyjiaiiKOB ) ® 证明柯尔莫戈洛夫的条件对于 p = I 时也是必要且充分的. 

为了要讲这些有趣的结果，我们需要一些预备知识. 

引理 1 设 V ?⑷在 [ a ,6] 上是一可和函数.将此函数 v ?( t ) 的定义范围扩充到闭 

区间 [a — / i ， 6 + / i ] 上：当 iG [ a ,6] 时置 ip ( t ) = 0.置 





1 fX+h 

1 L 雜、…认 


则函数外 ( x ) 在 [ a ,6] 上是连续的（称外 (4 为 ^ p ( x ) 的斯捷克洛夫函 数). 


① 虽然 （11) 只有当 x > x 0 时加以证明 ，但 （12) 当 x = x 0 时也可由 （11) 导出 • 自然，当 x = x 0 
及= b 时，所说的只是单侧导数. 

② “Zur Korapaktheit im Raum L p fiir p = 1 ”，Gottingen Nachrichtcn 1933， 167 - 170 页. 
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事实上，设 F { x ) = I p ⑷成贝 U 

J a—h 


^ Ph { x ) = ^[ F(x - \- h )~ F(x - h )}, 

函数 F ( x ) 是熟知的连续函数. 

引理2 在引理 1 的情况下，成立 

/ 6 fb 

\( fih ( x )\ dx ^ / \( p ( x )\ dx . (13) 

J a 

证明首先假设 ( f ( x ) ^ 0. 我们在矩形 ( t < b，—h < z < h ) 中考虑函数 
+ 根据第十二章§4的定理2有① 


因为 




(f(z + t)dz = 






2h(p h (t), 


PJ (14) 式左边的积分，不是别的，恰好是 



(14) 


m (14) 右边的积分可以化为 



(f(x)dx, 


剩下来再注意到 @ 


<p(x)dx ^ 


<p(x)dx. 


(15) 


①当函数 < p(z + t ) 看作 < 或者2的一元 函数， 将其他的一个变量任意固定时，其可测性很显 
然.我们要证明当它看作二元函数在中也是可测的.对于任意的 c , 那些点 X G [ a - h } b + h ] 
使 < p ( x ) > c 成一可测集.但是（参考第十二章§2的引理 1) 当点 ( x , y ) 在矩形 ( a ^ h ^ x ^ 
b + h ， 一 h 彡 h ) 中使 tp ( x ) > c 者其全体为 一 可测集.设 E 是点 （ f , z ) 所成之集，它是从>1经过 
平面上由 t = x — y， Z = y 所决定的仿射变换而得的集.它是可测的，并且考虑到 

R[(fi(z + 1) > c] = RE. 




◎当 z = 0 时两个积分是相同的.假如 z >0, 则由 if ( x ) 彡0,得 



(fi(x)dx 


a+z 



ip{x)dx 


+ 2： 
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就得到 （13) 式. 


现在我们要去掉彡0的假定，以 7 p h ( x ) 表示 \< p ( x )\ 的斯捷克洛夫函数 


那么 


I 外 ⑷I 


2h 



x+h 


(p(t)dt 


h 



x+h 


^2 h I h = ^( x ) 


及 



b 


\(f h (x)\dx ^ 


a 



b 


^PhMdx 


a 


但由已经证明的结果， 



b 


lp h (x)dx ^ 


a 



b 


Mx )\ dx y 


a 


从而再由 （16) 式就导出 （13) 式. 

引理3 如果 p ( t ) € 彡1，则 


(16) 


II 外 K IMI ， 


(17) 


此地 


IM 




b 


\if(x)\Pdx 


a 


由于斯捷克洛夫函数 外 (X) 的连续性，知 <p h (x) 亦属于 L p . 

当 P = 1时则此引理即为引理 2. 因此我们假设 p > 1. 但是此时由赫尔德不等 


式，成立 



x+h 




x—h 





x+/i 


Mt)\ p dt 



x—h 


) 



x+h 


dt 


— l — = 

v q 


或是 


Wh{x)\ p ^ 


2h 



x+h 


Mt)\ p dt 


(18) 


h 


此不等式的右方是函数 Mx )\ P 的斯捷克洛夫函数，记它为 Jp h ( x ), « (18) 式可 


以重写为 •. 


\v>h(x)\ p 


从而得到 



b 


\(p h (x)\ p dx ^ Tp h {x)dx 


a 



b 


a 


但由引理2, 



6 


(f h (x)dx < 


a 



b 


\(f{x)\ p dx. 


a 


由上两不等式即得 （17) 式. 
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引理 4 若 p 彡 l ， p ( x ) e l / p ， 则 

lim f \^ ph ( x ) — ( p ( x)\ p dx — 0. (19) 

h — 0 Ja 

事实上，先假设 <^( x ) 是一连续函数.设 a < 2 ： < 6,取/ I 甚小使 [ x - h } x + hj C 
[ a , 6]，那么由平均值定理， 

1 rX + h 

^ h ( x ) ^ 2 hj h W ⑷出= V ? ⑹， 

其中 《 e [x -九 ， x + / i ], 因此，对于 a : e ( a ，6) 成立 


lim ^( x ) 

h—^0 




工）， 


由是， （19) 式的积分符号下的函数，在 [ a ， b ] 上几乎处处收敛于0 [更确切地说，在区 
间 ( a , 6) 中处处成立].另一方面，因为 cp ( x ) 为连续,所以是有界的.假设 |(^( x )| < M , 
则 \^)\ ^ M . 显然， （19) 式中积分符号下的函数，其绝对值小于一个常数,此常数 
与参数无关.因此，可将极限手续放到积分符号里面去，由是得 （19) 式. 

今设 < x ) 为 L p 中任一函数.对于 e > 0,取连续函数 tp ( x ) 使 




( 20 ) 


设 1p ( x ) 的斯捷克洛夫函数为则 < p [ x 、_ ip ( x ) 的斯捷克洛夫函数是 ( Ph ( x )- 
由 （20) 式及引理3乃得 


一外 || < e. 

但是 

Ikh — WI 彡 llfh — W/ill + lIVvi — 矽 II + ||4 — #11. 

所以 

\\(fih - ^>\\ <2e + ||^/ l -'0l| J 

但是利用已经证明的事实，当 / l 适当的小时， II 咖 V - 训| < &因此对于这些 h 成立 
II 外一 ㈣ <3 e •引理 证毕. 

定理 6 ( A . H . 柯尔莫戈洛夫） 设>1 = {/⑷}是 L p (p > 1) 中的函数集 . A 为 
紧集的必要且充分的条件 如下： 

1) 在 Ip 中4是一有界集， 

2 ) 当九 — 0时 II 九 - /II 对 fix ) e A 来说一致收敛于 o . 

证明 第一个条件之必要性是显然的，因为凡紧集必为有界.今证第二个条件 
的必要性.假设第二个条件不成立，那么存在着如下的 eo > 0,正数数列 {/ i n } 与 A 

中的函数列 { f ^ n \ x )} 满足下列二式： 

lim / i n = 0, ||/ i :) 一 /⑷II ^ eo - 
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我们要证明，由 {/ ㈤ ⑷} 一定不能选出收敛的子函数列.如 果说： 相反的，有 
这种收敛子函数列的存在，那么不妨假设 {/ ⑷ (z)} 本身是一收敛函数列（这不过是 
变换一下上标的问 题). 今设{/⑷⑷}(在心度量意义下）收敛于 g { x ), 那么 

句 < ll/i:) _ / ( ^ II < 11/^-^JI+ll^n-Pll + lly- /⑷ II. 

于此，用引理3,乃得 


^< 211^-/^11 + 11 ^-( 711 . 


由引理4,对于适当大的 n， ||办„ -圳 < 学.因此1对于这种 n， 成立 


mi> 


^0 
4 


此结果与假设 f ^{ x ) g ( x ) 相矛盾.因此得到条件必要性的证明①. 

现在我们假定 A 满足第一个和第二个条件.那么对于任意的 f ( x ) e A , 


il/ll 



b 


p 


\ f ( x)\^dx 


< M， 


a 


其中 M 是一与 / 无关的常数.固定 h > 0,作 A 中一切函数 f ( x ) 的斯捷克洛夫函 


数: A 




{ f h ( x )}. 由赫尔德不等式，对于任一 f h ( x ) 成立 


\ fh ( x )\ ^ 




2 h 



2 ：十 /l 


\ m\ p dt 


x — h 


\ p / 广怎 

J \Jx-h 


1 

Q 


dt 


< 


M 


{2 h) l /p 


’G+ 卜 


这就表示 4 中一切函数是一致有界的.现再证 a 中函数的等度连续性.事实 


上，当 a 彡: r <〆 < 6时，对于中任 一 函数成立 


fh ( x ’）一 fh ( x ) 




2 h 



x +h 


x+/i 


}{ t)dt - f f ( t)dt 

Jx — h 


(21) 


但是 



x 4 +h 


f ( t)dt 


x+h 





x 


\ f ( t)\ p dt 


x+h 


\p / rx f +h 

)\Jx+h 


q 


dt 


< M ( x ; — x)i 


对于 （21) 式括号中的另一积分,也可作相似的估计.因此， 

\ fh ( x f ) - fh ( x )\ < 誓 (x' -x)i, 

从而证得 { f h ( x )} 的等度连续性. 

因此，对于任意的 h >0, MA h ^ C 中是紧集，所以在中更加是紧集.由第 
二个条件及§2的定理4,就得到乂的紧性. 

①在证明中并未用^ P > 1，因此对 P -1 也能适合- 
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注意 B . H . 苏达柯夫 （ B . H . CyAaKOB )® a 明了，定理6的条件中的第一个条 

件是第二个条件的推论. 

§4. 巴拿赫的“不动点原理”及其某些应用 

我们研究 n 个未知数的 n 个一次方程组.它时常可以写成下列 形式： 

工 1 = + 0-1,2 X 2 + …+ 0>l,n x n + ^1} 

工 2 = ^2,1^1 + a2,2 工 2 +- H ^2,7»^71 + ^>2» 


工 n = fln’l 工 1 + ^n,2*^2 + . • • + ®n,n*^n 

我们要指出可以用全新的观点来研究方程组 （1) 的解法。为此目的，作 n 个等 
式 

2/1 = ai，iXi + a.1,2^2 + …+ o ， i >n x n + bi, 

V 2 — ^2,1^1 + a >2,2^2 + • • . + tt 2 ，n 工 n + 办2， 


Vn = a n ，iTi + ^>71,2^2 + . • • + ^n ， n 工 n + 6n- 

于 （2) 式的右边给 ( xi , x 2> - • - , x n ) 以任 一 组的数，就得到一组数（2/1，2/2,… ，2/ n ). 因 
此， （2) 乃表示一种运算，此运算是将一组数 ( x 1? x 2 ,..., x n ) 变换为另一组数（的， 
2/2,… ,2/ n ). 换言之，等式⑺是将 n 维欧几里得空间中的点变到同一空间的点. 
在这样新的观点之下求 （1) 的解，乃为在中求一个对算子 （2) 为不变的点，即为 
变换的不动点. 

此新的看法，不仅限于一次代数方程，在解微分方程（组) 、 积分方程（组）以及 
其他许多解析问题时，都可用相似的看法来处理.这种有用的方法®称为“不动点方 
法它的理论建立在研究种种型式的算子，并建立适3的条件使在此条件下这些算 
子具有不动点.我们此地只讲一些非常特殊的条件，详细的情形读者可参阅涅梅茨 
基的论文. 

定义1 设£； 及玢 都是度量空间，又设是某一规则，由使 E 中任一点 
x 对应于玢中某一点 ？/. 称这种规则 C ； 为定义于空间五，将空间 E 变到 空间玢 
的算子.设 : r e 五，由 C 7 对应于 y £ E \ 则记 y = t /( x )， 称 2 /为算子的值. 

定义2设算子 t / 将度量空间五变到自身.假如存在着如下的常数 q ,0^ q < 
1，对于五中任何两点不等式 

p(U(x) } U (x')) ^ q - p(x,x f ) ( 3 ) 

① “K Bonpocy o kphtcphkx KOMnaKTHOCTM b (JjyHKUHOHa^buux npocTpaHCTBax”，YcnexM 
MaT . HayK ，1957, 12, JV ® 3. 

⑦详细的叙述见 B, B. 涅梅茨基 （ B. B. HeMbiUKiiit), “Mctoa HenoiiBM>KHLix Tonen b aHajiM3e” 
(Ycnexjf MaTeMaTHHecKHX HayK ， BLin. 1 ， 1936 ). 
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成立， 则称 是一压 缩算子.① 

定理 （ s . 巴拿赫） 对于完全的度量空 间五， 设有压缩算子％那么 e 中存在 
一个且只有一个点 f 满足 

U (x*) = x *. ⑷ 

称这个点 X * 为 U 的不动点.要证明此定理，我们于空间五任取一点吻.作 

x l = U ( Xq ), X2 = U ( xi ) y x 3 = U ( x 2 ), … • 

我们要证明这个点列是本来收敛的.事实上，对于 n > 1成立 


工 n) 


p { U ( x n ) 1 U { x n ^ i )) ^ q - p { x n , x n ^ i ). 


从而得到 


( 工 n+1 ， 工 n) < aq n ， 


其中 a = pOruo) •设 TV 是任一自然数， n 〉 N，m > N ， 为明确起见，设 m > n •那 


么从 


p(X n ，： T m ) < p(x n , X n +i) + P(2 ： n+1 ， 工 n+2) + 


m m m 


+ p( x 


1 ， ^ m ) 


得 


p ( x nj Xm ) ^ aq n - {- a(y n+1 十 • • • + ag 




aq 


1 -g 




因此更加是 


P ( 工 n ， 工 m) < 


aq 



- Q 


因为 q N 当 N 增加时趋向于0,故 {x n } 是本来收敛的.由于 空间五 的完全性， 


{ x n } 收 敛于五 中一点 



lim 




根据 （3) 式， 


p(x n+ly U(x^)) = p(U(x n ),U(x m )) ^ q - p(x ny x m ). 

因此， 

lim p(x n+ i,U(x^)) = 0, 

n—^oo 

即 U ( x *) = limx n , 注意到极限的唯一性，乃得⑷式.所以不动点是存在的.剩 

下来的，要说明不动点的唯 一性. 事实上，对于 C/， 如果另有其他的不动点0：，那么 
p(x'a:) >0且成立不等式 

p(x*,x) = p{U{x*),U(x)) < p(x*,x) y 


但此式与 g < 1 之假定相矛盾.定 理完全证毕. 

①此处“压缩” 一 词是第5版校订者改译的，原作者所用定语是 “c6jn«KaiomHM ，，， 俄文原意有 
使“靠近”和“集中”的意思。但是凡讲到“压缩映射原理”时，大多将其映射称为“压缩映射”. 


巴拿赫的“不动点原理”及其某些应用 


491 


附注 


在巴拿赫定理的证明中，不动点的获得是由空间中任意一点 X 0 出 


发，经过一列的逼近法得到的.此事告诉我们在实际上去寻找不动点近似值的方法. 
并且于不等式 _ 


P(X n ， Xjfi) ^ 


aq n 


固定 n 而令 m 


00 ,即可估计出近似值的精确度: 


p ( x n , x m ) ^ 


aq 




1-9 


由此可见， g 愈小，则逼近过程收敛得 愈快. 
附注2 在条件 


p ( U { x , \ U { x ))< p { x \ x ) ( x , ^ x ) 

下,并不一定存在不动点.这是很有趣味的.例如五为实数集,其距离之概念同平常 
的一样.设 ^ 


丌 


U ( x ) = x -h — — arctan x . 

因为对于所有的 z 是 arctan x < 因此不存在不动点.但是如果 x < y , 那么 


U ( y )~ U ( x ) 




y — x — (arctan y — arctan x ). 


利用拉格朗日公式，得 


U { y )- U ( x ) 


y — 工一 ( x < z < v )' 


由此可得 


\ U { y ) - U ( x )\ < \ y - x \. 


事实上，如果 


\ U ( y )- U ( x )\ > \ y - x \, 


那么 



> 1， 


但是上述不等式对于任何2是不成立的 • 


附注 3 


巴拿赫定理可以推广为更一般的形式，而无需改变其证 明①. 详细地 


说： 只要假定在完全的度量空间五中的闭集 F 上定义，且其对应点都属于 F , 那 
么巴拿赫定理中的结果仍真.事实上，只要将逐次逼近法的开始的点 z ◦取自厂就 
行了.自然，不动点 f 亦必属于 

①由于一个完全的度量空间中的闭集其自身也是一个完全的度量空间，所以实际上可以更简单 
地说明这个问题. 
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下面我们引人几个巴拿赫定理应用的例子. 


例1设微分方程 

. y ’ = f ( x ， y ) (5) 

中的 f ^ y ) 是在全平面上所定义的连续函数，且关于 y 满足利普希茨条件 

1/( 工， 2/) - f ( x , yi )\ ^ K\y - yi |. (6) 

定理通过任一点 ( x 0 , j / o ), 必有一条且只有一条方程 （5) 的积分曲线 2 / = cp ( x ), 
函数 if { x ) 对于所有实数 o : 都满足方程 （5). 

事实上,微分方程⑸加上初始条件 y ( x 0 ) = 2 / 0 就完全相当于积分方程 

= 2/0+ / f [ t ,( p { t )] dt . (7) 

j X 0 

我们任意的取^>0,但使满足唯一的条件 


KS< 1. 

又设 C 7 是在[抑 + 上定义的一切连续函数所成的空间.在 C 中定义算子 

U ， 使当 tp(x) e C 时， 

u(<p) = tH 工）， 


其中 x 

^(x) = yo+ I f[t^{t)]dt. 

Jxq 

这个算子是一压缩的算子.事实上，如果 ( X ) = rbd ， 贝!1 


1^1 一 必|| = 


max 

| x — Xq |^5 






但 


1/ [ 心 i(0] — / [t,¥?(*)]I ^ K\ip x (t) - (f(t)\ < K\\(pi -(p\\. 


因此 




max 



^ KS • ||<^x - (f\\. 


由巴拿赫的不动点原理，对于算子 C 7 必有一不动点.设此点是 ifi ( x ). 那么 3 / = 
<^( x ) 即为通过 ( x 0 l yo ) 的积分曲线.但此时函数 < p ( x ) 只是在闭区间 [aro - ^,3 ：o 4- S ] 
上有意义.如果置= rro 6 , yi = <^( xi ), 再以 ( x \, yi ) 为出发点，那么我们就得到 
一 条通过 ( x l 7 yi ) 的积分曲线 y = v ? i ( x ) 定义于 [: Ti - <5 ,xi + S ]. (此地的6与上面相 
同!）闭区间[: co - <5, a；o + $与 h ~ S y xi + 6 ] 有共同部分为在 [ xo , xi ] 上两 
个函数及 外 ( x ) 都满足微分方程 （5) 及条件 y ( x 1 )= y u 由上面所证，两函数 
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应该是一致的.因此在引进 ^ i ( x ) 以后，就可以将 if ( x ) 的定义范围[吻 - 5, X0 + 6} 

延伸到 [: tq - <5, x 0 + 2<5]. 

继续施行此种手续，我们可以将的定义范围延伸到整个区间（- oo ，+ oo ). 
我们注意，应用巴拿赫的原理可以实在地在 [ x Q - 5, xo -h 6} 上来建造 ^ p ( x ). 就是 
说： 任意取一个在这个闭区间上定义的连续函数置 

tp n+1 ( x ) = yo + / f[t^n(t)]dt, 


则 

aK n S n 

max \( fn ( x ) - ( p ( x )\ ^ --— (xo - S x x 0 + S ). 

L — KO 

这个估计表示， j 越取得小，序列逼近过程的收敛速度越增高. 

我们证明了微分方程 （5) 有解 c ^( x ), 此解在全数轴上有效. 但是这个结果是在 
(5) 的右方的函数满足很强的条件下才获得的.这个条件甚至很简单的方程2/ = 
2邱(尽管有解 y = Ce x ') 都不能满足.自然，我们要想设法弱化定理中的条件. 

设方程⑻之右方仅在矩形 R ( x 0 - A ^ x ^ x 0 + A , y 0 - B ^ y ^ y 0 + B ) 上定 

义，在丑上满足利普希茨条件 （6). 我们取如下的正数 h 


5 < min 


A 


丄 

M J K 



其中 M = max |/( x , y )|. 那么存 在一个且只有一个在闭区间 [ a：o — ( J , xo 4- S ] 上定义的 
函数 y ?( x ) 满足方程 （5) 及初始条件 = 2/0- 

事实上，设 C 是 b - 5 , xo + (5] 上定义的一切连续函数所成之空间，而 F 是满 
足不等式 


|咖） - y 0 \^ B 

的 C 7 的子集.集 F 在空间 C 中是闭集.在 F 中定义如下的 V : 

U ( if ) = 7 p { x ) = 2/0 + / f [ t , ^ p { t)\dt (\x - Xol ^ S ). 


那么仍属于 F , 因为当 x e [ x 0 - + $ 时， 

|4( x ) — 2/ o | ^ f Mdx ^ MS ^ B . 

Jxq 

此外还由于 c / 是一压缩算子.所以由附注3,可得巴拿赫定理的结果- 
我们 注意： 如果不用巴拿赫原理，而是对于 （7) 直接从 (^ o ( x ) = yo 开始用逐次 
逼近法,那么不必放上条件< 1. 

例2 设有线性积分方程 


( f ( x ) — /( x ) 4- A / K ( x y t ) ip { t ) dt , 

J a 


⑻ 
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此地 f ( x ) 是在 a < 0 ： < 6定义的连续函数，称为积分方程 （8) 的自 由项； K ( x y t ) 是 

在 a < X < b ， a < t < b 上定义的连续函数，称为积分方程 （8) 的核.积分前的乘数 
A 是参数， < p ( x ) 是所求未知函数. 

设 C 是在 [ a ，6] 上定义的一切连续函数所成的空间.在 （7 中定义算子: 

UM = 机 X )，其中 匕 

rp ( x ) = f ( x ) + A / K ( x , t )^ p ( t ) dt . 

J a 

于是算子 c / 使 c : 变为自身. 

设 M = max \ K ( x i t )|, 又设 U ( ip ) = ^( x ), C /( v ? i ) = ^ i ( x ), 那么 

\^ i ( x ) - ip ( x )\ ^ | A | • M • f - ( f ( t)\dt 

J a 

d M{b - a ) - \\ipx - ip \\. 


因此，当 A 满足不等式 
时， J 7 是一压缩算子.于是得到 


㈧ < M(b - a ) 


⑼ 


定理 在条件 （9) 下，方程 （8) 有一个且只有一个连续函数解 ip ( x ). 这个解可 
以用逐次逼近法 获得： 先取任意的 ^ o ( x ) e C , 而后置 

<^n + i(x) = f(x) + A / K{x,t)(p n (t)dt. 

J a 

我们并且注意到， 


max \( fi n { x ) — v ?( x )| < C \ X \ n M n (b — a ) n ， 

譬 

其中 C 是与初始函数 ^ o ( x ) 有关的常数. 

例3 最后考察无 穷线性方程组 的求解问题.即对于可数无穷个的方程组 

+ 汉1,2尤2 + 辽1,3工3 + . . • = &1， 

汉2，1工1 + 仃2,2工2 + 02,3^3 + …=办2， 

^3,1^1 + ^3,2^2 + ^3,3^3 H --办3， 


其中系数及自由项\都是已知数，而&是未知数.所谓方程组 （10) 之解乃为 
求一列数代入 （10) 的左方时各成收敛级数，且其和等于右方的数6 1 ,6 2) 6 3 ,---. 

我们将左方移到右方，又在一般的第 i 个方程上加上 Xi ， 而设 
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那么 （10) 式可以写成如下的形式 

OC 

Xi = ^2 f Ci > kXk + bi (i = 1,2,3, …) • （11) 

fc=i 

如果 

oo 

> : 〈 1， |6 i | ^ -B (i = 1，2,3, • • •)， 

且常数 q 及 B 与 i 无关的话，则称 （11) 是 完全正 则的.如果对于所有的 A : 成立 


x fc | < M ， 


则称解 { x n } 是有界的. 

定理 完全正则的方程组有一个且只有一个有界的解.这个解可以用逐次逼近 
法获得，而初始的数列可以由任何一个有界数列充任. 

证明设一切有界数列所成之空间为 m . 在此空间中定义算子1/如下：对于数 
列 a : = { xjt } £ m , 定义 U ( x ) = y , 其中 y = {队}乃为数列 

OO 

Vi = Ci，kXk + bi (i = 1 ， 2, 3, • • • )• 

fc=i 


首先要说明的，我们的确是定义了 C ； 的意义.事实上，如果 = sup {| o ^|}， 则 


1 讲 1 《 L |ci，fcHWI + N 《 g • Ikll + (12) 

k=l 

这表明，把每一个 xern , 对应于数列 { yi }. 此外这些数是有界的.算子的确把 
空间 m 变到自身.且由 （12) 得到 


|| C /( x)||^B + g || x ||. (13) 

其次，证明 C / 是一压缩的算子.设 { x k } = x ,{ x f k ) = U ( x ) = { y i }, U ( x , ) = 

则 

OO 

y , i-yi = ^2 c iA x k- x k), 

fc=l 


从而 W - yil < — Ml ， 于是 

||C/(x’）- u(x )|| < 9 . ||x’ -®||, 

此即表示 t / 是一压缩的算子. 

由于空间 m 的完全性及巴拿赫原理，即得本定理. 
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附注1 我们不难得到方程组的解的 估计： 首先取开始的点为： r ⑼=0 = 

(0,0,0,...), 又设 x ( n+1 ) = U ( x ^). 依照 （13) 式， 

||:r ⑴ || 彡 B ， ||rr( 2 ) || ^B^qB y ||x (3 > \\^B + qB + q 2 B } 


用归纳法得 

||x (n+1) || 彡 B + Bgr + Bg 2 + … + Bq n ， 

因此 

llxll < 

1 - g 

此外，因为 IN ⑷-圳彡 把 (1 : 一 x(0)l1 • f . 因此，当初始点选为 0 时， 

1-9 

1 一 (？ 

附注 2 在定理中我们证明了，完全正则组有唯一的有界解.但除了这个有界 
解而外尚可能有非有界的解.例如下列的完全正则组 

1 

工1 = 3工2， 

1 

工2 = 2 X 3> 

1 

工3 = 2 X ^J 


有无穷个的解 （ c ，2 C ，4 c ，8 c ，...)， 其中 C 为任意的常数（此乃为这组方程的通解).所 
有这些解，除了（0,0,()，.•.）而外都不是有界的. 

附注3有的时候不得不考虑到无穷方程组是否存在着属于 i p ( P 多 1) 的解.对 
于这个问题我们就 p = 2 时加以讨论. 


假设方程组 （11) 满足条件 


zU2 c lk = Q 2 < ^ < +°° 


£=1 fc=l 


如果 X = {Xfc} 是~中的 一点， 那么级数 


〉: Ci、kXk 


k 


是收敛的，设其和为由布尼亚科夫斯基不等式， 


2 





WI 2 . 
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于是， ( Zi f Z 2 y :3,…)属于《2,同时令 

00 

2/t = ^2 c ^ kX k + h A 十 6i 

fc=i 

时， ( 2 / i , y2 , y 3 ,---) 亦属于 h . 因此，将 { x k } 变到{讲}的算子 c / 定义于 L 且其对 
应的元素仍属于〖 2 .此外，如果 x = { xk } 及 a ：' = {<} 为中二点而 2 / = { l / i } = 
Uix ),^ = { 3 ^} = C /(: r ’)， 则 

DO 

从而得到 

{y\ - Vi ) 2 ^ (XjA) . " x ’- z " 2 ， 

111 /'ill ^ 9 - llx ' - x \. 


所以 t / 是一压缩的算子.因此方程组 （11) 当满足条件 （14) 时，有唯一的中之解. 

同样，对于任意的 p > 1如果满足条件 

OO ( 00 、 P _ 1 00 

EE 1 ^ 1 * Ek < + 00 , 

i=i \ fe=i / t=i 

那么系 （ 11 ) 在; p 中存在唯一的解.当 p = 1时，其解的存在且为唯一的条件乃是 

OO OO 

y^ifeii < + 00 ， 

i-l i=l 

此地 qu = sup {| ci ， fc |} (fc = 1，2,3,…） • 证明留给读者 • 



附录 


I . 曲线弧的长 

为了了解有界变差函数的几何意义，我们研究曲线弧的可求长问题.为简单起 
见，我们限于下列形式的 曲线： 

V - f { x ) ( a^x ^ 6), (1) 

其中 /( rr ) 在 [ a ，6] 上是连续的.如所周知，内接折线长当各折线段的最大者趋于零时 
的极限 s 称为曲线⑴的长.如果折线端点的横坐标是 a = rco < < x n = 6, 

则 

n-1 _ 

S = ^ 0^2 - x k ) 2 + [/(^ fc + i ) - f { x k )\ 2 , (2) 

k=0 

其中 ① A = max ( x fc+ i - x k ). 如果 s < + oo , 则称曲线是可求长的. 

引理设分点组 a — xq < xi < X2 <••• < x n = b 对应着和 

n — 1 

^ y/( x M - X k ) 2 -f (yk+l - S/A：) 2 - (3) 

fc =0 

如果添上新的分点 $ € ( xj , Xi + i ) 而记 d 为新的和，则 

a < a < (7 + 2[Xi + i 一 Xi + LJi], 

® 严格说来，反映折线微小程度的不是 A 而是量 

M = max yj (x fc+1 - x k ) 2 + (y fc+ i - y k ) 2 . 

但容易证明，关系 A — 0 与 M — 0 是等价的. 



附 


录 


. 499 - 


其中 CJi 是 /( x ) 在 [ Xi , X i + x ] 上的振幅. 

证明 不等式是显然的.另一方面， 差 a - C 7 不超过两个新被加项的和， 
其中每 一 项不大于① ( Xi + 1 — Xi ) H - c *； i . 

定理1 所有曲线 （1) 有有限或无穷的长 s . 它等于对应于 [ a ,6] 的一切分点组 

的和 （3) 的上确界. 

证明设 L 是上述的上确界.以 Lo 表示任意一个小于 L 的数，又设 L 0 < M < 
L . 由上确界的定义可以找到这样的分点组 


Xq = a < Xi < 


• • ♦ 


< X 


車 


b , 


(4) 


使得对应于它 的和 〆 有关系 


cr " > M . 


再由 f ( x ) 的连续性可以找到7? > 0,使得当 | x " - x f \ < 7] 时有 


|/(，） 一 / M | < 


Af — L/q 
4 m 


记 （4) 式中分点间的距离之最小者为 d ， 又设 




考察任何一个分点组 


xo = a < xi < • • • < x n = fe (5) 

但满足条件 A = max ( xfc + i — Xk ) < <5, 而以 o * 表示对应于它的和 （3). 

为了要估计 A 再引进一个方法- 4 ‘合并”——分点组是⑷与 （5) 的分点，而 
设对应于这个“合并”的分点组的和 （3) 是义因为这个合并的分点组是由 （4) 添加 
新的分点而得，所以根据引理，有 


a ^ > M . (6) 

另一方面，合并的分点组可以从点 （5) 每次添加一个点，共添加 （ m - 1) 次而得. 
所有点 < 落在不同的线段中又由于每一点的添加，和 （3) 的增加不超过 

从而推得 

m 


由此式及⑹式得 


6 彡 cr + (m _ 1) 


A / 一 Lo 
m 


< iT + (A/ — Lq)- 


①因为 Va 2 + 6 2 彡 | a | + )6). 


<j > Lq , 


因此，对于任意的 L Q < L ， 有这样的 ( 5 与之对应，使得当 A < J 时便有 a > Lo . 
因为所有的 < j $ L 、 于是证得 L 就是极限 （ 2 ). 

定理 2 ( C •若尔当）曲线 （ 1 ) 可求长的必要且充分条 件是: /( z ) 有有限的 
变差. 

证明因为对于任意的分点组，和 

n — 1 

v = \/( x k+i) - i(xk)\ 

/c=0 

不超过对应于同一分点组的和 （ 3 ) ，所以条件的必要性显而易见. 

另 一 方面， 



fc =0 

n —1 


彡 - x ^\ + 1/( 以十 1) - /( 工 fc ) i }， 

/c=0 

从而 

b 

cr < 6 — a 4- 

a 

所以证得定理的条件是充分的. 

定理 3 如果函数 /( x ) 在 [ a ， 上为绝对连续，则长 s 可由公式 



来计算. 

证明因为 v / i +/' 2 ( x ) < 1 + \ r ( x ) i 所以积分⑺为有限.首先要证明 



为此注意到 （ 8 ) 的左方是 




b — a = r cos 0 ， 


=r sin 汐. 



则 


(6 - a ) 2 + 



f ’（ x)dx 


=厂= 



cosO + f f { x ) sin 9 ]dx 


剩下来只要注意到 ® 


cos 9 -h f / ( x ) sin 9\ ^ 


+ / /2 ( x ) 


就行了. 


如果用分点以来细分 [ a , 6]，又对于每一个线段 [ x fc > a : fc +1 ] 利用 （8) 式，那么就 


不难得到估计式 





1 + f ,2 ( x ) dx . 


⑼ 


现在我们要证明相反的不等式也成立.为此用点 rrt 


+ ^(6 - a)(k 




0 , 1 , 


m m m 


， n ) 把 [ Ml 分成 n 等分而作函数 Ux ) 如下: 



当 4 n ) < X < 4工1 时 fn ( x )= 



于是几乎处处有® 


(<\)-/(4 n) ) 


4+i - x i n) 


，在点 X 〖 n ) 置 fn { x ^ l) ) 


0. 


lim f n ( x ) 




/’ ⑻ • 


所以由法图定理， 



+ f /2 ( x)dx ^ sup 



+ fn(^)dx }. 


但 



+ /2(x)dx 


w 

E 

k=0 


( X M 


+ 


4 n) ) 


2 



[/( 



fc +1 


/(#)] 


2 


< S ， 


从而 ® 再由⑼式即得⑺式. 


附注 


可以证明，等式 （7) (当 S < + oo ) 的存在已足够使 /( x ) 为绝对连续 


①根据布尼亚科夫斯基不等式. 
⑦参考第九章§4定理7的附注. 
® 我们看到，不等式 



+ f r2 (x)dx ^ 


在没有 / Or ) 为绝对连续的假定下也是真的.只要 /(： r ) 是有界变差即行. 


II . 施坦豪斯例子 


在第十章§4我们 看到： 三角级数当它在正测度集上收敛时，其系数趋向于零. 


有趣的是其逆不真. 

例如 ®， 级数 


E c 

其系数显然趋向于零，是处处发散的 

为了证明此事我们引进记号 ® 


cosk(x — lnlnfc ) 


InA : 


y 


⑴ 


Wfc = [ InA ;], v k 


lnln A :, A n 




卜 m Un+1 . ， 


G n ( x ) 


n+Un 

E 

fc=n+l 


cosk{x — Vk ) 


lnfc 


5 


G n 


n+Un 

E 

fc=n+l 


lnfc 


在和中最小项是最后 一 项，因此 


G n > 


u 


ln(n + w n ). 


但此不等式的右方当 n 增加时趋向于1，所以对于 n > n Q ， 有 


G n > 0.9. 


( 2 ) 


另一^方面， 


n 十 it 


G n — G n { x ) < —— ^► : 1 - cos k{x — v / t )] 

k—n+1 


又因为 


a a 


1 — cos a — 2 sin 2 — ^ , 


所以 


n+u 


Gn — G n [ X ) < 




21 nn 


XI k 2 ( x ~ v k ) 


fc=n+l 


再注意到，对于 lnlnx 根据拉格朗 H 公式有 


(3) 


一 1 

^ n+Un Vfl (n + 9 u n ) ln(n + 9 u n ) n In n n 

&这个 例子属于波兰数学家 H . 施坦豪斯 ( H . Steinhaus ). A . H , 柯尔莫戈洛夫造出了一个可和 

函数的处处发散的傅里叶级数. 

®[ x ] 表示 x 的整数 部分. 



如果 X e An ， 则① V n < X < V n+Un . 因此，当 n < fc < n + u n 时有 


一 Vfc I < Vfl+Un 一 tn < — 

71 


及 


n+u 


k 2 ( x - v k ) 2 < 


2 ^ (n + u n ) 2 u 


fc=n+l 


n 2 


由此式及 （3) 式 导出： 当 rr € An 时有 


G n — G n ( x ) < 


(n + u n ) 2 u n 
2 n 2 In n 


此不等式的右方当 n 增加时趋向于 0.5. 因此，当 n > m 时它变成小于0.6,从 
而再由⑺我们看到，当 n > max ( n 0 , ni ) 及对于所有 An 中的 a ; 有 


G n ( x ) > 0.3. 


现在已经容易完成证明了.就是说，固定任意的 XO , 置 


Xr = 


Xo + 27TI (i 




1，2,3，*). 


每一个点力(至少从某一个开始）落人某个间隔中，且数叫 
界.由于和 G n ⑷的 2 tt 周期性，有 


m 


i 增加而无 


Gn x ( x o) = G ni { xi ) > 0-3. 


这样就证得了级数 （1) 在点: r c 是发散的，因为 G n ( x ) 是级数的部分和 


U n 


与& 的差. 


III . 关于凸函数的某些补充知识 


现在我们要补充第十章§5 • 


引理 


如果 f ( x ) 是 ( a ，6) 上的下凸函数，又 c € ( a ， 6)， 那么对于 x _ c ， 比 


f ( x ) - /( c ) 


X 


⑴ 


是 Z 的增函数. 


证明 


设 c<rc<y<6. 则② 


/(xW ^ ^/(c) 

y-c y - c y - c 



x 


y-c 


f { y ) 


① 此地从 n 彡 3 算起，从而 u n 彡 1, 

② 基于第十章 §5 的不等式 （ 16). 因为在 (a, 6) 上函数 /(x) 是连续的，所以可以应用 （ 16) 式 


从而 


- f(c) ^ f(y) - m 

x — c ^ y _ c 


(2) 


同理当 a < x < y < c Ra < x < c < y<b 时可以证得 （2) 式. 


定理 1 


茨条件. 


在引理的条件下函数 f ( x ) 在每一个线段 \ p y q ] c ( a ，6) 上满足利普希 


证明 


设: r 及^ /为 [ p , 4中两点又设 m 


由引理 


f(y)- /W < /( 爪 )- f ( x ) ^ |/( m )| + l /( x )| 

y ~ X 、 m - X 、 m - q • 

因为我们的函数在 [ p ， g ] 上有界，所以 （3) 的右方上有界，因而有 


(3) 


f(y) - f{x) 


y ~ x 


^ K 


同理可证 


f(y) - f{x) 


y - x 


> L. 


剩下来的事情很显然. 

瓤 

推论在引理的条件下有 


/(x) 




m 






⑷ 


其中 c 是 （ a ， b ) 内的任意点，而 ( p ( t ) 是可测函数且在每一个 [ p ? g ] c ( a ，6) 上是有 


界的 


定理2 


在区间 （ a ，6) 上为下凸的函数类与在 ( a ， b ) 上为增函数而在每一个 


\ p , q ] C ( a , 6) 上为有界的函数的不定积分类重合. 


证明 


每一个这样的不定积分是下凸函数已在第十章中证得.为了证明相反的 


断言，我们指出在 （4) 中的 #(0 可以认为是增函数.设 : r < 2 /是 （ a ，6) 中的两点及 
h > i ) 如此的小 ，使 x + h<y 及 y + h < b . 


由引理，分数 f(X + h } ~ /( X ) 当 z +九代以 y 时并不减少，从而 


h 


f(x + / i ) - f ( x ) ^ f ( y ) - f ( x ) 

h y — x 


f ( x ) - f ( y ) 


x-y 


用 2/ + 代替: r ， 我们更加强了不等式.就是说， 


假设在点: r 及 y 存在导数尸⑷及 f ( y ), 那么就有 f \ x ) ^ f f ( y ) 




使 f ( x ) 存在的点集记作五，又对于所有的《 € ( a , b ) 置 

p ( t ) = sup { f ( x )} (x ^ t } x € E) y 


于是证明 完成. 

设凸函数 M { x ) 定义于 I 0，+ oo )， 表示成形式 


M { x ) = / m ( t ) dt , 

Jo 


其中 m ( t ) 严格增且连续 ，且 m (0) 




0， m (+ oo ) 




+ oo . 那么函数 z 


n ( z ), 定义于区间0彡 2 < + 00 ,也是连续的和严格增的，且 n (0) 


m ( t ) 有反函数 

= 0, n (+ oo ) = 


+ oo . 



N ( x ) 



n ( z)dz 


如同 M ( x ) 




样，这个函数是增函数且在 [0，+ oo ) 上是下凸的. 


定理3 在上述记号下，对于任意的 a ^ 0,6 ^ 0 成立所谓“杨 ( Young ) 不等 


式” 


ab ^ M ( a ) + N ( b ). 


证明①易见积分 


TV ⑼ 





n ( z)dz 


可以表示 ® 为斯蒂尔切斯积分形式 


㈦ 


用分部积分并且考虑到 m [ n ( b )} 


( N)b = I tdm ( t ) 

Jo 

= 6,得到 


⑻ 


N ( b ) 




bn ( b ) — M [ n ( b )]. 


从而 


ab — bn ( b ) — [ n ( b ) — a]b = M [ n ( b )] + N ( b ) — [ n (6) — a ] b y 


或者 


ab = M ( a ) + N ( b ) 




㈦ 


m { t)dt — [ n ( b ) — a]b 


®(5) 式的几何意义几乎是自明的. 

②如果 m ⑴在 [ p , gl 上为连续及严格增，而 / Or ) 在 [ m ( p ), m ( q )] 连续，则 


/ Q ， m(g) 

f[m(t)]dm(t) = (R) / f(z)dz. 

•丨 %/m(p) 


这是由所考虑的对应的积分和中直接推得的. 


剩下来只要证明 


,71(6) 

I m ( t)dt < [ n ( b ) — a ] b . ( 6 ) 

J a 

假设 a 彡 n (6) [当 a > n (6) 时可相仿地证明].因为 m ⑷增，所以对于 f < n (6) 

有 rri ⑴< m [ n (6)] = 6,从而得到⑹式. 

定义在 [0, + oo ) 上定义的函数 M ⑷及 N ( x ), 如果对于任意的 a > 0及6彡0 
成立 （5) 式，称为在杨的意义下 互为余函数. 

定理 4 ( Z . 伯恩鮪姆 （ Z . Birnbaum )- W . 奥尔利奇 （ W . Orlicz )) 如果 M { x ) 
在 [0,+ oo ) 上连续， M (0) = 0, M { x ) 彡0当： r > 0, 且 

M { x ) 

hm -= +oo, (7) 

X— ^ + 00 X 

则存在非负函数 N ( x ), 它是 M ( x ) 依照杨意义的余函数，在 [0，+ oo ) 上连续，是增的 
与下凸的. 

证明对于每一个 x^O 看函数 


( Px ( y ) = xy - M ( y ). 

显然，％⑼= 0,由⑺式，当 y 足够大时有 ip x { y ) < 0. 设当 y ^ yo 时是这样. 
在线段 [0, t / o ] 上连续函数 My ) 有最大值，它显然也是在半轴 [0, + oo ) 上的最大值. 
我们记此数为 N ( x ): 


N ( x ) 




mox[xy — M ( y )]. 

y^o 


⑻ 


易见 N (0) =0. 我们要 证明: Ar ( rr ) 满足定理中所有的要求. 

因为 N { x ) ^ %⑼= 0,所以 N ( x ) 是非负的.如果: r 固定，那么对于任意的 y 
有 xy - M ( y )^ N ( x ), 从而显然得到 AT ⑷是 M ( x ) 依照杨意义的余函数，其次，对 
于任意的 a：i > 0及: T 2 > 0有 


N 


/Xi + X2 





但 

X 1 + x 2 _ Xii /- M ( y ) X 2 y - M ( y ) / N ( xi ) 4 - N ( x 2 ) 

— 2 一 - y 一 \ y ) = 2 十 2 、 2 • 

于是证得 N ( x ) 是凸函数.因此这个函数除了 x = 0 外是处处连续的.现在要证在 
x = 0 函数也是连续的. 

由 （7) 式，使得 M { y ) < y 的数值 y 的全体所成之集（显然是不空的闭集）是有 
上界的.设 P 是它的最右点.如果0 < a : < 1，那么对于所有的 y > p 有 


^ Px ( y ) = xy — M ( y ) < xy - 2 / < 0. 



因而使 ^ x { y ) 取最大值的点如一定有 y Q < p . 于是 


N(x) = xy 0 - M(y 0 ) ^ xy 0 < px. 

从而得到 N ( x ) 在 : r = 0 的连续性. 

剩下来要证明 N ( x ) 是增函数.取点0 < & < rr 2 . 则 

N ( Xl ) = N \ X ^~ Xl . 0 + ^ x 2 l < U iV (0) + ^ N ( x 2 ), 

I X 2 $2 」 X2 X2 

又因 N (0) = 0, 所以 

^(^ i ) ^ ^ V ( x 2 ). 

定理完全证毕. 

附注 1) 借助于公式 （8) 所作的函数 AT ⑷有 

lim 幽=恤 

rc 一 >+oo X 

事实上，取任意的 n 及 e 、 可找出这样的抑，使得由 x > x 0 得出 M(n + e ) < ex . 
对于这些 X ， 由 （5) 式有 


(n + e)x ^ M(n + e) + N(x) < err + N(x), 

从而 N(x) > nx 

2) 定理 4 是定理 3 的推广，因为在后者的条件下 （7) 式是被满足的.事实上,取 
任意的 A > 0, 可以找到这样的 a ， 使得当 a 时有 m ( t ) ^ A . 如果 a ; > a ，贝!1 


M{x) M(a) + A(x - a) 
x x 

Sx 增加时⑼式右方趋向于儿所以 


⑼ 


lim 
—^ + 00 


M(x) 

x 


> A, 



定理 4 可以适用 . 


M(x) = 


y/x, 当 0 彡 x < 1 ， 

X 2 ，当 1 彡 3 ： < +00, 


相反地，在定理3的条件下有 M ( x ) < xm ( x ), (10) 式也必满足.如果定理4 

的条件 M ( x ) ^ 0加强为：当 : r > 0时有 M ( x ) > 0, 那么可以证明，由公式 （8) 所定 
义的函数 N ( x ) 满足条件® 


lim = 0. 

r— 0 X 


(ii) 


因此， N ( x ) “较好”于 M ( x ). 

4) 如果 M ( x ) 满足定理3的条件，那么公式 （8) 所给予的 N ( x ) 就是定理3的 


N ( x ). 事实上，此时 


d^>x{y) 


dy 


x - m { y ) 


此方程的根是 2 /= n (: r ). 因此 


( x ) 


在积分中置 m ⑷= 2, 
5) 应用定理3于 m ( t ) 


N ( x ) = xn ( x ) — / m ( t ) dt . 

Jo 

Z , 再将所得积分进行部分积分法，即得所要求的结果 


t p ^ 1 (p >1)，就得赫尔德不等式 


以+ 5! 

V Q 


H) = 


® 没有上述的加强， （11) 可能不成立. 
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在本书第三章我们已经叙述了豪斯多夫定理，根据这一定理，对于维数大于2的 
空间，测度理论的“较易”测度问题不可解.在这里我们叙述这个定理的证明.证明 
的基础是 

引理三维空间中的单位球面尺可分解为两两不相交的四个 集合： 

K = Q + + 5 + (1) 

其中是可数集，而集合 R 、 S 与 T 两两相合， 并且尺 与和集 S + T 相合.自然，空 
间环绕球心的旋转是使这些相合的集合重合的运动. 

我们首先证明，由此引理实际上可推出豪斯多夫定理，而后再证明引理本身.假 
设测度理论的“较易”问题对三维空间是可解的，并设 / iE 是有界集五的测度. 

以 Ko 表示单位球体中除去球心之外所有点的集合.与球面按公式 （1) 分解相 
对应，集合 Ko 也分解成4个彼此不相交的 部分： 

Kq = Qo -^o + 5 "o + 了0， (2) 

其中 Qo 是在联结球心与集合 Q 中诸点的射线上点的集合，而办，&与 r 0 具有类 
似的含义. 

我们来证明 mQo = o . 事实上，把直角坐标系的坐标原点置于球心，选取 o ； r 轴 
使其不通过集合 Q 的任一点.如果现在引入球面坐标，那么在球面上点的位置则可 
用两个角度，即“纬度”和“经度”，来确定 . Q 中点的经度的集合，以及同样地这些 
经度的差的集合是可数的.所以可以选择与所有这些差均不同的角度 A . 如果绕0 2 
轴把空间旋转 A 角，那么就把集合 Q 变成集合 而 Q ， 与 Q 没有一个共同的点. 
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与集合 Q —样，集合 Q ' 也是可数的.从而可以找到角度 A '， 使 A ' 与集合 Q + 的 
点的经度的差不同.现在我们把空间再绕 Oz 轴旋转；/角，则由集合0又得到新的 
集合 Q "， Q " 与 Q 可合同但与 Q ， 均不相交.重复进行这一手续，我们可得到 n 
个彼此相合，但两两不相交的集合 g ， ov .. 在这种情况下，易知 


^ fl 


= nfiQo (qP) = Q )， 



由此推出 /zQo = 0. 

其次,要注意使丑 变为 S 的旋转，同时使办 变为 S 0 . 所以集合 Ro 与 S 0 相合. 
类似地有， Ho 与％相合， Ho 与 S G + r 。 相合. 

由 （2) 式以及由 pQ 0 = 0可推出 

fJ>K 0 = fiRo + fiSo + /xTo. 

由于 fiRo = fxSo = / iTo , 由此得出 


同时 fiRo = fi(So + To ) = fiSo -f /iTo = 2/ ii ? o 故 ^ lRq = 0. 这意味着 fiKo = 0,然 
而这与单位立方体说有 M 丑 Q = 1矛盾（因为说可分解成有限多个如此小的全等 
的正方形，而这些小的正方形可“装进” A 内). 

于是，由引理得出空间 R 3 中“较易”测度问题的不可解性.但是对于 n 〉3的 
空间 R n ， 这个问题也不可解.事实上，例如假定这个问题对 R 4 是可解的，且 M 五•是 
有界集丑 * C K 4 的测度.那么我们使三维空间中的每一个有界集 E 与空间 R 4 中由 
点 ( Xyy ^ z . t ) 所构成的集 P 相对应，五的点为 { x , y , z ), 而 t € [0，1].不难看出，作为 
定义， 置 pE = fxE •后， 我们可以解出 R 3 中的“较易”测度问题.但如上所见，这是 
不可能的.因此，对于 R 4 中这一问题不可解.这一断言对其他同样成立. 

于是全部问题都归结为引理的证明. 

考虑原点位于前述单位球球心的直角坐标系，并且 认定： 如果沿 Oz 的正方向 
看过去时，由 Or 的正向到 Oy 轴的正向要顺时针旋转角.在 m 平面上由原 

点引出 Ou 轴，其方向为：如果沿 Oy 轴的正向看过去，需从02轴顺时针旋转_角 
(0 < 0 < 7 T ) 到 Ou 轴. 

以 表示空间绕 Ou 轴旋转180°,以 t /; 表示空间绕 Oz 轴旋转120° (注意到如 
果沿旋转轴的正向看过去,旋转是顺时针的).我们将把这些旋转组合起来.结果便 
得到空间绕坐标原点的各种旋转，并且每一个这样的旋转将用符号记为形如 

Xp 5 ( fiTp 2 ^ (3) 

® 并且先进行的旋转,我们记在左边. 


的形式等等. 

由于 
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V ? 2 = 1， ip 3 = 1 (4) 

(这里1表示旋转群的“单位元”，即静止不动)，显然，所有的旋转都可以用前述符号 
来记，在这种表示中不会遇到因子 </? m , m > 1及因子 0 m ，m > 2. 例如，在 （3) 式中 
旋转的记法为 

ifnp , 7 p 2 ( pip 2 ip . 

考虑所有借助上述记号得到的旋转组成的群 G ， 则可能的情况是，这些旋转中 
有某些在几何上是恒等的，虽然它们有不一样的记法.我们当前的任务是证明，可以 
选取这样的角 i 对于这种义不出现上述情况，即用所引入的不同的记号所记的旋 
转，从几何上说是不同的. 

为此目的，我们注意到，任何形状如 p ^ a 的等式都可以改成与其等价的形式 
pa - 1 = 1. 因此只需证明，可以这样选取角0，使得在所选取角之下,我们引入的符号 
没有一个表示群 G 的单位元. 

群 G 中与1，^» 2 四者不同的元可能具有如下四种形式之一： 

Q = ^ = ( p ^ p 1711 ( p ^ lp 7712 •“ y ?， 

j3 = (pjj； 1712 (p • • • ^ rrin (^ ) S — xjj mi (pip m2 p • • • (prp 7Tln ? 

其中 n 为自然数®,而等于 1 或 2. 

假定我们得以实现角0的选择，在此选择之下，不可能有任一个形如 


的等式.那么我们来证明，在这个假设下同样不可能有如下的任何一个等式 

0=1， 7 = 1， 6 = 1 . 

实际上，由等式 P = I 得出 ( f / 3 ip = 1. 又因为 

• - - ^0 mn if • • • — ot^ 

所以由等式 /? = 1 推出 a = 1 而与假设相反.因而其次，由等式 7 = 1推 
出 = 8 ^ 1 . 因此,余下的仅仅是证明，（当等式 a = 1不可能时）等式5 = 1是 
不可能的. 


①并且对于元 (5 应当是 n > l . 

® 或者[如果7 = ( frp 771 ^] xp 771 = l t 而这是不正确的，因为 m = 1,2. 
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把占形式的元分为两类：如果 m ! + m n / 3,贝 IJ 5属于第一类；如果叫十 m n = 3 
则 5 属于第二类. 

如果5属于第一类且 6=1 ,那么 

ipTp 71171 S7p Jni (f = 1 , 


而按照假设这是不可能的. 

如果 J 属于第二类，且 j = 1，那么 

ipTp 7711 ^ Sip 7111 ip = 1 , 


或者写成 


或者是 


{fxj) rriri [ < 0 mi (pxjj m2 



寸 m2 = 1. 

但是元 4 m 2 ip … ㈣ 〜- 1 也是 (5 型的 （ 一'般地说，可以与<^?, 7 p 2 
重合，但是因为后面的诸元显然与单位元不同，那么这些可能性不成立).于是，如果 
b 是属于第二类，且 (5 = 1，那么还存在着另一个5型的元兄并且 (5' = 1,但 V 比 (5 
少两个因子 ^ mfc - 因为，按已证明的，元 V 不属于第一类，所以存在着进一步减少因 
子 的可能性.由于我们既不可能得到第一类元，也不可能得到元 if 池妒 、似乎 
可以无限制地降低因子的数目，这显然不合理，因为从一开始它们就仅仅是有 
限个数的. 

于是问题归结为求出使得没有一个等式 a = 1成立的角义 

但任一旋转 a 是 n 个形如及旋转的乘积.用通常的解析几何方法不 
难证明： 旋转 iptp 使点 M ( x ,?/, z ) 变为点 N ( x \ y \ z '), 其中 


x ' 

y ’ 


= -XCOSO -h 




y - 2 zsin0 ^ 




+ ^ sin ,, 


x sin 0 + z cos 9. 


( 5 ) 


对旋转 神 2 , 当点 M ( x ， y ， z ) 变为点 AT ( x ’， y ’， z ’） 时， x ’， y ’， z ’ 仍可用与 （5) 式类 
似的公式表示，不过只需把上述的公式 （5) 中的\/5换为 
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对 n 作归纳法，由公式 （5) 容易得到①，（由于旋转 a ) 点 M o (0,0, l ) 变到点 

2/ ri 5 ^ n)t 其中 

z n — o>o cos n B a\ cos n 1 0 + . • • + a.ji —1 cos 6 + a n (ao _ 0) 

如果旋转 a 与群 G 的单位元恒等， 那么〜 =1，并且 cos ^ 是多项式 


Pcx ( u ) = a 0 u n + a \ u n ~ l + . • • + a n -iu + a n - 1 

的根. 

每一个旋转 a 都对应着一个多项式 P a ( u ). 因为旋转 a 为一个可数集，所以所 
有的多项式 P a ( u ) 也是一个可数集，这也就意味着，诸多项式的根也仅仅是可数集. 
这表明，可以如此地选择使 cos 沒与所有这些根都不同.同时,对这样的(9,没有一 
个 a 与单位元1重合.今后，我们就认为角0就是这样选好的. 

我们把群 G 的元分成三个彼此不相交的类 B 与 C ， 使得其满足如下两个要 
求： 

I . 如果 A ， 那么^ e B + C , 反之亦然. 

II . 三个关系 pe A , pip e B , fnp 2 e C 之中的每一个可推出其余两个. 

这样分法的可能性的验证是极为麻烦的，我们把它放在证明的末尾，而暂时认 
为已经做好了这一步. 

其次，约定今后的表示方法.如果 p € G ， 而 M 是空间中的某一点，用 p { M ) 表 
示点 M 由于旋转 p 所变成的点 ®. 如果£； = { M } 是某些点的集合，那么用 p ( E ) 表 
示在旋转 p 之下这个集合 的像： 


Pi E ) = XI 

MGE 


设 Q 是单位球面欠上在旋转群 G 中某一个异于单位元的旋转之下保持不动 
的点的集合.因为整个群是可数的，而对每一个个别的旋转仅有两个不动点@，因此 
集合 Q 也是可数的. 

①尚需同时用归纳法证明三个 公式： 


cos n ~ 2 0 + …+ 

Vn = Sind [ 成 ° W 1 0 + B { ^} x cos n ^ 2 0 + … + B[ n) 
Zn = cir) cos n 9 + cos 71 " 1 0 + • • • + C^ n \ 



顺便注意到， C { n n + \ l) = c ( n n) - aJT + Y ) = ^ n - ~ C ^ n) ’ 由此可推出 心” - = 

墨 ㈣ )一 w) = ® n K>-^) = gr' 且有々 ) = G) n_1 • 

② 这种表不有一 '点 不方便的地方•即，如果例如 p == ipf ^ ip 2 } 那么 p ( M ) = V ;2 { v ? [ V , (^)]}> 因为在 
记法 p = 中， 左端是最先进行的旋转. 

③ 根据运动学的著名定理，任何绕一点的旋转都是绕通过这一点的某个轴的旋转. 
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如果 M e iC - Q , 而 Pl 与 p 2 是 G 中两个不同的旋转，那么 Pl ( M ) / / > 2 ( M ). 
事实上，在相反的情形则有== A /， 点 M 是旋转 p lP ^ 1 之下的不动点，而 
由于我们对0角的选择, P !^ 1 显然异于单位元 1. 

注意到这一点后，我们用 H(M) 表示形如 p ( M ) 的点的这样一个集合：其中 
M e K - Q ， 而 p 遍历整个群 

如果 M 与 N 黾 K 一 Q 中两个不同的点，那么 H(M) 与 H{N) 或者完全不相 
交，或者全等.因此整个集合 K-Q 被分割成许多类 H ( M ). 在每一个这样的类中 
选取一个代表元，设 X 是这些代表元的集合.且令 

R =^2 p ( X ), S =^ p ( X ) } T =5 Zp ( X ), 

pQ.A p^.B p6C7 

我们就得到了引理中所谈到的那些集合. 

事实上，我们可首先确定，这些集合是不相 交的： 假若不然，如果有点 p 在交集 
凡？中，那么这表明 

p = pi{M) = p 2 (N) [ Pl € A, p 2 e B, MeX^NeX}. 

等式 M = N 是不可能的，因为点 M 与 N 不含于 Q 中.如果 M 寺 N 、 那么由 
Pi ( M ) = p 2 ( N ) 得出 ，TV € 这也是不可能的，因为含于 X 中的点 M 与 N 乃 

是不同类 H 的代表.这就意味着= 0. 类似可得 KT = ST = 0, 

其次， K-Q^R^S + T. 实际上，如果 PeK-Q, 那么尸 e H{P). 如果含于 
X 中的类 H(P) 的代表是 M ， 那么 P e H(M) 且 P = p(M). 根据是在或 C 
中，故 i ?, PeS 或者 PeT . 

最后（这是最主要的)，有 

if(R) = 5 -h T, xP(R) = 5, rp 2 {R) = T. (6) 

我们至少验证这些关系中的第一个.如果 PeR , 那么/ " = p ( Af ), 其中 M 6 X , 
而 p €儿从而 

<p(P) = ip[p{M)\ = (p<f)(M) €S + T, 

因为根据第一个要求 I ，应有 p < f € B -^ C . 反之，如果 PeS - hT , 那么戶= a ( M )， 其 
中 MeX , 而 + •置 p = cry ? -1 , 那么 <7 = w ， 根据 I 有 p £ A. 因此， 

P = 


同时 p ( M ) e R . 但这就意味着尸 e tp ( R ). 于是 ip ( R ) = 5 + T . 类似地（仅借助于要 
求 II )可验证⑹式中其余的关系. 

这样一来，余下的仅仅是证明把群 G 分解成类和 C ， 以使其满足 I 、 II 两 
条要求是可能的. 
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为此，用 G n 表示 G 中那些依前述记法、由因子 A 分及必 2 的个数不多于 n 个 
所构成的元的集合，特别地， 

Gi = { l，(p 池少 2 } 

把1列入 A 、 ip 列入列人 B ， 而#列人 C G 中元素的这一配置满足了 
I 与 II 两个要求.实际上，如果 p € >1 (并且 p 属于 Gi ), 那么这意味着 p = 1，而 
p(p = ( fi ^ BcB -\- C . 如果 p(f G B -\-C (并且不仅属于 Gi , 而且 p 属于 Gi )， 那 
么必然 f><p = ip (因为在 Gi 中除1与 p 之外没有形如 w 的其他元，其中 p € Gi). 
于是 p = 1 e A . 这样一来，要求 I 是满足的.类似地可以验证，也满足要求 II . 即如 
果 P ， ㈣ 与 ㈣ 2 全都属于 G ， 那么对于 p 仅有三个可能： 

P = 1, P = ^> P = ^ 2 . ⑺ 

设关系式 

P ^ A, pip e B, pip 2 e C (8) 


之 一 成立. 

如果就是 peA , 那么 p = 1且满足⑻式中第二与第三个关系式.如果 fnpeB , 
那么由⑺式的可能性实现了 P = 1,意味着冲 2 e a 最后，如果/# 2 e c ， 那么这 
就引出 p = 1. 

总之，集合 Q 按照类 A B ， C 分配符合两个要求 I 与 II . 不言而喻，如果 peGu 
而 w e Gh 那么提出关于（在 G 中）符合要求 I 的问题没有意义.当斤 e G ， 而 
P e Gi (例如 p = ㈣ ) 也属于这种情形. 

假设我们已经把集合的元素按类 A , B . C 分配好,使其符合要求 I 与 II ( 仍 
然 约定： 在验证要求时，所有@考虑的元素属于 G n ). 

我们来考虑 G n+1 - G n 中的任意一个这样的元 t : t 刚好是 n + 1个因子构成 
的.对于 t , 有三种 可能： 

T = <7(/?, T = 0-0, T = CT0 2 , (9) 

其中 (7 刚好是 n 个因子构成的，并且要看 （9) 式中三种可能性哪一个成立，而有 


a = 


• • • 




• • • (p 




G 


• • • i^p 


如果 


a ( p(a 


zzz • • 


f )， 那么，我们把 r 放人类，要视是否 


a e A , a G B , a eC 


( 10 ) 


如果 t = aip(a 


⑷，那么我们置 


r E B, r G C, r e A, 


①对要求 I , 这就是 p 与 fnp 、 而对要求 II ，则是 prp 2 . 
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仍视 （10) 式中哪一个关系式成立. 


最后，如果 


r 


cn^ 2 (cr 


⑷，那么视 （10) 式中哪一个关系式成立，而置 


r g C, r e A, r e B. 

这些约定唯一地确定了整个群 G 分为类 A y B,C 的分配.为了更便于观察，我 
们给出群 G 按 A ， B，C 类的分 布表: 



t 的类 | 

类 

T = (7(f 

T = (Tip 

r = cnp 2 

A 

B 

B 

C 

B 

A 

C 

A 

C 

A 

A 

B 


作为例子，我们来说明集合 G 3 的元是如何按木 B ， C 三类分 配的: 



Gj 
1 

V 2 


C ?2 一 G \ 

柳、寸 2 屮 、㈣ 2 


㈣ 


— G 2 

, ^/； 2 


G4 — C ?3 


现在我们来证明，当把 G 按 AB ^ C 三类分配时,按照刚才所指出的规则，对集 
合 G n + l 中的诸元素来说，要求 I 与 II 是满足的（并且，如已指出的，对来说,我 
们认为上述要求 I 与 II 已然满足). 

取属于 G n + i 的两个元 p 与/ 可意料有4种 情形： 

1) p G G ni p(f € G n \ 2) p G G n , p ^ p ^ G n ; 

3) p € G n , fxp 6 G n \ 4) p € G n , p ( peG n . 

在情形 1)， 两个关系式 


P ^ A , ptp e B + C 


按照假设是等价的. 

在情形 2)， p 正是由 n 个因子构成的.并且最后的因子是0或者是0 2 .如果 
pe A , 那么表 （ 11 ) 表明， ptp e B c 反之，如果 p<pe B -\- C , 那么由表 （ 11 ) 看 

出 p(fi £ B , M , p £ A . 

情形 3) 仅当 

P = (Tifi 、 pifi = (J, (J =… 


时才是可能的. 

如果 pe A ， 那么由表 （11) 看出 a € B + C ， 且反之亦然. 


补充豪斯多夫定理 


. 517 • 


至于情形4)，它是不可能的.事实上，在这种情形下， p 应由 （n + 1) 个因子构成， 
并且最后 一 个因子不是 V ?(因为否则以 G On ). 因此 ， p = … 且不在 G n ^-i 

中. 

于是，要求 I 是满足的. 

其次，由 G n + 1 中取元/9, pt /； 及^ 2 .这里可以分成三种 情况： 

1) 所有三个元出自 G „; 

2) 三个元中没有一个出自 G n; 

3) 这些元中有某些但不是全部出自 

在情形1)，按照假设，要求 II 是满足的.情形 2) 是不可能的，因为在这种情形 
P = •••#， pxjj E G n+ ly 

我们来考虑情形 3) .设 p € G n . 那么必然是 

P = • • • if 

(因为否则 〆> 与 外 2 同样属于 G n ). 如果 p e A, 那么表 （ 11) 的第 一 列 表明 ㈣ e 
B, fnp 2 e C. 此外，如果（在同样的假设 p 6 G n 飞 ） fnp G B 、 那么 p £ A; 如果 
㈣ 2 eC ， 那么仍有 peA . 总之，如果 p e G n ， 那么要求 II 是满足的. S p € G n , {M 
fnl ； e G n , 这意味着 p = ㈣ 2 (其中 a = ... 分)， 而 〆 > = cr. 如果 p e A, 那么 a e 
( Til ) = pip 2 e C. 同样，如果 ⑽ e B ，或 ㈣ 2 eC, 那么 pe A. 总之，在这种情况下要 
求 II 也是满足的.最后，设且 冰 2 € 那么 p = aip((T = … ( p 、 及 ㈣ 2 = (7. 
如果/9 € v 4, 那么 pt /； 2 = (J G C , 而 fylp = crip 2 6 B 且后面的每一个关系式同样推出 
peA . 证明就此完成， 

附注已证明的引理具有某种悖论的性质，同时它的证明还不是有效的 ® .这 
使人产生想法：只在应用有效的方法时，可以避免类似的悖论.依据这一点，应当认 
识到： 悖论性不意味着全然荒谬，而仅仅是结果的某种不寻常性表现.所以认为这些 
无效方法因导致俘论而为人们所垢病是没有根据的.此外，更为重要的是，可以构造 
如同豪斯多夫引理那样的，且完全有效的悖论.下面是一个简单的例子®: 

定理 存在着可表为两个不相交的集合乂与 B 的和形式的平面集合 E ， 其中 
每一个都与五可合同③. 

为了证明，我们考虑在复变量2的平面上的两个 运动： 

R ( z ) = e ; 2 , T ( z ) — z + 1. 

① 当构造集合 X 时，利用了策梅理(参看第十四章). 

② 此例子属于 W . 谢尔品斯基 （ W . Sierpiiiski ) 和 C . 马相[尔凯维奇 （ C . Ma 3 ypK <? BMM ). 

⑦集合 S 无界且因此由定理不能推出对于 R 2 的“较易”测度问题的不可解性（此外，£是可数 

的). 
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设 E 是由点 z = 0以及所有由2 = 0藉由有限次的运动 H 与 T ， 所得到的诸点 
的集合.五的每个点都是变量 〆 的非负整系数多项式，同时鉴于数 〆 的超越性，用 
唯一的方法表示集合五的点为这样的多项式的形式是可能的. 

建立了这一点之后，用 a 表示这样一些点的集合：这些点可表 为无常数项的 〆 
的多项式，设 S = £； - A 那么 AB = 0 ， A + 此外 


R ( E ) = A , T ( E ) = B . 
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卡拉泰奥多里 （ C . Caratheodory ) 的检验法， 

84 

开集，35, 319, 470 
开球, 471 
开圆，317 

康托-贝尔的定态原理，406 
康托尔的集 Go 与 Po , 44 
柯西不等式，162, 196, 457 
可测函数，86 
可测集，64, 453 
可测集的完全可加性，65 
可测集类，74 
可和，143 
可和函数，456 


可数的，8 
可数集，8 

可以逐项积分的傅黾叶级数，292 

空集，2 

空间 C 7, 467 

空间 m , 468 

空间5, 470 

空间 . s ， 469 

空间 L p ， 193 

空间 i P ， 197 

空间的完全性，167 

L 

莱维定理，140 

勒贝格不定积分，248 

勒贝格的小和 s 与大和 S ， 114 

勒贝格点，251 

勒贝格定理，125, 148 

勒贝格积分，116, 142 

勒贝格可积，143 

勒让德多项式，192 

黎曼积分，112 

里斯定理，96 

里斯-菲舍尔定理，177 

利普希茨 （ R . Lipschitz ) 条件，212 

连续函数隔离半连续函数，416 

连续统的势，13 

连续统假设，20 

连续统问题，387 

良序集，371 

两集的相合，74 

零类的函数，388 

卢津定理，104 

卢津院士关于性质 （ A 0 的定义，245 

M 

阅可夫斯基 （ H . Minkowski ) 不等式，196 
模范子集，386 
末元索，367 

某些空间的紧性条件, 474 
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N 

内点，35, 319, 471 
内积，184 
凝聚点，48 


算子，489 
算子的值，489 

所属类数< a 的贝尔函数集的通用函数, 

397 


o 

欧拉函数，482 
欧拉折线，482 

P 

帕塞瓦尔等式，173 
佩龙不定积分，425 
佩龙积分，421 
平方可和函数，160 

Q 

奇异函数，263 
奇异积分，274 
切萨罗求和方法， 2 82 
全变差，212, 458 
缺项的三角级数，286 
缺项的数列，285 

R 

弱收敛，171，197, 276 


T 

特征函数，89 
跳跃，201 

跳跃函数，202, 217 
通用函数，397 

W 

瓦莱-普桑 （ VaUSe - Poussin ) 的检验法，84 

完满集，30, 318 
完全的赋范线性空间，467 
完全归纳法，377 
完全可加函数，354 
完全可加性，53 
完全空间，465 
完全正交系，177 
完全正则的，495 
维塔利定理，80, 81, 150 
魏尔斯特拉斯定理，105 
无穷线性方程组，494 


S 

三角不等式，464 
上半连续， 411, 413 
上导数 ， 420 
上函数 ， 421 
上极限， 394, 410 
射影 ， 185 

施瓦茨 (Schwarz) 导数 ， 295 

施瓦茨二阶导出数， 2 97 

势，6 • 

势的三歧性， 25 

首元素， 367 

疏集， 84, 131，403 

斯蒂尔切斯积分， 225 

斯捷克洛夫函数， 484 
苏斯林的 A 集， 75 


X 

稀薄点，260 
希尔伯特空间，163 
狭义的当茹瓦积分，437 
下半连续，411, 413 
下导数，420 
下函数，421 
下极限，394, 410 
线性泛函，235 
线性积分方程，493 
线性空间，465 
线性无关，189 
线性无关组，189 
像，69, 203 

向量 re 与2/的内积，183 
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序数，374 

Y 

压缩算子，490 
严格单调函数，200 
严格减函数，200 
严格增函数，200 
延森 ( Jensen ) 总和不等式，303 

延森积分不等式，304 

一般选择原理，384 

一一 对应，6 

依测度收敛，94 

依照佩龙的意义可积， 幻1 

依照维塔利意义被覆盖的点集，80 

以平面 a : = a : 0 截的截面，339 

以直线 （ a ： =抑）截 E 的截线，335 

映射，69, 203 

用数 iV 对函数 /(: r ) 的截断，134 
有等度的绝对连续积分，150 
有界闭集的测度，56 
有界变差函数212 
有界集，471 
有界集 E 的内测度，61 
有界集 E 的外测度，61 
有界开集的测度，51 


有序集，366, 367 
有序集的序型，368 
右方跳跃，201 
诱导函数，404 
余集，36 

元素 a 截 A 的初始段，370 
原像，69, 203 
圆的中心，317 
运动，70 

Z 

在 [ a , 6] 上是一下半连续函数，413 

在杨的意义下互为余函数，506 

增函数，200 

正规的有序子集，385 
正交系，171 

正则的，431 

正则地收缩于 M 的集族，363 
子集，2, 367 

自稠密集，30 
自然的次序，367 
最大值函数，395 
最小的超限数，378 
左方跳跃，201 


第 5 版校订后记 


由徐瑞云先生翻译、陈建功先生校订的《实变函数论》上、下册（原作者为俄罗 
斯数学家 n . 那汤松）是高等教育出版社在20世纪50年代出版的.1955年出版 
的第一版是根据原苏联“闰立技术理论书籍出版社” 1950年的原版译出的，后来译 
者又根据原书1957年第2版做了修订，这就是1958年由高等教育出版社岀版的第 
2版（即修订版). 

此书在 20 世纪 50—60 年代是我国高校数学专业实变函数论课程的重要教学参 
考书.当时学习数学专业的人儿乎都知道这本书.有的学校甚至按此书的体系讲授这 
门课程.因此，可以说这是一本有重要影响的书. 

髙等教育出版社自然科学学术著作分社决定根据此书的原文第5版（版权已转 
归俄罗斯的 JIAHL 出版社)，重新出版修订本，是一个善举, 一 定会受到有关读者的 
欢迎.我感到荣幸的是，学术分社的同志委托我参与这件事：即由我逐字对照第5版 
原文，在徐瑞云先生原译第2版的基础 t ， 做校订工作.这对我来说当然又是一个学 
习的过程.在完成这一任务的过程中，我深深地感受到徐先生、陈先生严谨、细致的 
工作作风和科学精神，这使我深为敬佩.此书原第2版的译文流畅、准确，与原文对 
照，绝少错漏之处.同时，也看到此书在编校质量方面也是十分优良的.我所做的工 
作除对照原文核对一过之外，主要是根据全国科学技术名词委员会数学名词分委员 
会审定公布的《数学名词》，把过去曾使用过、不规范的名词改为规范的名词，同时 
也把外国数学家的中译名根据《数学名词》和张鸿林、葛显良编订的《英汉数学词 
汇》中的译法加以统一，以方便读者.当然也有少数地方的译文依照新版做了适3修 
改（这也许就是原书以后各版有所改动之处，但因原书第2版已无从找到，而不能确 
切肯定).此外原书第 5 版恢复了原第 2 版删去的一个“补充”，即“豪斯多夫定理”， 
这是原书第1版曾冇过的内容，但因一时找不到第一版的译本，我把它重新译出了. 



第 5 版校订后记 


• 529 - 


还应当声明的是：原书中某些数学符号，即表示空集、自然数集、有理数集和实数集 
的符号，已改为我国数学界现今通行的记法，这是与原书不同的.为了方便读者查阅， 
书末加了外国数学家译名对照表和名词索引. 

在做这件事的过程中，我曾多次请教北京大学周民强教授.在大学求学期间，正 
是周先生教过我们年级的实变函数课.周先生热情、耐心的指教对我完成任务是十 
分重要的，其中关于连续统的注释更是直接引用了周先生著作中的论述.我所重译 
的“补充豪斯多夫定理”也请周先生校订过了.在此，我首先要对我的老师周先生 
表示衷心的感谢！ 

如同以前一样，在俄译中方面的一些困难问题，一直得到高等教育出版社编审 
田文琪同志的耐心帮助. 

为了规范数学名词，我曾就一些重要的或困难问题多次与科学岀版社编审张鸿 
林同志商讨,他给予我许多的帮助和启发，使我受益良多. 

本书修订版书稿的审阅工作是由高等教育出版社编审张小萍同志担任的，我在 
校订中就许多数学问题和文字表达问题和她多次讨论.她在审阅过程中指岀了许多 
问题和疏漏之处，对保证本书质量起了很大作用.本书修订版的责任编辑赵天夫同 
志对我提供了许多实际的帮助. 

我对以上提到的各位表示衷心的感谢！ 

还应当说明的是，由于个人水平所限，校订过程中对泽文的改动，不妥之处在所 
难免,还请专家和广大读者不吝指正. 


郭思旭 

2009年12月于高等教育出版社 
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